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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ 
ТЕХНИКА

1. Решение фундаментальных задач радиотех-
ники, радиофизики, электродинамики, дистанци-
онного зондирования, информатики, электротех-
ники и др. основано на преобразовании Лапласа [1]. 
В теории обычно находится частотный отклик 
на прохождение монохроматического сигнала [2]. 
Перспективно применение импульсной функции 
для анализа временных искажений сигнала [3].

Цель работы —  применение принципа двойствен-
ности [4–6] и параметрического метода аналитиче-
ского продолжения для получения нового уравнения 
преобразования Лапласа и определения импульсной 
характеристики, удовлетворяющей принципу при-
чинности, исключающей возможность превышения 
скорости света в вакууме. Изображением импульс-
ной характеристики является частотный отклик 
дисперсионной среды на монохроматический сиг-
нал.

Преобразование Лапласа V(s) вещественной 
функции времени f(t) имеет вид

 V s st f t dt f t t( ) exp( ) ( ) ; ( ) ,= - = <∫
0

0 0
¥

     . (1)

Ранее были получены соотношения, выполняю-
щиеся при t > 0 [4–6]:
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где i —  мнимая единица, Vc(x), Vs(x) —  косинус- 
и синус-преобразования Фурье функции-изобра-
жения V(s) на действительной оси переменной s:
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Оригинал f(t) изображения V(s) существует при t > 0, 
если функции f1,2(t), определённые из уравнений (2), 
совпадают:

 f t f t f t t( ) ( ) ( ),= = >1 2 0   . (4)

Введём в (3) вещественный параметр l заменой 

x = lt, s
l

= w
:
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Вставим в (5) мнимые значения параметра l i= ± . 
При условии существования и корректности анали-
тического продолжения V i( )± w  получим из (2) и (5):
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Оригинал f(t) в (6) представлен косинус/синус-пре-
образованиями Фурье соответственно чётной 
V V i V i+ = + -( ) ( )w w  и нечётной функции V- = 
= - -V i V i( ) ( )w w  частоты w.

Подставим V i( )± w  из (1) в (6) и при допустимости 
перестановки порядка интегрирования получим
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где d(x) —  дельта-функция, верхний и нижний знак 
перед вторым слагаемым в правой части (7) соот-
ветствует функциям f1(t) и f2(t) из (2). Согласно (4), 
(7) при t ≥ 0 функции V(s) соответствует един-
ственный оригинал f(t).

Из-за влияния слагаемых ± +d( )t x  при t < 0 
функции f1,2(t) в уравнении (7) не равны нулю, что 
противоречит принципу причинности (каузаль-
ности). Принцип двойственности (2) позволяет 
удовлетворить условию причинности (каузаль-
ности) f t( ) ,≡ 0  t < 0, путём выбора f(t) в виде 
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 Из (2), (6), (7) получаются соот-

ношения для обратного преобразования Лапласа:
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где функции V± определены в (6). В нижнем пределе 
интеграла (9) ноль заменён на -¥ ввиду чётности 
подынтегральной функции.

Из (9) получается формула обращения с по-
мощью двустороннего преобразования Фурье (при 
условии, что V+ является чётной, а V- —  нечётной 
функцией w):
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Изображение V i( )± w  восстанавливается из (10) ин-
тегрированием левой и правой частей в бесконечных 
пределах с ядром exp( )∓itx  с учётом равенства 
f t( ) ,= 0  t < 0:
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Уравнения (1), (9) и (1), (10) являются парами 
преобразований оригинал–изображение и, на-
оборот, изображение–оригинал.

2. Частотная передаточная характеристика ра-
диоканала определяется для монохроматического 
сигнала при зависимости от времени в форме [5]
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где n l[ , ( )]w w  —  показатель преломления, dl —  эле-
мент лучевой траектории GL, F(n) —  фазовое запаз-
дывание на луче FL, A0 —  амплитуда радиоволн 
в точке L при отсутствии неоднородностей среды, 
A(n) —  амплитуда, учитывающая эффекты ослаб-
ления радиоволн из-за рефракции X(n) и погло-
щения G(n), c —  скорость распространения элект-
ромагнитных волн в свободном пространстве. Ин-
тегрирование в (12) проводится вдоль луча GTL 
(рис. 1, I). Положение луча GTL в среде зависит 
от частоты радиоволн w. Показатель преломления 
n(w) и, следовательно, F являются чётными функ-
циями w. Ниже будет найден оригинал h(t, L) час-
тотной функции передачи канала exp( ).±iwF

Предположим, что среда сферически симмет-
рична с центром в точке O. Прицельный параметр p 
постоянен вдоль траектории GTL в плоскости GOL 
(p —  длина перпендикуляра, проведённого 
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из центра O к касательной в текущей точке кривой 
GTL). Величина F(n) удовлетворяет следующим со-
отношениям при фиксированных q, RL, RG:
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где q — центральный угол с вершиной в точке O 
между направлениями OG и OL, RL, RG, r —  рас-
стояния OG, OL и OT. Производная ′pw в (13) не вхо-
дит, поскольку после дифференцирования первого 

уравнения (13) получим ′ =F p n( ) 0 при фиксирован-
ных q, RL, RG. Найдём импульсную функцию h(t, L), 
связывающую в интеграле Дюамеля отклик f(t, L) 
выхода L с сигналом f(t) на входе канала G:

 f t L f h t L d
t

( , ) ( ) ( , ) .  = -∫ τ τ τ
0

 (14)

Представим h(t, L) в виде
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где k π= -1 и k π= -0 5 1,  при наличии и отсутствии 
дисперсии соответственно. При отсутствии дис-
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Рис. 1. I —  схема прохождения радиоволн через дисперсную сферически-симметричную слоисто-неоднородную 
среду на примере трассы связи навигационный спутник G —  приёмник L на Земле. Центр симметрии находится 
в точке O. Отрезок прямой указывает положение горизонтальной линии вблизи приёмника L. II–IV —  результаты 
расчёта зависимости параметров DF (Гц), D (МГц) и Dg (мкрад) от угла места y и частоты f при приёме излучения 
спутника, движущегося по круговой орбите на высоте 20 000 км. Кривые 1–7 соответствуют значениям частоты f, 
равным 60; 210; 360; 660; 810; 1110; 1410 МГц соответственно.
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персии n, A(n) и F в (12), (15) не зависят от частоты, 
и h(t, L) является дельта-функцией: h(t, L) = d(t - F). 
Среда не вносит искажений, сигнал f(t, L) (14) 
на входе приёмного устройства L сохраняет излуча-
емую форму f(t) с запаздыванием, равным F.

При дисперсии низкие частоты отсутствуют из-
за воздействия ионосферы. Подстановка h(t, L) 
из (15) в (1) при s is→ , f t h t L( ) ( , )→   после смены 
порядка интегрирования по t, w и замен w = s - y, 
w = y - s даёт два преобразования Гильберта с особой 
точкой y = 0:
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т.е. из (1) следует, что частотная функция пере-
дачи (12) exp(-isF) является изображением ориги-
нала (15) h(t, L). Подставляя в интеграл Дюамеля 
h(t, L) из (15), предполагая, что на входе в ионосферу 
функция имеет форму затухающей синусоиды, 
f ( ) exp( )cos( ),τ aτ w τ= - 0  после перестановки по- 
рядка интегрирования аналогичным способом найдём 
сигнал в ионосфере: 

 f t t t( ) exp[ ( )]cos[ ( )].= - - + ′ -a w wwF F F0   

Сигнал в ионосфере распространяется с фазовой 
скоростью по фазовому пути и групповой скоростью 
по огибающей. Первая производная h(t, L) опреде-
ляет расстояние до положения данной точки в ио-
носфере, остальные производные определяют форму 
линии дисперсии в этой точке. Это можно показать, 
используя уравнение дисперсии радиоволн в ионо-

сфере: n p
2 2 21( ) ,w w w= - -  где w ap eN= 0

1 2/  —  плаз-
менная частота, выраженная в радианах, a0 —  раз-
мерный коэффициент, Ne —  концентрация элект-
ронов. В стационарной точке ws интеграла (16) 
выполняется уравнение 

 ′ = - ′ =-j w ww w( , ) [ ( ) ] , t t c 1 0F   

которое имеет вид
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где R0, dg — соответственно длина отрезка GL и про-
странственное запаздывание радиоволн вдоль трассы 
GTL при частоте ws. Величина dg зависит от фазового 
пути F и его производной по частоте ′Fw . Суще-

ственно, что при избранном законе дисперсии ве-
личина b(w), определяемая из соотношений
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положительна. Поэтому первое уравнение в (17) при 

t c R≤ -1
0  не имеет решений. Время прохождения 

сигнала по трассе GTL всегда больше времени рас-
пространения в вакууме вдоль прямой GL.

Первое уравнение (17) определяет аргумент t 
функции h(t, L) в зависимости от частоты в стацио-
нарной точке ws. Спектральные составляющие сиг-
нала с разными частотами приходят в точку наблю-
дения L в разное время. Производная аргумента t 

по частоте определяется соотношением ′ = ′-t c dgw w
1 . 

Согласно (17) производная от запаздывания ′dgw  
зависит от первой и второй производных фазового 
пути по частоте. Фаза частотной функции передачи 

j w w( , ) ( ) t t c= - -1F  вблизи стационарной точки ws 
интеграла (16) согласно (17) равна
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Величина D = ′- -[ ( , )]c d tg s
1 1 2

w w  /  в (19) имеет физи-
ческий смысл полосы пропускания ионосферы 
на заданной частоте ws. Если полоса модулирован-
ных радиоволн DW = -| |w w0  удовлетворяет условию 
D DW ≥ , то ионосфера существенно искажает сигнал. 
При выполнении обратного неравенства D DW ≤  
согласно [2] можно пренебречь всеми производными 
фазы j(w, t) в (17), кроме первой, и представить 
j(w, t) в виде j w j w w ww( , ) ( , )( ),0 0 0  t t+ ′ -  где w0 —  
значение несущей частоты узкополосного сигнала. 
В этом случае сигнал проходит практически без 
искажений, интегрирование по частоте в (17) даёт 
зависимость h(t, L) от времени в виде дельта-функ-
ции
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где tg, vg —  групповые время запаздывания и ско-
рость узкополосного импульса на частоте w0. Пара-
метры tg, vg зависят от частоты w0.
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Для строгого анализа вносимых в сигнал ионо-
сферных искажений необходимо подставлять в ин-
теграл Дюамеля (14) функцию h(t, L) в интегральной 
форме (16).

3.  Эйконал F(p, w) в (12) зависит от прицель-

ного параметра p R R DnL nG= --1 sin( ),q x  постоян-
ного на траектории распространения радиоволн —  
луче GTL в плоскости GOL, и определяется из соот-
ношений [5]
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(21)

где n(RL), n(RG) —  показатели преломления в точ-
ках G и L, x(p) —  угол рефракции радиоволн 
на трассе GTL, RL, RG, rT —  расстояния OL, OG, OT, 
ps —  прицельный параметр прямой GL относительно 
центра симметрии O (рис. 1, I). В уравнении (21) 
величина L(p) равна сумме длины px(p) дуги окруж-
ности L1G1 радиуса p и разности отрезков касатель-
ных LL1, GG1 к лучу GTL, проведённых в точках  
L, G. Рефракционный параметр k(p, w) в (21) зависит 
от вертикального градиента показателя преломления 

′n rr ( , ) w  и описывает отличие фазового пути F(p, w) 
от длины L(p). При фиксированных значениях час-
тоты w и параметров RL, RG, q, ps фазовый путь 

F(p, w) в (13) удовлетворяет уравнению 
∂

∂
=F( , )

,
p

p

 w
0 

что соответствует принципу Ферма.

Гармонические составляющие сигнала проходят 
в среде по различным траекториям, которым соот-
ветствуют различные значения прицельного пара-
метра p, что вызывает уширение углового спектра 
радиоволн DgL(w) и вносит искажения в сигнал. 
Величина уширения DgL(w) в плоскости GOL в месте 
приёма (передачи) L(G) определяется при n(RG) = 
= n(RL) = 1 и полосе частот Dw:
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В (22), (23) g wL G, ( ) —  угол с вершиной в точке 
L(G) между направлением на центр сферической 
симметрии O и касательной к траектории в точке 
L(G) (рис. 1, I). Ширина углового спектра уменьша-
ется при удалении от центра симметрии.

На рис. 1 II–IV даны результаты расчёта харак-
теристик радиоволн в ионосфере на трассе спутник 
на круговой орбите (высота 20 000 км) —  Земля в за-
висимости от угла места y и частоты f. Расчёты 
электронной плотности Ne(h) проведены по формуле 
Чэпмена 

 

N h N

h h

d

h h

d

e( )

exp ,
( )

sec exp
( )

= ×

× - - - - -















0

1

1

1

1

0 5 1
2 2

 c












при N0 = 106 эл/см3, h1 = 300 км, d1 = 100 км, c = 0, 
где N0, h1, d1, c —  электронная плотность в макси-
муме слоя, высота и толщина слоя, а также зенитный 
угол Солнца соответственно.

На рис. 1, II дана максимальная величина по-

правки к доплеровской частоте DF
p p d

dt
s= --λ q1( )

, 

выраженной в Гц, в дневной ионосфере. На частоте 
400 МГц указанная величина не превышает 0,6 Гц. 
На рис. 1, III дана ширина полосы пропускания 
ионосферы D в МГц. Полоса D увеличивается в два 
раза при изменении угла y от 1° до 89°. При увели-
чении частоты полоса D возрастает по формуле 

D D≈ C w3 2/ , где параметр CD обратно пропорциона-
лен интегральной электронной плотности на трассе 
GTL.

На рис. 1, IV приведена ширина углового спектра 
радиоволн Dg, выраженная в микрорадианах, при 
полосе сигнала 1 МГц. Величина Dg имеет ярко вы-
раженную зависимость от y. На частоте 400 МГц  
Dg достигает значения 10 мкрад при y = 1° и затем 
уменьшается на три порядка при y = 89°.

4. Полученные результаты имеют важное научно-
практическое значение, позволяя применять им-
пульсную передаточную функцию для расчёта про-
хождения сигналов в средах с дисперсией, линиях 
радиосвязи, радионавигации и радиоуправления 
и в других информационных каналах. Даны зависи-
мости ширины полосы пропускания, доплеровского 
сдвига и ширины спектра радиоволн при связи 
на трассе навигационный спутник —  Земля. С по-
мощью принципа двойственности и параметриче-
ского метода аналитического продолжения полу-
чены две новые формы обращения преобразования 
Лапласа. Обратное преобразование удовлетворяет 
принципу каузальности. Импульсная характеристика 
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дисперсионной среды чётко показывает существо-
вание светового барьера, за пределы которого сигнал 
не проходит.

Исследование особенностей полученных пре-
образований применительно к решению прохож-
дения модулированных сигналов через неоднород-
ные среды с различными типами дисперсии является 
предметом дальнейшей работы.
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New equations for Laplace transform inversion are obtained. The equations satisfy the causality principle. The 
impulse response of a channel is determined in order to analyze dispersion distortions in inhomogeneous media. 
The impulse response excludes the possibility that the signal exceeds the speed of light in the medium. The trans-
mission bandwidth, the angular spectrum, and the Doppler shift in the ionosphere are computed.
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