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Рассматривается электронный генератор на основе двух колебательных контуров,
один из которых включает отрицательную проводимость (активный контур), где реа-
лизуется сложная динамика и хаос, соответствующие модели волновой турбулентности
Вышкинд–Рабиновича. Эффект насыщения автоколебаний и их хаотизация обусловлены
параметрическим механизмом благодаря присутствию квадратичного нелинейного реак-
тивного элемента на основе операционного усилителя и аналогового умножителя.

Исследование основано на сочетании схемотехнического моделирования с использо-
ванием программного продукта Multisim и численного решения уравнений, непосред-
ственно описывающих осцилляции напряжений и токов в колебательных контурах, ам-
плитудных уравнений и уравнений в форме, предложенной С.Я. Вышкинд и М.И. Раби-
новичем.

Для указанных моделей построены временные зависимости динамических перемен-
ных от времени, портреты аттракторов, зависимости показателей Ляпунова от парамет-
ров. Для модели Вышкинд–Рабиновича построена также карта динамических режимов
на плоскости параметров. Показано что все модели демонстрируют переход к хаосу через
последовательность бифуркаций удвоения периода при уменьшении параметра надкри-
тичности в активном колебательном контуре. Возникающий хаотический аттрактор по
своей структуре аналогичен аттрактору Ресслера.

Предложенная схема является новой и позволяет наблюдать в радиотехническом уст-
ройстве хаотическую динамику резонансного триплета при неустойчивости высокоча-
стотной моды, рассмотренную в свое время Вышкинд и Рабиновичем и интерпретируе-
мую как модель определенного типа волновой турбулентности в диссипативных средах.
Представленные результаты свидетельствуют о возможности использования предлагае-
мой электронной схемы для аналогового моделирования колебательно-волновых явлений
в системах, к которым применима модель Вышкинд–Рабиновича.
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We consider an electronic oscillator based on two LC-circuits, one of which includes
negative conductivity (the active LC-circuit), where complex dynamics and chaos occur cor-
responding to the model of wave turbulence of Vyshkind–Rabinovich. The saturation effect for
the self-oscillations and their chaotisation take place due to parametric mechanisms due to the
presence of a quadratic nonlinear reactive element based on an operational amplifier and an
analog multiplier.

The study is based on combination of circuit simulation with the use of the software
product Multisim and of numerical computations with equations that directly describe the
oscillations of voltages and currents in the oscillatory circuit, amplitude equations, and the
equations represented in the form suggested by S.Y. Vyshkind and M.I. Rabinovich.

For all these models, time dependences of dynamic variables are presented as well as
portraits of attractors, and Lyapunov exponents depending on parameters. For the Vyshkind–
Rabinovich model we additionally present a chart of dynamic regimes in the parameter plane.
It is shown that all models demonstrate transitions to chaos through period-doubling bifurcation
scenario observed under decrease in the supercriticality parameter in the active LC-circuit. The
resulting chaotic attractor is similar in structure to the Rössler attractor.

The proposed scheme allows observing in the electronic device chaotic dynamics of the
resonant triplet under instability of the high-frequency mode, considered in due time by
Vyshkind and Rabinovich and interpreted as a model of a certain type of wave turbulence in
dissipative media. The presented results testify a possibility of using the considered electronic
circuit for analog simulation of oscillatory and wave phenomena in systems to which the
Vyshkind– Rabinovich model is applicable.
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Введение

Трехволновое параметрическое взаимодействие колебаний и волн в системах
с квадратичной нелинейностью встречается в физике плазмы, нелинейной оптике,
акустике, электронике. Общей моделью, охватывающей ситуации различной физи-
ческой природы, служит система, о которой говорят как о резонансном трипле-
те, имея в виду слабое взаимодействие на квадратичной нелинейности трех коле-
бательных мод, частоты которых подчинены условию параметрического резонанса
ω2 = ω1 + ω0.

Если в системе имеет место возбуждение высокочастотной моды вследствие
линейной неустойчивости, а низкочастотные моды характеризуются затуханием, то
на определенном уровне амплитуд в динамике резонансного триплета имеет место
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насыщение колебаний, определяемое, как говорят, параметрическим распадом. В ра-
боте Вышкинд и Рабиновича [1] было в свое время показано, что в этой ситуации
динамика может становиться хаотической, причем переход к хаосу при изменении
параметров осуществляется через каскад бифуркаций удвоения периода автоколеба-
тельных режимов.

Простейший случай относится к вырожденному параметрическому резонан-
су, когда частоты ω0 и ω1 одинаковы, так что условие на частоты принимает вид
ω2 = 2ω1, и задача редуцируется к рассмотрению взаимодействия двух мод. Та-
кое предположение облегчает рассмотрение и делает анализ более обозримым, по-
скольку динамика зависит от меньшего числа параметров. Для этого случая в работе
Вышкинд и Рабиновича выведена и проанализирована модель, описываемая систе-
мой трех дифференциальных уравнений первого порядка, которую авторы считают
оправданным трактовать как модель определенного типа волновой турбулентности в
диссипативных средах. Эта модель в настоящее время признана одним из классиче-
ских примеров маломерных систем, демонстрирующих динамический хаос.

Задача о динамике резонансного триплета при неустойчивости высокочастот-
ной моды может рассматриваться как обобщение, охватывающее системы различ-
ной физической природы, многие из которых имеют очевидное прикладное значе-
ние. В частности, уместно сослаться на работы, посвященные спиновым волнам в
магнитных пленках и процессам, связанным с генерацией второй гармоники в нели-
нейной оптике [2–6].

Так, в работе [2] исследована модуляционная неустойчивость спиновых волн в
магнитных пленках в условиях трехмагнонного распада, выяснены механизмы этого
явления и стохастизации огибающей при автомодуляции. А в работе [3] представле-
но экспериментальное исследование кольцевой автоколебательной системы на осно-
ве ферромагнитной структуры в случае, когда разрешены трехмагнонные процессы
распада, и построена модель, на основе которой рассчитаны характерные режимы ге-
нерации, включая генерацию хаотической последовательности СВЧ-импульсов. Ре-
зультаты численного моделирования сравниваются с экспериментальными данными.
В работе [4] изучена простая модель нелинейного насыщения неустойчивой моды и
показано, что по мере увеличения затухания в системе имеет место переход к хаосу
через последовательность бифуркаций. Объяснение этому дается на основе одномер-
ного отображения, которое численно выводится из исходной системы дифференци-
альных уравнений.

Естественной и полезной видится возможность аналогового моделирования
динамических феноменов с использованием простейшего представителя систем,
охватываемых в рамках данного обобщения, удобного для реализации и экспери-
ментального исследования. В качестве такового представляет интерес предлагаемая
в настоящей статье простая электронная схема. Это схема на основе двух колеба-
тельных контуров, один из которых включает отрицательную проводимость, и при
этом присутствует специально сконструированный реактивный нелинейный элемент
с характеристикой, практически точно даваемой квадратичной функцией, который
ранее был использован применительно к другой системе с параметрическим взаи-
модействием мод [7]. Теоретическое описание схемы позволяет получить для нее
уравнения, совпадающие с моделью турбулентности Вышкинд–Рабиновича [1].
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1. Схема параметрического генератора

Рассмотрим приведенную на рис. 1 схему, составленную из двух колебатель-
ных контуров, один из которых включает отрицательную проводимость, обеспечен-
ную подключением операционного усилителя OA2.

Эффект насыщения автоколебаний и их хаотизация обусловлены параметри-
ческим механизмом благодаря присутствию квадратичного нелинейного реактивного
элемента на основе операционного усилителя OA1 и аналогового умножителя A1.
При подаче напряжения U на вход этого элемента, такой потенциал относительно
земли имеет место на обеих входных клеммах операционного усилителя. Посколь-
ку входное сопротивление операционного усилителя в идеале бесконечное, наличие
тока U/R через резистор R5, имеющий заземленный отвод, подразумевает наличие
такого же тока через соединенный с ним резистор R4, поэтому напряжение на входе
аналогового умножителя A1 обязано быть равным 2U . Следовательно, на его выходе
имеем напряжение 4KU2, где K – коэффициент передачи, имеющий размерность
обратного напряжения. Токи, протекающие через один и другой конденсаторы C0,
составляют C0dU/dt и (d/dt)(4KU2 − C0U), давая в сумме ток через нелинейный
элемент C̃.

Собственные частоты колебательных контуров без учета диссипации полага-
ем удовлетворяющими, по крайней мере, приближенно, условиям параметрического
резонанса

Ω2 ≈ Ω1. (1)

Рис. 1. Схема параметрического генератора хаоса (а) и её эквивалентная схема (b), где (−g)=1/Rg –
отрицательная проводимость, наличие которой обеспечено присутствием операционного усилителя
OA2, а C̃ обозначает реактивный элемент – двухполюсник с квадратичной нелинейностью, реали-
зованный с использованием операционного усилителя OA1. Коэффициент передачи умножителя A1
составляет K = 1/8 V−1

Fig. 1. The scheme of the parametric chaos generator (а) and its equivalent scheme (b), (−g)=1/Rg is
negative conductivity, the presence of which is provided by the presence of an operational amplifier OA2,
C̃ is reactive element (it is a two-terminal network with a quadratic nonlinearity realized using an operational
amplifier OA1). Multiplier transfer factor A1 is K = 1/8 V−1
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Рис. 2. Типичный вид временных зависимостей на-
пряжений на конденсаторах C1 и C2 при модели-
ровании схемы в среде Multisim с R8 = 500 kΩ
и остальными номиналами компонентов, приведен-
ными на рис. 1

Fig. 2. A typical type of time dependences of voltage
on capacitors C1 and C2 obtained by simulation of the
scheme in the Multisim with R8 = 500 kΩ. The other
nominal values of the components are shown in Fig. 1

На рис. 2 представлены графики
реализаций напряжения на конденсато-
рах C1 и C2, полученные с помощью
виртуального осциллографа при моде-
лировании схемы в среде Multisim с но-
миналами компонентов, указанными в
подписи к рисунку. После переходно-
го процесса возникает режим нелиней-
ных колебаний. В приведенном масшта-
бе неразличимо высокочастотное запол-
нение, но видна нерегулярная, очевид-
но, хаотическая, динамика амплитуд.

В рамках схемотехнического мо-
делирования в среде Multisim затрудни-
тельно выявить некоторые существен-
ные особенности динамики, включая
ожидаемое присутствие хаотического
аттрактора, и определить такие характеристики, как показатели Ляпунова, поэтому
в следующих разделах рассматриваются уравнения, описывающие систему, и анали-
зируются результаты их численного решения.

2. Основные уравнения параметрического генератора

Пусть U1, U2 – напряжения на конденсаторах C1 и C2, имеющих одинаковую
емкость C, а I1, I2 – токи через катушки индуктивности L1 и L2. Уравнения Кирх-
гофа записываются в виде

L1İ1 = U1,

L2İ2 = U2,

CU̇1 + U1/R1 + I1 = −I,

CU̇2 + U2/R2 + I2 = −I,

(2)

где I – ток через нелинейный элемент, определяемый выражением

I =
d

dt
4KC0U

2 = ε
d

dt

U2

2
. (3)

Здесь ε = 8KC0/C, C = C1 = C2, и

U = U1 + U2. (4)

Уравнения также можно переписать в виде

d2

dt2

(
U1 +

1

2
εU2

)
+

1

R1C

dU1

dt
+

U1

L1C
= 0,

d2

dt2

(
U2 +

1

2
εU2

)
− g

C

dU2

dt
+

U2

L2C
= 0.

(5)
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Введем нормированное безразмерное время t′ = t/(2R1C). Тогда уравнения
перепишутся в виде

Ẍ1 + 2U̇1 +Ω2
1U1 = 0,

Ẍ2 − 2γU̇2 +Ω2
2U2 = 0,

X1,2 = U1,2 +
1

2
εU2,

(6)

где

γ = gR1 =
R1

Rg
, Ω1,2 = 2R1

√
C

L1,2
, (7)

и точки обозначают производные по безразмерному времени. Для численного реше-
ния их удобно переписать в виде системы первого порядка:

Ẏ1 = −Ω1U1, Ẋ1 = Ω1Y1 − 2U1,

Ẏ2 = −Ω2U2, Ẋ2 = Ω2Y2 + 2γU2,

U1,2 = X1,2 −
1

2
εU2, U =

−1 +
√

4ε(X1 +X2) + 1

2ε
.

(8)

Рис. 3. Типичный вид временных зависимостей
напряжений на конденсаторах C1 и C2, полу-
ченных численным решением уравнений (8) при
ε = 0.1: а – хаотический режим γ = 0.026; b –
периодический режим γ = 0.2

Fig. 3. Typical type of time dependences of voltage
on capacitors C1 and C2 obtained by numerical
solution of equations (8) at ε = 0.1: а – chaotic
regime γ = 0.026; b – periodic regime γ = 0.2

Собственные частоты колебатель-
ных контуров без учета диссипации пола-
гаем удовлетворяющими, по крайней ме-
ре, приближенно, условию параметриче-
ского резонанса (1).

На рис. 3 показаны временные за-
висимости величин U1 и U2, полученные
при численном решении уравнений (8).1

Сравнивая графики на рис. 2 и рис. 3, a,
можно видеть некоторое соответствие на-
блюдаемой динамики. В обоих случаях
имеем хаотические по виду реализации,
содержащие похожие по виду фрагменты
сигналов. При этом можно видеть соот-
ветствие по характерным масштабам вре-
мен и напряжений.

Расчет показателей Ляпунова путем
совместного численного решения урав-
нений (8) и соответствующих уравне-
ний в вариациях на основе известно-
го алгоритма с ортогонализацией векто-
ров возмущения по Граму–Шмидту [8, 9]
дает2 λ1=0.00956±0.00001, λ2=0.0000 ±
±0.0001, λ3= − 0.00854 ± 0.00001, λ4=
=− 1.9506±0.0001.

1Для схемы, показанной на рис. 1, изменение параметра γ обеспечивается заданием сопротивления
Rg = 500 kΩ. Остальные номиналы схемы соответствуют приведенным на рис. 1.

2Вычисления показателей Ляпунова проводились на интервалах нормированного времени длитель-
ности 3500 с подсчетом среднего значения и среднеквадратичного отклонения по 50 реализациям.
В качестве погрешности указывается оценка среднеквадратичного отклонения.
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Присутствие положительного показателя говорит о наличии хаоса, характери-
зуемого экспоненциальным ростом отклонения от опорной траектории на аттракторе
при малом возмущении начальных условий. Второй показатель, равный нулю с точ-
ностью до ошибки вычисления, ассоциируется с возмущением типа сдвига вдоль
траектории. Третий и четвертый показатели – отрицательные и отвечают за при-
ближение траекторий к аттрактору. Тот факт, что сумма показателей отрицатель-
на, свидетельствует о сжатии фазового объема в трехмерном пространстве состоя-
ний. Она согласуется с аналитическим вычислением дивергенции векторного поля,
заданного правыми частями уравнений (8): div F=∂xfx+∂yfy+∂zfz+∂wfw=γ−1=

= − 0.974. Оценка размерности аттрактора по известной формуле Каплана–Йорке
дает D = 3 + λ1/|λ3| ≈ 3.005.

На рис. 4 приводится зависимость четырех показателей Ляпунова модели (8)
от параметра γ. Из рисунка видно, что при γ < 0.1 старший показатель положитель-
ный (пусть и небольшой по величине), что говорит о наличии хаотической дина-
мики. А вот при значениях параметра γ > 0.1 первый и второй показатели равны
нулю, а третий и четвертый отрицательные, то есть в данной области реализуется
периодический режим. Соответствующие зависимости величин U1 и U2, получен-
ные при численном решении уравнений (8) представлены на рис. 3, b, а показатели
Ляпунова равны: λ1 = 0.0000± 0.0001, λ2 = 0.0000± 0.0001, λ3 = −0.3539± 0.0001,
λ4 = −1.2486 ± 0.0001. При этом на графике старшего показателя Ляпунова мож-
но видеть провалы (окна регулярности), которые сопровождаются также выбросами
или провалами на графиках остальных показателей. Именно такой вид графиков по-
казателей Ляпунова в зависимости от параметра характерен для одномерных отобра-
жений с квадратичным экстремумом и многих других диссипативных систем, вклю-
чая отображение Эно и модель Рёсслера, которые демонстрируют переход к хаосу
через каскад бифуркаций удвоения периода [10, 11] и ассоциируются с концепцией
квазиаттрактора [12, 13].

Рис. 4. Зависимость четырёх показателей Ляпунова от параметра γ, полученная численно для уравне-
ний (8) при ε = 0.1

Fig. 4. Numerically graphs of four Lyapunov exponents for equations (8) at the value of the parameter ε = 0.1
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3. Уравнения для медленных амплитуд

Для получения уравнений в форме, допускающей сравнение с моделью Выш-
кинд–Рабиновича, нужно использовать метод медленных комплексных амплитуд.

Начнем с того, что перепишем уравнения еще раз, учитывая только те члены,
которые могут отвечать за резонансные взаимодействия мод при предполагаемом
соотношении частот. Согласно (3) имеем

d2U1

dt2
+ 2

dU1

dt
+Ω2

1U1 = −1

2
ε
d2U2

dt2
,

d2U2

dt2
− 2γ

dU2

dt
+Ω2

2U2 = −1

2
ε
d2U2

dt2
,

(9)

здесь и далее штрихи у временной переменной для краткости опущены.
В первом и втором уравнениях, учитывая лишь резонансные члены, следует

положить, соответственно,

1

2
U2 ≈ U1U2,

1

2
U2 ≈ 1

2
U2
1 , (10)

и, кроме того, можно заменить операцию взятия второй производной в правых частях
множителями (−Ω2

1,2). В результате имеем

Ü1 + 2U̇1 +Ω2
1U1 = εΩ2

1U1U2,

Ü2 − 2γU̇2 +Ω2
2U2 =

1

2
εΩ2

2U
2
1 .

(11)

Будем искать решение в виде

U1 = A1e
iω1t +A∗

1e
−iω1t, U̇1 = iω1A1e

iω1t − iω1A∗
1e

−iω1t,

U2 = A2e
iω2t +A∗

2e
−iω2t, U̇2 = iω2A2e

iω2t − iω2A∗
2e

−iω2t
(12)

что подразумевает выполнение дополнительных условий на введенные комплексные
амплитудные переменные A1 и A2

Ȧ1e
iω1t + Ȧ∗

1e
−iω1t = 0, Ȧ2e

iω2t + Ȧ∗
2e

−iω2t = 0. (13)

Опорные частоты ω1,2 определим как

ω1 = Ω1, ω2 = 2Ω1, (14)

при этом ω2 ≈ Ω2, но точное равенство не предполагается – будет учтена соответ-
ствующая расстройка. Подстановка в уравнения (11) дает

2iω1Ȧ1 + 2iω1A1 = εΩ2
1A

∗
1A2,

2iω2Ȧ2 − 2iω2γA2 − (Ω2
2 − ω22)A2 =

1

2
εΩ2

2A
2
1,

(15)

или

Ȧ1 +A1 = −1

2
iεΩ1A

∗
1A2,

Ȧ2 − γA2 − iδA2 = −1

4
iεΩ2A

2
1,

(16)
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где

δ =
ω22 −Ω2

2

2ω2
=

(2Ω1 −Ω2)(2Ω1 +Ω2)

2ω2
≈ 2Ω1 −Ω2 (17)

представляет собой частотную расстройку.
Выполним теперь перенормировку

A1 =
2
√
2

ε
√
Ω1Ω2

a1 ≈
2

εΩ1
a1, A2 =

2

εΩ1
a2 (18)

и получим окончательно

ȧ1 + a1 = −ia∗1a2,

ȧ2 − γa2 − iδa2 = −ia21.
(19)

Это и есть система укороченных уравнений модели (8). Для того чтобы получить
модель Вышкинд–Рабиновича, сделаем подстановку вида

a1 = Aei3, a2 = Beiϕ, Φ = ϕ− 23 (20)

в уравнения (19). Здесь A и B вещественные переменные, а Φ разность фаз. Тогда
получаем

Ȧ = AB sinΦ−A,

Ḃ = −A2 sinΦ+ γB,

Φ̇ = (2B −A2B−1) cosΦ+ δ.

(21)

Если теперь ввести новые переменные

X = −B sinΦ, Y = −B cosΦ, Z = A2, (22)

то уравнения (21) примут вид

Ẋ = Z + δY − 2Y 2 + γX,

Ẏ = −δX + 2XY + γY,

Ż = −2Z(X + 1),

(23)

что соответствует модели Вышкинд–Рабиновича, полученной в работе [1] для опи-
сания турбулентности в диссипативной среде с гидродинамическим типом нелиней-
ности.

4. Динамика системы укороченных уравнений

Теперь рассмотрим динамику системы укороченных уравнений (19). На рис. 5
представлена полученная численно зависимость четырех показателей Ляпунова мо-
дели (19) от параметра γ. Отметим, что зависимости показателей Ляпунова исходной
системы (8) и укороченных уравнений (19) очень близки, за исключением области
малых значений параметра γ < 0.03.

На рис. 6 для хаотического и периодического режимов представлены зави-
симости медленных амплитуд |a1| и |a2| от времени. Реализации демонстрируют
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типичное для указанных режимов поведение. Показатели Ляпунова для хаотическо-
го режима: λ1=0.009593±0.000001, λ2=0.000000±0.000001, λ3=0.000000±0.000001,
λ4= − 1.957592±0000001; для периодического: λ1=0.000000±0.000001, λ2=
=0.000000±0.000001, λ3=− 0.145560±0.000001, λ4=− 1.454439±0.000001.

Рис. 5. Зависимость показателей Ляпунова от параметра γ, полученная численно для уравнений (19).
δ = 0.184

Fig. 5. Numerically graphs of four Lyapunov exponents of equations (19) at the value of the parameter
δ = 0.184

Рис. 6. Типичный вид временных зависимостей величин |a1| и |a2| системы укороченных уравне-
ний (19). а – хаотический режим γ = 0.026; b – периодический режим γ = 0.2. ε = 0.1

Fig. 6. Typical type of time dependences of |a1| and |a2| system of truncated equations (19). а – chaotic
regime γ = 0.026; b – periodic regime γ = 0.2. ε = 0.1
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5. Регулярная и хаотическая динамика модели Вышкинд–Рабиновича

Обратимся к рассмотрению модельной системы Вышкинд–Рабиновича (23) и
построим для нее карту динамических режимов на плоскости параметров (δ, γ).
Процедура состоит в сканировании путем перебора узлов сетки с некоторым шагом
по двум параметрам. В каждой точке выполняется порядка 500 итераций отображе-
ния Пуанкаре, определенного для системы (23) с помощью секущей поверхности в
фазовом пространстве S = Z+δY −2Y 2+γX = 0 (с проходом в направлении возрас-
тания S). По результатам последних шагов итераций проводится анализ присутствия
или отсутствия периода повторения состояний в сечении Пуанкаре от 1 до 16 с неко-
торым заданным изначально уровнем допустимой погрешности. При обнаружении
периодичности соответствующий пиксель на диаграмме обозначается цветом, опре-
деляемым периодом повторения состояний, в противном случае пиксель отмечается
черным цветом. Далее производится переход к анализу следующей точки на плоско-
сти параметров. При этом в качестве начальных условий в новой точке разумно за-
давать состояние, полученное в итоге итераций в предыдущей точке («сканирование
с наследованием»), что способствует ускорению сходимости к установившемуся ре-
жиму динамики. Соответствующая карта показана на рис. 7. По периферии рисунка
изображены портреты аттракторов, отвечающие точкам, отмеченным на плоскости
параметров.

Отметим, что карта динамических режимов имеет типичный для динамиче-
ских систем с переходом к хаосу через каскад бифуркаций удвоения периода вид.
Аттрактор в области хаоса похож на аттрактор Ресслера [8, 10]. Расчет показате-
лей дает для хаотического режима: λ1 = 0.00961± 0.00001, λ2 = 0.00000± 0.00001,
λ3 = −1.95760 ± 0.00001; для режима периода 1: λ1 = 0.000000 ± 0.000001,

Рис. 7. Карта динамических режимов системы (23) на плоскости параметров (δ, γ) и портреты аттрак-
торов в выделенных точках; для всех аттракторов δ = 0.184

Fig. 7. Chart of dynamical regimes of model (23) at the parameter plane (δ, γ) and attractors plotted at the
marked points; for all attractors δ = 0.184
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λ2 = −0.14556 ± 0.00001, λ3 = −1.45444 ± 0.00001. А размерность хаотического
аттрактора D = 2 + λ1/|λ3| ≈ 2.004909.

На рис. 8 приводится зависимость трех показателей Ляпунова модели (23) от
параметра γ. Отметим, что на качественном уровне зависимости показателей Ляпу-
нова исходной системы (8) и модели Вышкинд–Рабиновича (23) идентичны (срав-
ним рис. 4 и рис. 8). В обоих случаях в области небольших значений параметра
γ наблюдается хаос, который рождается из предельного цикла в результате каскада
бифуркаций удвоения периода.

Рис. 8. Зависимость показателей Ляпунова от параметра γ, полученная численно для уравнений (23);
δ = 0.184

Fig. 8. Graphs of three Lyapunov exponents of equations (23) at the value of the parameter δ = 0.184

Заключение

В работе проанализирована схема параметрического генератора хаоса на ба-
зе двух колебательных контуров, один из которых включает отрицательную про-
водимость. Для нее получены уравнения, описывающие динамику системы, в том
числе уравнения, непосредственно описывающие осцилляции напряжений и токов
в колебательных контурах, амплитудные уравнения и уравнения в форме модели
Вышкинд–Рабиновича. Динамика указанных моделей была исследована численно с
помощью методов теории динамического хаоса: построены реализации динамиче-
ских переменных от времени, портреты аттракторов, зависимости показателей Ля-
пунова. Для модели Вышкинд–Рабиновича также была построена карта динамиче-
ских режимов на плоскости параметров. Результаты, полученные для всех моделей,
находятся в хорошем соответствии. Показано, что все системы демонстрируют пере-
ход к хаосу через последовательность бифуркаций удвоения периода при уменьше-
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нии одного из параметров. Возникающий хаотический аттрактор по своей структуре
аналогичен аттрактору Ресслера.

Проведено схемотехническое моделирование системы с использованием про-
граммного продукта Multisim, результаты которого согласуются с результатами чис-
ленного исследования системы.

Проведенный анализ показывает возможность использования рассмотренной
электронной схемы для аналогового моделирования колебательно-волновых явлений
в системах, к которым применимы модельные представления, развитые С.Я. Выш-
кинд и М.И. Рабиновичем.

Разработка схемы электронного генератора, вывод уравнений и схемотех-
ническое моделирование (разделы 1, 2 3) выполнены при поддержке гранта
РФФИ № 15-02-02893. Численные расчеты, обработка и интерпретация результа-
тов (разделы 4, 5) выполнены за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 17-12-01008).
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