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Потенциал сил изображения для заряда в трёхслойной среде (в диэлектрической плёнке, расположенной между двумя диэлектриками) рассмотрен в терминах электрических полей (по определению), а не потенциалов. Результат отличается от обычного на константу. Обсуждены сопряжённые вопросы.
Введение.


Метод «изображений» для определения электрического поля, индуцируемого точечным зарядом вблизи тел разной формы был развит У. Томсоном (впоследствии лорд Кельвин) в работах [1-5]. Томсон рассматривал металлические тела, но метод легко обобщается и на диэлектрики. Рассмотрим в качестве поясняющего примера две полубесконечные среды – среда (1): X < 0 и среда (2): X > 0 – с диэлектрическими проницаемостями (1(0 и (2(0 (где (0 диэлектрическая постоянная вакуума, а (1 и (2 относительные диэлектрические проницаемости). Если заряд Q расположен вблизи границы раздела двух полубесконечных сред в точке x среды (2), то поле в среде (2) в рамках этого метода задаётся полем самого заряда (в системе СИ оно равно 
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) и полем, которое создавал бы в среде (2) точечный заряд k12Q (где k12 =((2 – (1)/((2 + (1)), расположенный в среде (1) в зеркально-симметричной точке (–x,0,0) (т.е. поле равно 
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) [1,3]. Этот заряд и является электрическим изображением заряда Q. Поле в среде (1) равно полю, которое создавал бы заряд k1Q (где k1=2(1/((2 + (1)), расположенный в среде (2) в исходной точке (x,0,0) (т.е. поле равно 
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). Можно убедиться, что при стремлении с разных сторон к границе раздела (x=0) тангенциальные компоненты указанных полей и нормальные компоненты электрической индукции совпадают, т.е. эти компоненты поля и индукции непрерывны (и граничные условия электростатики тем самым выполнены). А это, в силу теоремы единственности для задач электростатики, означает, что предъявленные поля являются решением обсуждаемой задачи. Отметим, что таким образом получается решение для поля, хотя не составляет труда выписать его и в терминах соответствующих кулоновских потенциалов (что обычно и делают). Заметим также, что дополнительные поля создаются, на самом деле, связанными поверхностными зарядами.

Метод изображений («принцип», как его называет Томсон) обобщается на случай точечного заряда вблизи сферы (внутри или вне неё) и на некоторые более сложные задачи [1-5].

На заряд Q действует «сила изображения» 
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, которой можно сопоставить потенциальную энергию [6-8]
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традиционно называемую «потенциалом сил изображения» (ПСИ). В случае двух полубесконечных сред сила изображения в среде (2) направлена вдоль Ox и равна
F1= k12Q 2/(16((2(0 x2),                                      (2а)

а ПСИ (его традиционно отсчитывают от бесконечности) равен
U 1 = k12Q 2/(16((2(0 x).                                   (2б)
В частности, в случае границы с металлом ((1 = ∞, k12 = –1) ПСИ равен

U 0 = –Q 2/(16((2(0 x).                                    (2в)

Заметим, что электростатическим потенциалом ПСИ не является (и уравнению Лапласа не удовлетворяет).


Наличие ПСИ приводит к известному эффекту Шоттки при термоэмиссии электронов из твёрдых тел (см. [7-8] и обзоры [9-10]).


В более сложных случаях можно использовать последовательные «изображения» в качестве последовательных приближений к решению и искать его в виде ряда [5]. Именно так и рассчитывался «потенциал сил изображения» в трёхслойной среде (в плёнке) [11-13]; случай структуры металл-диэлектрик-металл (МДМ) изучался в [12], более общий случай – в [13]. Анализ в этих работах проводится в терминах потенциалов. Эта же задача рассматривается здесь в терминах полей; результаты для ПСИ отличаются на константу.
1. Поля ПСИ в плёнке.


Рассмотрим три среды, расположенные последовательно в областях x < 0 (среда (1) с относительной диэлектрической проницаемостью (1), 0 < x < d (среда (2) с (2) и d < x (среда (3) с (3). Пусть заряд Q расположен в точке x среды (2). Опишем сначала граничное условия на границе (1)/(2). Введём (как это делалось выше) поле, которое создавал бы в среде (2) заряд k12Q, расположенный в точке –x среды (1). Для выполнения граничного условия для поля и индукции этого заряда на границе (2)/(3) нужно рассмотреть поле, которое создавал бы в среде (2) заряд k12k32Q, помещённый в точку 2d + x среды (3), (здесь k32 = ((2 – (3)/((2 + (1)). Граничное условие на границе (1)/(2) для этого заряда можно удовлетворить с помощью заряда k12(k12 k32)Q, помещённого в точку –2d – x среды (1). Далее потребуется заряд (k12k32)2Q, помещённый в точку 4d + x среды (3). Потом – заряд k12(k12 k32)2Q в точке –4d – x среды (1). И т.д.

Итак, для выполнения граничного условия на границе (1)/(2) требуются две последовательности «изображений»: это «заряды» k12(k12k32)nQ в точках 
–2nd – x среды (1), удалённые на расстояния 2nd + 2x от исходного заряда (где n = 0,1,2,…), и «заряды» (k12k32)mQ в точках 2md + x среды (3), удалённые на расстояния 2md  от исходного заряда (где m = 1,2,…). Эти «заряды» описывают поле только в среде (2). Поля в точке x (компоненты полей по оси Ox) от первой и второй последовательностей равны:
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соответственно (ряды сходятся абсолютно, и слагаемые можно переставлять). Минус в (3б) связан с тем, что две последовательности изображений расположены по разные стороны от исходного заряда.

Аналогично, граничное условие на границе (2)/(3) приводит к «зарядам» k32(k32k12)rQ в точках 2rd + (2d – x) среды (3), удалённым на расстояния 2rd – 2(d – x) от исходного заряда (где r = 0,1,2,…), и «зарядам» (k32k12)sQ в точках –2sd + x среды (1), удалённым на расстояния 2sd от исходного заряда (где s = 1,2,…). Эти «заряды» также описывают поле только в среде (2). Поля от них в точке x равны:
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соответственно. Формулы (3а), (3б) переходят в формулы (3в), (3г) при перестановке индексов 1 и 3 и замене x на d – x.

Отметим, что отдельные слагаемые в суммах (3б) и (3г) и сами суммы равны по абсолютной величине и имеют противоположные знаки, т.е. их суммарный вклад в общее поле в точке x равен нулю. Тогда действующая на исходный заряд сила изображений равна 
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При |k12k32| < 1 ряды сходятся абсолютно, и ПСИ можно определить как
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где константу А можно выбрать, задавая точку отсчёта ПСИ. Заметим, что бесконечности (по x) недоступны, поэтому в качестве точек отсчёта можно выбрать, например, середину плёнки.

Аналогичный расчёт в терминах потенциала приводит к следующему выражению [13]:

[image: image16.wmf]2

20

0

321232

12

21232

2

()

16(1)

n

n

kkk

k

Q

Ukk

ndxnddxnd

¥

=

éù

êú

ëû

=++

¢

pee++-+

å

.                  (6)
Третьи слагаемые в (6) связаны с теми изображениями в точках –2md + x и в точках 2md + x (m = 1,2,…), которые дают противоположные поля в рассматриваемой точке x. В (6) они учтены как одинаковые (по величине и знаку) кулоновские потенциалы (отсчитанные от бесконечности). Заметим в этой связи, что соответствующие обсуждаемым изображениям слагаемые для сил в (3б), (3г) не зависят от координаты x. Поэтому при переходе от сил к потенциальной энергии (при интегрировании по координате) кулоновские потенциалы от них не могли бы возникнуть даже на промежуточном этапе. Более реальный интерес представляют, конечно, перепады потенциальной энергии между соседними средами. Однако для их определения необходимо учитывать размазку зависимости диэлектрической проницаемости от координат на границах раздела [14].

Рассмотрим далее случай |k12 k32| = 1, когда ряды в (5) не сходится абсолютно, а при k12 k32 = 1 расходятся. Последний случай соответствует МДМ-структуре, для которой k12 = k32 = –1. Если отсчёт ПСИ производить от середины плёнки (x = d/2), то последовательные приближения приводят к следующему выражению для ПСИ:
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Конечно, константы в скобках в (7) можно было, в принципе, выбрать и другими (например, –2/[(n+1)d], как в (6)), но при этом потерялась бы привязка к точке отсчёта. В случае МДМ-структуры (k12 = k32 = –1) формула (6) приобретает вид:
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Это выражение отличается от (7) на константу ( = U''2 – U3, равную
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Очевидно, что ( = U''2(x = d/2).


Заметим далее, что суммы в рассматриваемых формулах для ПСИ имеют характерный вид и могут быть выражены через пси-функцию ((z) = dlnГ(z)/dz, фигурирующую в теории гамма-функции Эйлера Г(z) (см., например, [15]), где
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В случае заряда в вакуумном зазоре между двумя полубесконечными металлами (в «плёнке вакуума») пси-функция использовалась для описания электростатического потенциала в [16] и для описания ПСИ в [11]. Приведём полезные формулы (см., например, [17]):
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где ( = 0,577… – постоянная Эйлера [15]. Из них вытекает:
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Тогда (ср. с [11])
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Приведём также формулы для случая, когда заряд расположен в среде (1) в точке x (x < 0)
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где k2=2(2/((2 + (1). При отсчёте ПСИ от x = –∞ постоянная В равна нулю, однако точка отсчёта должна быть одной и той же для всех трёх сред. В предельных случаях, когда (1 = (2 или (2 = (3 , формулы (13-14) сводятся к обычным выражениям для двух сред.
2. Энергия системы.


Опишем, в качестве поучительного примера, в явном виде связь между ПСИ и электростатической энергией зарядов для случая заряда Q, расположенного в вакууме в точке (x,0,0) вблизи металла. Поверхностная плотность заряда ((
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Поле, создаваемое поверхностными зарядами в точке (0, (0, 0), имеет, очевидно, только y-компоненту, которую можно описать (несобственным) интегралом:
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Это поле равно по величине и противоположно по знаку поверхностной компоненте поля от заряда Q в этой точке. Т.е общее поле в рассматриваемой плоскости равно нулю (как и следует быть).


Отметим, что поскольку электростатический потенциал на заряженных поверхностях испытывает излом, то граничное условие Максвелла для разрыва нормальных компонент электрической индукции описывается, как показывается в курсах уравнений математической физики (см., например, [18]), с помощью соответствующих пределов нормальных производных потенциала или, что эквивалентно, пределов полей. При этом поле на самой границе (на поверхности) в рамках такого подхода остаётся неопределённым. В данном случае это поле равно нормальной компоненте поля заряда Q (т.е. оно прижимает поверхностные заряды к поверхности металла).

Итак, если (мысленно) приложить к заряду Q силу противоположную силе ПСИ, то система зарядов окажется в равновесии (чисто электростатическое равновесие было бы, конечно, невозможно в силу теоремы Ирншоу [19]). При квазиравновесном перемещении заряда Q и поверхностных зарядов можно, пользуясь условием равенства сил при равновесии, показать, что ПСИ (U0) совпадает с электростатической (кулоновской) потенциальной энергией Е системы, а именно: E = E1+E2, где E1 энергия взаимодействия заряда Q с поверхностными зарядами, равная
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а E2 энергия взаимодействия поверхностных зарядов друг с другом:
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где 
[image: image34.wmf]i
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=(0, yi, zi) (i = 1, 2). Таким образом общая электростатическая энергия Е в два раза меньше, чем E1, (E = E1/2), т.е. равна
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и совпадает, конечно, с ПСИ.


Заметим, что E1 равна энергии взаимодействия двух зарядов Q и –Q (расположенных на расстоянии 2x друг от друга). Появление же в формуле для ПСИ «лишней» двойки в знаменателе связано с взаимодействием между собой поверхностных зарядов.
4. Заключение.


Потенциал сил изображения в трёхслойной системе рассмотрен в терминах поля (по определению), а не потенциала. Результат (см. формулы (4-5) и (13-14)) отличается от обычного на константу (см. формулу (12) для случая вакуумной «плёнки»). Обсуждены сопутствующие вопросы.

ПСИ влияет на электронные и ионные процессы вблизи границ раздела твердых тел, в частности, в наноразмерных плёнках. Это процессы сегрегации, термоэмиссии, туннелирования и т.п. При этом, речь обычно идёт о снижении барьеров под действием ПСИ. Однако в среде с большей диэлектрической проницаемостью ПСИ повышает барьер вблизи границы. Это может оказать влияние, например, на эмиссию электронов из систем с отрицательным электронным сродством.
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