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ВВЕДЕНИЕ

Двумерные двухзеркальные системы (ДДЗС)
являются моделью планарных двухзеркальных
антенн (ПДЗА), которые применяются в качестве
многолучевых антенн с веерной диаграммой на$
правленности, облучающих систем многозеркаль$
ных антенн, а также диаграммообразующих систем
антенных решеток. Для построения таких систем
могут использоваться различные конструкции:
симметричная двухэтажная с двумя 90$градусными
изломами [1], одноэтажная офсетная [2], симмет$
ричная трехэтажная с двумя 180$градусным раз$
воротами [3]. Отметим, что только две последние
конструкции являются, по существу, планарными
и могут быть выполнены с использованием соот$
ветствующих технологий. 

Симметричные двухзеркальные системы обес$
печивают, как известно, больший угол обзора по
сравнению с офсетными [4]. Формирование мно$
голучевой диаграммы в ПДЗА реализуется с ис$
пользованием решетки облучателей. Использова$
ние многоэтажной конструкции в симметричных
ПДЗА позволяет избежать взаимного затенения
зеркал, а также их затенения решеткой облучате$
лей. Отклонение лучей от оси в ПДЗА обеспечи$
вается за счет выноса облучателей из фокуса си$
стемы, что приводит к возникновению аберраций
эйконала в апертуре главного зеркала, фазовым
искажениям и падению коэффициента использо$
вания поверхности (КИП) апертуры.

В случае небольших смещений источника из
фокуса системы для вычисления распределения
эйконала в апертуре главного зеркала можно вос$
пользоваться известной формулой для трех пер$
вых членов разложения эйконала в апертуре осе$
симметричной двухзеркальной системы по степе$
ням величины этого смещения [5]. Однако при
увеличении величины смещения и, соответствен$
но, угла зрения системы, точность этой формулы
падает и оказывается недостаточной для анализа
и минимизации аберраций в широкоугольных си$
стемах. В работе [3] для этих целей была исполь$
зована численная методика трассировки лучей. 

В данной работе приведен вывод формулы для
четырех членов разложения эйконала на поверх$
ности главного зеркала ДДЗС с произвольными
образующими по степеням величин поперечного
и продольного смещения источника из фокуса
системы. Показано, что формула позволяет вы$
числять и минимизировать аберрации эйконала
при достаточно больших (до 100 град) углах зре$
ния системы. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим ДДЗС с вынесенным из фокуса
источником, вид которой в плоскости (XZ) пока$
зан на рис. 1а, 1б. 

При расположении источника в фокусе О си$
стемы в апертуре главного зеркала формируется
синфазный фронт. Предположим, что только
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один луч, выходящий из источника под углом α
попадает в заданную точку В апертуры, т.е. обес$
печивается взаимно$однозначное соответствие
между каждой точкой апертуры В и углом α выхо$
да луча из источника О, которое описывается
функциями отображения

(1)

Пусть точка О1 с координатами (–δХ, –δZ) – поло$
жение смещенного источника. Предположим,
что при смещении источника в точку О1 взаимно$
однозначное соответствие точек апертуры и мно$
жества выходящих из О1 лучей сохраняется. При
этом всегда существует луч, соединяющий точку
О1 и точку В. Оптический путь (эйконал) вдоль
этого луча равен сумме длин двух отрезков 

(2)

Будем искать разложение функции Ф в ряд по
степеням δХ и δZ.

2. РАЗЛОЖЕНИЕ ЭЙКОНАЛА 
ПО СТЕПЕНЯМ ВЕЛИЧИНЫ 
СМЕЩЕНИЯ ИСТОЧНИКА

Пусть в системе координат XZ с центром в фо$
кусе О точка В имеет координаты (ХВ, ZВ). Тогда
другие точки будут иметь координаты: В(ХВ, ZB),

( ) ( ).BR X R R= = α α = α,

1 1 1 1( ) .BO BP P OΦ = +

P(xP, zP), P1(xP + Δx, zP + Δz), O1(–δХ, –δZ), O(0, 0).
При этом ZB = F(XB), zP = f(хP), где Z = F(X) и z =
= f(x) – уравнения образующих большого и мало$
го зеркал соответственно.

Выражение для эйконала (2) представим в виде

(3)

С точностью до членов четвертого порядка ма$
лости по Δx, можно записать

(4)

Здесь и далее   
(дифференцирование по х). 

Величины Δx, Δz, входящие в (3), являются не$
известными. Заменяя в выражении (3) Δz отрезком
ряда (4), разложим выражение для эйконала (3) в
ряд по Δx, ограничиваясь членами третьего по$
рядка малости. Каждое из двух слагаемых в фор$
муле (2) можно представить в виде

2 2
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Рис. 1. Двухзеркальная система двух типов: 1$го, зафокальная (а) и 2$го, предфокальная (б).
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Здесь

где 

ρ =⎟OP⎢, d = ⎟BP⎢, ω – угол между лучом, падаю$
щим на субрефлектор в точке Р, и нормалью в
этой точке, β – угол между лучом, падающим на
главное зеркало в точке В, и нормалью в этой точ$
ке. Для углов ω и β справедливы соотношения

1 ',X x z PS u u f= +

2
2

1 1 ' ''( ) ,
2

X z x P z PS u u f u f
d
⎡ ⎤= − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( )

( )

1 2

2

2 2
12 12

1 1 sin' '

' cos'

,

X P P P X P P P

P
Z P P P

X Z X Z

Q x f f x f f

f
x f f

C D E

⎡ ⎤α= + + δ − + +⎢ ⎥ρ ρ ρ⎣ ⎦
⎡ ⎤α+ δ + + +⎢ ⎥
ρ ρ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ δ + δ + δ δ

2 2
2 2

21 21

1 1' '' ''1 ( )
2

,

X P P P P P P

X Z

Q f f f x f f

C D

⎡ ⎤
= + + − + +⎢ ⎥ρ ρ⎣ ⎦

+ δ + δ
2 2 22 2 ,P X P Z X ZA x f= ρ + δ + δ + δ + δ

(

)

= ρ + αδ − αδ +

+ δ α + δ α + δ δ α +

ρ

+ −δ α α + δ δ α − α −

ρ

− δ δ α − α + δ α α

2 2 2 2

3 2 2 2

2

2 2 3 2

sin cos

1 ( cos sin sin 2 )
2

1 cos sin cos (1 3sin )
2

sin (1 3cos ) sin cos ,

X Z

X Z X Z

X X Z

X Z Z

A

12 2
cos (sin cos 2 sin cos )

2 cos( )
C α

= − ω α + α ω
ρ ω − α

,

( )

12 2

2

1
2 cos( )

2cos sin( ) (1 3cos )sin ,

D = − ×
ρ ω− α

× α ω− α + − α ω

21 2 2

'' cossin cos
2 2 cos ( )

(sin cos 2 cos sin ),

Pf
C ω

= α α − ×
ρ ρ ω − α

× α ω + α ω

2
21

2 2

''
sin

2

cos (cos cos 2 sin sin ),
2 cos ( )

Pf
D = α +

ρ

ω
+ α ω − α ω

ρ ω − α

( )
2

1
cos( )

3cos cos( ) sin sin( ) sin sin 2 ,
2

E = ×
ρ ω − α

× α ω − α + α ω − α − ω α

1tg ,
d

d

ρ
ω = ±

ρ α

( ) sin1 arcsin ,
2 2

R

d

α ρ α⎛ ⎞ αω = ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓

2 2 ,β = ω α∓

где верхний знак соответствует системе 1$го типа,
нижний – системе 2$го типа.

Суммируя полученные для слагаемых эйкона$
ла в (2) выражения и приводя подобные члены,
можно записать

(5)

где 

Используя принцип Ферма, неизвестную ве$
личину Δx можно найти из уравнения, выражаю$
щего условие экстремума эйконала на истинной
траектории

(6)

которое будет иметь вид

(7)

Следуя методике, изложенной в [5], представим
Δх в следующем виде:

(8)

подставим его в (5), приведем подобные члены и
приравняем нулю члены первого и второго по$
рядка малости по δX, δZ. В результате получаем си$
стему уравнений для определения коэффициен$
тов a1, b1, a2, b2, e:

2 3
1 1 2 3( ) ,BO A d C x C x C xΦ = + + Δ + Δ + Δ
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2 2
11 11 12 12 ,

X X
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2
12 20 2 21 1 3 12 2 3 0,C C a C b C a+ + + =
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20 21 1 21 1 3 1 12 2 2 6 0.E C e C b D a C a b+ + + + =
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Решая систему относительно a1, b1, a2, b2, e, по$
лучаем

Подставляя выражение для Δх с найденными
коэффициентами в выражение для эйконала (5) и
используя формулу для эйконала из работы [5],
учитывающую члены второй степени малости по
δX, δZ, можно получить следующее выражение для
эйконала с точностью до третьей степени малости
по δX, δZ включительно:

(9)

где  ϕ = 0 при ХB ≥ 0, ϕ = π при

ХB< 0,

 

 

Приведенные для W1–4 выражения не содержат
коэффициенты a2, b2, e, т.е. члены разложения эйко$
нала третьей степени малости по δX, δZ зависят толь$
ко от a1, b1 в разложении величины смещения Δх.

В выражения W1–4 входят производные

  Как показано в работе
[5], кривизна поверхности зеркал в точках Р и В
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выражается через производную функции отобра$
жения:

 

откуда с учетом формулы для кривизны

можно получить

(10)

Продифференцируем обе части соотношения (10)
по параметру α. Для левой части, используя соот$
ношение  можно записать

 

При дифференцировании правой части (10) ис$
пользуем соотношения

откуда 

 

Окончательно получаем

где 

Используя полученные выражения для произ$
водных, преобразуем выражение С3, входящее в
выражения W1–4:
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После приведения подобных членов и тригоно$
метрических преобразований, получаем
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3. АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ 
ПОЛУЧЕННОЙ ФОРМУЛЫ

Для анализа точности формулы (9) были прове$
дены расчеты распределения эйконала в двухзер$
кальной апланатической системе 1$го типа (систе$
мы Шварцшильда [6]) для трех различных соотно$
шений δX и δZ с двумя наборами параметров – 

вариант а: αмакс = 30°, ρ0 = 0.4, d0 = 0.4, Ds = 0.48,
D = 1; 

вариант б: αмакс = 30°, ρ0 = 0.7, d0 = 0.4, Ds = 0.78,
D = 1. 

Здесь D – диаметр апертуры главного зеркала,
αмакс – половина угла раскрыва источника, Ds –
диаметр вспомогательного зеркала, ρ0 – расстоя$
ние от источника до вспомогательного зеркала
вдоль оси, d0 – расстояние между зеркалами на
оси. 

Разность между результатами расчетов эйко$
нала на главном зеркале, вычисленными по при$
ближенной формуле (9), и результатами, полу$
ченными строгим геометрооптическим расчетом,
представлена для поперечного δX = 0.1, δZ = 0
(рис. 2); продольного δX = 0, δZ = 0.1 (рис. 3) и
продольно$поперечного δX = δZ = 0.07 (рис. 4) сме$
щения источника для трех членов разложения эй$
конала по степеням δ [5] для варианта а (кривая 1)
и варианта б (кривая 3) и для четырех членов
(формула (9)) для варианта а (кривая 2) и вариан$
та б (кривая 4). 

Как видно из данных рис. 2–4, погрешность
формулы (9) существенно меньше, чем соответ$
ствующей формулы в [5], и для данных наборов
параметров составляет величину порядка 10–4,
что соответствует порядку δ4. При этом точность
формулы (9), как и точность соответствующей
формулы в [5], повышается при увеличении вели$
чины ρ0. 

4. АНАЛИЗ И МИНИМИЗАЦИЯ 
АБЕРРАЦИЙ ЭЙКОНАЛА 

Для анализа и минимизации аберраций эйко$
нала прежде всего в формуле (9) надо выделить
члены, описывающие линейный фазовый фронт.
Для этого разобьем функцию, описывающую за$
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висимость эйконала от координаты X на главном
зеркале, на две составляющие: нечетную

(11)

и четную 

(12)

Угол наклона фронта θ и угол зрения 2θ могут
быть определены путем дифференцирования Ф1

по Х при Х = 0. В результате получаем

 (13)
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(15)

где  – эквивалентный фокус системы.

Суммируя производные, получаем

 (16)

Для любого угла наклона фронта существует
оптимальная точка положения облучателя, обес$
печивающая минимальные аберрации. Эту точку
можно характеризовать определенным соотно$
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Рис. 2. Разность точного и приближенного значения эй$
конала при поперечном смещении источника δХ = 0.1. 
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конала при продольном смещении источника δZ = 0.1. 
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шением между δХ и δZ. Геометрическое место этих
точек называется фокальной кривой. Для нахож$
дения фокальной кривой минимизируем прежде
всего четные аберрации, требуя, чтобы величина
Ф2 (12) имела одинаковые значения в центре
апертуры и на ее краях (краях главного зеркала) 

(17)

Несложно показать, что значение эйконала в
центре апертуры с точностью до третьей степени
смещения выражается через значение эйконала в
центре главного зеркала:

где  – глубина зеркала (расстоя$
ние от апертуры зеркала до его центра).

С учетом (12), (16) и (17) последнее выражение
можно привести к виду

(18)

где  = – кривизна в

центре главного зеркала.
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ρ

В результате с учетом (18) уравнение (17) пере$
ходит в уравнение

Разрешая полученное уравнение относительно
δХ, получаем уравнение фокальной кривой:

(19)

где   

– кривизна главного зеркала в центре.

 Вычитая из значения эйконала Ф константу и
линейную составляющую, находим величину
аберрации в данной точке зеркала. В результате
для среднеквадратичной (усредненной по по$
верхности главного зеркала) аберрации получаем

(20)

где X, Z – координаты точки на главном зеркале,
Ф – эйконал, определенный формулой (9). Отме$
тим, что величина (20) отличается от среднеквад$
ратичной аберрации, введенной в работе [3], ко$
торая определяется на основе лучевой картины.
При умножении эйконала на волновое число
формула (20) переходит в формулу для средне$
квадратичной фазовой ошибки.

С помощью формулы (20) была проведена ми$
нимизация аберраций эйконала в апланатической
системе, ограниченной квадратом единичной дли$
ны для угла зрения 80° и d0 = 0.09. При отклонении
на 40° (δХ = 0.45, δZ = 0.3) оптимальными оказались
значения параметров: ρ0 = 0.85, fe = 0.98, которые
очень близки к результатам численной оптимиза$
ции для системы Шварцшильда с углом зрения
80° (ρ0 = 0.87, fe = 0.96), полученными в работе [3]
для d0 = 0.09. Фокальные кривые, рассчитанные
тремя путями: по формуле (19), в результате ми$
нимизации среднеквадратичной аберрации (20)
по формуле (9) и минимизации с использованием
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Рис. 4. Разность точного и приближенного значения
эйконала при продольно$ поперечном смещении ис$
точника δХ = δZ = 0.07.
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метода трассировки лучей, показаны на рис. 5
кривыми 1, 2 и 3 соответственно.

На рис. 6 представлена зависимость средне$
квадратичной аберрации от угла отклонения вол$
нового фронта в оптимизированной системе
Шварцшильда, рассчитанная для фокальных кри$
вых 2 и 3 на рис. 5: для кривой 2 по формулам (9) и
(20) (рис. 6 кривая 1) и с использованием метода
трассировки лучей (кривая 2), для кривой 3 с ис$
пользованием метода трассировки лучей (кривая 3).

Как следует из рисунка, с увеличением угла
зрения точность формулы (9) для вычисления
среднеквадратичной аберрации (20) падает и при
угле зрения более 40° ошибка для оптимизиро$
ванной системы становится соизмеримой с абсо$
лютной величиной аберрации. Однако миними$
зация величины среднеквадратичной аберрации с
использованием формулы (9) позволяет находить
оптимальные значения параметров системы и,
частности, форму фокальной кривой (различие
кривых 2 и 3 на рис. 5 – невелико). Разницу точ$
ной и приближенной величин аберраций следует
учитывать при анализе оптимизированной систе$
мы или дополнительной оптимизации с исполь$
зованием более точных методов, например мето$
да Кирхгофа.

Умножая величину среднеквадратичной абер$
рации S на волновое число и ограничивая полу$
ченную среднеквадратичную фазовую ошибку ве$
личиной π/10, получаем ограничение величины
размера апертуры D = λ/20S, где λ – длина волны.

Подставляя в полученную формулу величину
среднеквадратичной аберрации S из графика 3
(см. рис. 6) для угла θ = 15° (S = 5 × 10–4) и угла θ=
= 45° (S = 2 × 10–3), получаем соответственно D =
= 100λ и 25λ. При таких электрических размерах
апертуры многолучевой планарной антенны ос$
новным фактором, влияющим на уменьшение
коэффициента усиления, будет уменьшение экви$
валентной апертуры, пропорциональной cosθ.
Иными словами, влиянием аберрации на усиление
антенны и ширину луча при этом можно прене$
бречь. Эти результаты хорошо согласуются с чис$
ленными результатами, полученными в работе [3]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе получена формула,
описывающая величину эйконала на поверхно$
сти главного зеркала двумерной двухзеркальной
телескопической системы с произвольной фор$
мой зеркал. Анализ точности полученной форму$
лы для распределения эйконала в двухзеркальной
системе Шварцшильда показал, что ее погреш$
ность для исследованных наборов параметров со$
ставляет величину порядка величины смещения
источника из фокуса в четвертой степени.

В работе также получены формулы для фо$
кальной кривой, угла наклона волнового фронта
и величины аберраций эйконала в двумерной
двухзеркальной телескопической системе. Для
относительно небольших углов зрения (2θ < 30°)
эти формулы позволяют анализировать и опти$
мизировать многолучевые планарные двухзер$
кальные антенны. При больших углах зрения эти
формулы имеют большую погрешность, в частно$
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Рис. 5. Фокальные кривые для системы Шварцшильда.
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Рис. 6. Зависимости среднеквадратичной аберрации в
системе Шварцшильда от угла отклонения.
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сти, для среднеквадратичной аберрации в опти$
мизированных системах формулы дают погреш$
ность сравнимую с этой величиной. Тем не менее
процесс минимизации с использованием форму$
лы для среднеквадратичной аберрации позволяет
находить оптимальные параметры систем даже
при очень больших углах зрения (до 100°). При
этом формулу для фокальной кривой можно ис$
пользовать для получения начального приближе$
ния при оптимизации с использование формулы
для среднеквадратичной аберрации, а получен$
ный результат – в качестве начального приближе$
ния для оптимизации с использованием метода
трассировки лучей.
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