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Для анализа и оптимизации оптических си�
стем широко используется классическая теория
аберраций, основанная на разложении пятна рас�
сеяния по степеням углов зрения и апертуры [1].
Соответствующий двумерный ряд можно эффек�
тивно использовать при анализе параксиальных
лучей. Однако для широкоугольных систем воз�
никает необходимость учета аберраций высоких
порядков, что приводит к сложности соответству�
ющих формул и, как следствие, необходимости
использования численных методов в задачах оп�
тимизации.

В случае небольших смещений источника из
фокуса системы для вычисления распределения
эйконала на поверхности линзы можно воспользо�
ваться хорошо известной формулой для двух пер�
вых членов разложения эйконала по степеням ве�
личины этого смещения [2]. Однако при увеличе�
нии величины смещения точность формулы резко
падает. Кроме того, эта формула не позволяет вы�
числять аберрации в апланатических линзах.

В работах [3–6] развита теория аберраций эй�
конала в двухзеркальных системах, в которой ис�
пользуется разложение эйконала по одному пара�
метру – величине смещения источника. В данной
работе аналогичный подход развивается для опи�
сания эйконала на поверхности диэлектрической
линзы.

Рассмотрим осесимметричную диэлектриче�
скую линзу с коэффициентом преломления n и

вынесенным из фокуса источником сферической
волны, вид которой в плоскости продольного се�
чения (XZ) показан на рис. 1а.

При расположении источника в фокусе O си�
стемы на выходной поверхности линзы формиру�
ется плоский фронт. Предположим, что только
один луч, выходящий из источника под углом α,
проходит через заданную точку B, т.е. обеспечива�
ется взаимно однозначное соответствие между
каждой точкой апертуры B и углом α, которое
описывается функциями отображения:

(1)

Пусть точка O1 с координатами (–δR, 0, –δZ) – по�
ложение смещенного источника. Предположим,
что при смещении источника в точку O1 взаимно
однозначное соответствие точек выходной апер�
туры и множества выходящих из O1 лучей сохра�
няется. При этом всегда существует луч, соединя�
ющий точку O1 и точку B (рис. 1б). Оптический
путь (эйконал) вдоль этого луча равен сумме длин
двух отрезков

(2)

где n – коэффициент преломления линзы. Будем
искать разложение выражения (2) по степеням δR

и δZ.

Выберем систему координат XYZ с центром в
фокусе O так, чтобы точка B имела координаты
(XB, 0, ZB). Тогда другие точки будут иметь коор�
динаты: P(xP, 0, zP), P1(xP + Δx, Δy, zP + Δz), O1(–δX,
–δY, –δZ), O(0, 0, 0). При этом ZB = F(XB), zP = f(xP),
где Z = F(X) и z = f(x) – уравнения образующих

R XB
2 YB

2+ R α( ), α α R( ).= = =

Φ BO1( ) n BP1 P1O1 ,+=
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большого и малого зеркал соответственно, δX =
= δRcosϕ, δY = –δRsinϕ.

Выражение для эйконала (2) представим в виде

(3)

С точностью до членов 3�го порядка малости
по Δx, Δy можно записать

(4)

(здесь и далее  = f '(xP),  = f ''(xP).

Величины x, y, входящие в (3), являются неиз�
вестными. Заменяя в выражении (3) Δz разложе�
нием (4), разложим выражение для эйконала (3) в
ряд по степеням x, y, ограничиваясь членами вто�
рого порядка малости. Каждое из трех слагаемых
в формуле (2) можно представить в виде

где

Φ BO1( )  =

=  n XB xP– Δx–( )2 Δy( )2 ZB zP– Δz–( )2+ + +
  

+ xP Δx δX+ +( )2 Δy δY+( )2 zP Δz δZ+ +( )2+ + .

Δz fP'Δx
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2xP
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2
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2
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A ρ αδX αδZcos+sin+= +

+ 1
2ρ
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2 αcos
2 δY

2 δZ
2 αsin

2 δXδZ 2αsin–+ +( ),

ρ = |OP|, d = |BP|, uX = –sinξ, uZ = –cosξ – компо�

ненты единичного вектора u = .

Суммируя полученные для слагаемых эйкона�
ла выражения и приводя подобные члены, можно
записать

(5)

где

Учитывая закон преломления sinω = nsin(ξ + ω –
– α), а также равенства

выражения, входящие в Φ1, можно привести к виду
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Рис. 1. Вид линзы: а – в продольном сечении, б – со смещенным источником.
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Используя принцип Ферма, неизвестные ве�
личины Δx, Δy можно найти из системы линей�
ных уравнений, выражающих условие экстрему�
ма эйконала на истинной траектории

(6)

решения которой имеют вид

(7)

Подставляя найденные Δx, Δy в выражение (5)
и ограничиваясь членами второго порядка мало�
сти по δX и δZ, можно получить

(8)

Правая часть (8) содержит производную ,
которую можно выразить через Кривизну поверх�
ности линзы KP

где ω – угол между падающим и отраженным лу�
чом в точке P.

Выведем соотношения между функцией отоб�
ражения и кривизной поверхности линзы в точке
пересечения с лучом.

Рассмотрим два луча, падающие из точки A под
малым углом γ на выпуклую поверхность в плос�
кости XY. Предположим, что в системе координат
с центром в точке P и осью Y, совпадающей с нор�
малью к поверхности в точке P, сечение поверх�
ности плоскостью XY вблизи этой точки описыва�

ется кривой 2�го порядка y = x2. Пусть прямая

QN – нормаль к кривой в точке Q, а прямая QM
параллельна оси Y (рис. 2). Тогда имеют место
следующее соотношения:
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Учитывая, что

находим μ = . Учитывая, что  = KP, где

KP – кривизна кривой в точке P, последнее равен�
ство можно записать в виде

(9)

Используя законы преломления в точках P и P1

и раскладывая обе части последнего равенства в ря�
ды по малым величинам γ, , μ, можно получить

.
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Рис. 2. Геометрия преломления пучка.
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Учитывая, что ncos  =  , из последне�
го уравнения находим

(10)

где B = , G = .

Из теоремы синусов для треугольников APQ и

PQ следует:

Переходя к пределу при γ → 0 в последнем равен�
стве и учитывая (10), можно получить

(11)

где Q = 1 + B(1 – G), а B и G приведены после ра�
венства (10).

Применяя полученные результаты для лучей в
линзе (рис. 3), можно получить

(12)

Сечения лучевых трубок (рис. 3) и углы удовле�
творяют уравнениям

(13)

(14)

Используя (14), соотношение (13) можно приве�
сти к виду
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С учетом (15) из (12) следует уравнение:

Из последнего уравнения можно выразить кри�
визну в точке P :

(16)

Подставляя выражение (14) в выражение (8) и
учитывая соотношение

(которое выводится из закона преломления), а
также соотношение

выражение для эйконала (8) можно представить в
виде

где

Возвращаясь в исходную систему координат XYZ,
в которой точки B и O1 имеют декартовы коорди�
наты (Rcosϕ, Rsinϕ, ZB) и (–δR, 0, –δZ) соответ�
ственно, последнюю формулу преобразуем к виду

(17)

где L0 = ρ + nd – значение эйконала на апертуре
при несмещенном источнике, (R, ϕ) – полярные
координаты точки B, (–δR, 0, –δZ) – координаты
точки O1 в исходной системе координат, угол α
выражается через R из закона отображения (1),
угол ω может быть найден либо из уравнения по�
верхности линзы ρ = ρ(α):
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Рис. 3. К выражению кривизны (16) через закон отоб�
ражения.
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либо с использованием законов отображения (1)
и закона преломления sinω = nsin(ξ + ω – α) (это
позволяет избежать дифференцирования ρ):

(18)

где

а угол ξ выражается из закона преломления

Из выражения (18) легко получить

Для анализа точности формулы (17) были прове�
дены расчеты распределения эйконала на выходной
поверхности апланатической линзы с параметрами:
αmax = 30°, ρ0 = 1, d0 = 1, D = 1.5, n = 1.6 для двух раз�
личных соотношений между δX и δZ. Здесь D –
диаметр апертуры главного зеркала, αmax – поло�
вина угла раскрыва источника, n – коэффициент
преломления линзы.

На рис. 4а показана разность между результа�
тами расчетов эйконала по формуле (17) и соот�
ветствующими результатами, полученными стро�

гим геометрооптическим расчетом и нормиро�
ванная на D для δX = 0.15, δZ = 0. Кривой 1
показана эта разность (погрешность формулы
(17)) в плоскости сканирования (вдоль оси X),
кривой 2 – аналогичная разность в ортогональ�
ной плоскости (вдоль оси Y). Аналогичные ре�
зультаты для случая δX = δZ = 0.1 приведены на
рис. 4б кривыми 1, 2 соответственно.

Из рис. 4 видно, что погрешность формулы для
данного набора параметров порядка 10–4, что

меньше  ≤ 10–3, где δ = .

Следует отметить, что погрешность формулы
существенно больше в плоскости сканирования,
чем в ортогональной плоскости. При этом зави�
симость погрешности в плоскости сканирования
от расстояния до оси системы имеет существен�
ную линейную составляющую, которая не влияет
на величину аберраций.
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Рис. 4. Зависимость ошибки вычисления эйконала: а – при δR = 0.15, δZ = 0, б – при δR = δZ = 0.1.
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