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ВВЕДЕНИЕ

Задача возбуждения ультразвуковых колеба�
ний с помощью магнитострикционных преобра�
зователей издавна привлекает внимание исследо�
вателей [1–8]. Наряду с традиционными областя�
ми применения (гидроакустикой, дефектоскопией,
ультразвуковой техникой), особый интерес пред�
ставляет использование таких преобразователей
для целей акустоэлектроники в диапазоне СВЧ

(  Гц), где высокая механическая доб�
ротность ферритовых резонаторов (до 107 при ис�
пользовании железоиттриевого граната (ЖИГ)
позволяет создать высокоэффективные устрой�
ства обработки информации [9, 10]. Важнейшей за�
дачей здесь является создание достаточно эффек�
тивного излучателя гиперзвука, определенным пре�
пятствием к чему может явиться нелинейное
параметрическое возбуждение обменных спиновых
волн, создающее значительные потери уже при
уровне возбуждения порядка 1 мВт [11–13]. 

Однако в работах [14–18] было показано, что
параметрический распад можно предотвратить
путем выбора надлежащей геометрии преобразо�
вателя. Оптимальной геометрией является нор�
мально намагниченная тонкая пластина, низшая
частота ферромагнитного резонанса (ФМР) кото�
рой совпадает с “дном” спектра обменных спино�

9 11~ 10 ...10f

вых волн. Отсутствие параметрического распада в
такой геометрии позволило в экспериментах до�
стичь углов прецессии вектора намагниченности
до 10…20 град и более [16–18], что открывает в за�
даче возбуждения мощного гиперзвука немалые
перспективы. 

Теоретически задача возбуждения гиперзвука с
помощью магнитоакустического преобразовате�
ля на нормально намагниченном ферритовом
диске в линейном режиме была рассмотрена в ра�
ботах [9, 10, 19]. В работе [20] было показано, что
нелинейный режим позволяет повысить уровень
возбуждения гиперзвука почти на два порядка.
Однако использованный там математический ап�
парат отличается громоздкостью и при числен�
ной реализации сопряжен с большими затратами
машинного времени. 

Такое положение в сочетании с потребностями
практики ставит вопрос о создании более простого
математического аппарата, позволяющего в адек�
ватной степени решать те же задачи с точностью,
достаточной для практического применения. 

В работах [21, 22] такой аппарат для расчета
возбуждения гиперзвука с помощью магнито�
стрикционного преобразователя был создан на
основе модели связанных осцилляторов в линей�
ном [21] и квадратичном [22] приближении. Од�
нако рассмотренные там примеры ограничены
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довольно жесткими резонансными условиями и
не отражают сильно нелинейный режим возбуж�
дения, сопровождающийся явлениями автомоду�
ляционного характера. 

Данная работа посвящена дальнейшему разви�
тию модели связанных осцилляторов на основе
квадратичного приближения с целью расшире�
ния возможностей его использования в более ши�
роком частотном диапазоне при более высоком
уровне нелинейности. 

Работа состоит из двух частей. В представлен�
ной первой части приводится вывод и краткий
анализ системы связанных уравнений в квадра�
тичном приближении, включающей как частный
случай линейное приближение. Во второй части
развитый аппарат применяется к исследованию
ряда нелинейных задач, касающихся возбужде�
ния гиперзвука с помощью магнитострикцион�
ного преобразователя. 

1. ГЕОМЕТРИЯ ЗАДАЧИ 
И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Геометрия задачи, совпадающая с принятой в
[20–22], показана на рис. 1. В ее основе лежит
плоскопараллельная пластина толщиной d, обла�
дающая магнитными, упругими и магнитоупру�
гими свойствами. Материал пластины имеет ку�
бическую кристаллографическую симметрию,
плоскость (100) которой совпадает с плоскостью
пластины. 

Внешнее постоянное магнитное поле  при�
ложено перпендикулярно плоскости пластины,

переменное магнитное поле  действует в плос�
кости пластины. Задача решается в декартовой
системе координат Oxyz, плоскость Oxy которой
совпадает с плоскостью пластины, а оси Ox , Oy и
Oz параллельны ребрам куба кристаллографиче�
ской ячейки. Центр системы координат O нахо�
дится в центре пластины, так что ее плоскости со�
ответствуют координатам 

0H
�

h
�

2.z d= ±

Основная система уравнений движения для
нормированных компонент намагниченности
mx,y,z имеет вид [20]

(1)

где γ – гиромагнитная постоянная, α – параметр
затухания Гильберта, уравнения для my, z получа�
ются циклической перестановкой x, y, z.
Входящие в эти уравнения эффективные поля
Hx, y, z имеют вид: 

(2)

(3)

(4)
где H0 – внешнее постоянное поле, hx,y – компо�
ненты внешнего переменного поля, M0 – намаг�
ниченность насыщения материала пластины, а
выражения для компонент полей Hax,ay,az анало�
гичны приведенным в работе [20]: 

(5)

причем Hay и Haz получаются из (5) циклической
перестановкой x, y, z. Здесь  – константы од�
ноосной и кубической анизотропии,  – кон�
станты магнитоупругого взаимодействия, ux,y,z –
компоненты упругого смещения. 

Уравнения для компонент упругого смещения
ux, y имеют вид [20] 

(6)

граничные условия: 

(7)

где β – параметр затухания, с44 – константа упру�
гости, ρ – плотность материала пластины. 

Таким образом, здесь имеются три уравнения
первого порядка для компонент намагниченно�
сти и два уравнения второго порядка для компо�
нент упругого смещения, что эквивалентно си�
стеме из семи уравнений первого порядка. Ана�
лиз развития колебаний в такой системе методом
фазового пространства [23–25] требует нахожде�
ния координат особых точек, что сводится к ре�
шению линейного алгебраического уравнения
седьмой степени. Сложность решения такой за�
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Рис. 1. Геометрия задачи. На вставке – схема кристал�
лографической ячейки.
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дачи стимулирует поиск возможностей ее упро�
щения, некоторые из которых рассматриваются
далее. 

2. ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ 
И УКОРОЧЕННЫЕ ЭФФЕКТИВНЫЕ ПОЛЯ

Аналогично [21, 22], примем следующие упро�
щающие предположения – анизотропия отсут�
ствует:  продольные

упругие волны отсутствуют:  упругие

смещения вдоль оси Oy отсутствуют:  упру�
гие волны распространяются только вдоль оси Oz:

 

Для упрощения записи введем обозначение 

(8)

При этом эффективные поля (2)–(4) принима�
ют вид

(9)

(10)

(11)

3. КВАДРАТИЧНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Условие сохранения длины вектора намагничен�
ности требует выполнения соотношения [26, 27]: 

(12)

откуда, полагая  и разлагая mz в ряд Тей�
лора в окрестности единицы с точностью до вто�
рой степени по mx и my, получаем 

(13)

4. ЭФФЕКТИВНЫЕ ПОЛЯ
В КВАДРАТИЧНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Подставляя (13) в (9)–(11) и оставляя члены не
выше второй степени по намагниченности, полу�
чаем эффективные поля в виде 
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В эти выражения входит производная от упру�
гого смещения по координате  Согласно
работе [20] (формула (62)), эта производная имеет
вид 

(17)

где vx – функция, удовлетворяющая уравнению
(формула (53) из [20]): 

(18)

Поскольку функция vx представляет собой ре�
шение краевой задачи, редуцированное к случаю
первой упругой моды [20], далее будем называть
ее “редуцированной функцией упругого смеще�
ния” или просто “редуцированным упругим сме�
щением”. При этом полная x�компонента упру�
гого смещения имеет вид (формула (51) в [19]) 

(19)

на поверхностях пластины при z = ±d/2 равна

(20)

С учетом квадратичного приближения (13) про�
изводная (17) принимает вид 

(21)

Вводя вспомогательные обозначения: 

(22)

(23)

(24)

и подставляя (21) в (14)–(16), получаем эффек�
тивные поля в виде: 
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5. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ НАМАГНИЧЕННОСТИ 
В КВАДРАТИЧНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Подставим (25)–(27) в (1), а также учтем, что
при реальных параметрах материала (например
ЖИГ): b1 � Hp, b1 � b2, причем b2 ~ Hp. То есть вез�

де при умножении b1 на  получаются величи�
ны четвертого порядка малости, которые отбра�
сываем. При этом, полагая затухание достаточно
малым, т.е. , получаем: 

(28)

(29)

Дифференцируя (28) по времени и подставляя
 в соответствии с (29), получаем 

(30)

Это уравнение получено для компоненты на�
магниченности mx, однако в некоторых слагае�
мых оно содержит компоненту my, которая не
позволяет рассматривать это уравнение независи�
мо от получаемого подобным путем уравнения для
my. Чтобы уравнения для mx и my стали независимы�
ми, примем приближение круговой прецессии. 

6. ПРИБЛИЖЕНИЕ КРУГОВОЙ ПРЕЦЕССИИ

Предположим, что прецессия намагниченно�
сти является круговой по правому кругу с часто�
той ω, т.е. будем считать, что

(31)

(32)

т.е. выполняется соотношение 

(33)

В случае вынужденных колебаний частота пре�
цессии ω совпадает с частотой вынуждающей си�
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ω
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�������.=

лы, а в случае свободных колебаний при малой
амплитуде в отсутствие магнитоупругости равна
[26, 27]: 

(34)

7. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ НАМАГНИЧЕННОСТИ 
В КВАДРАТИЧНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
ПРИ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ

Рассмотрим вынужденные колебания намаг�
ниченности с частотой ω под действием поля: 

(35)

Подставляя (35) в (30) и приводя подобные чле�
ны, получаем 

(36)

Это – уравнение второго порядка для компонен�
ты намагниченности mx, “отвязанное” от подоб�
ного уравнения для my (тождественного (36) с точ�
ностью до замены индексов x, y). 

8. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ УПРУГОГО СМЕЩЕНИЯ 
В КВАДРАТИЧНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Рассмотрим теперь уравнение (18) для редуци�
рованного упругого смещения vx. Подробное рас�
крытие производных по формулам (28)–(29) при�
водит к крайне громоздким выражениям. Однако
контрольный численный расчет по полным урав�
нениям (1)–(7), выполненный аналогично [20],
показывает, что правая часть уравнения (18) мень�
ше левой более чем на порядок, поэтому вместо (13)
можно положить mz = 1. При этом уравнение (18)
с использованием следующих вспомогательных
обозначений: 

(37)

(38)

.pHω = γ

hx h0 ωt( ).cos=

∂2mx

∂t2
��������� αγ Hp b1–

γHp
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∂vx

∂t
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3 –+ +

– 2γ2 3Hp b0–( )b2mx
2
vx 4γ2b2

2mxvx
2 +–

+
2γ2b0

ω2
���������� 2γHp ω–( )mx

∂mx

∂t
�������⎝ ⎠
⎛ ⎞

2

+

+
2γb2

ω
���������mx⎝ ⎠
⎛ ⎞ ∂mx

∂t
�������⎝ ⎠
⎛ ⎞ ∂vx
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���������� γ Hp 3b0–( ) ωl

l
�– ×–

×
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�������⎝ ⎠
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2

vx γ2Hph0 ωt( ).cos=
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c44π

2
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c2
4B2d
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2
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принимает вид 

(39)

Подставляя в уравнение (39) вторую производ�
ную от намагниченности в соответствии с (36) по�
лучаем 

(40)

Уравнения (36) и (40) составляют искомую систе�
му уравнений для намагниченности и редуциро�
ванного упругого смещения в квадратичном при�
ближении. При этом полные упругие смещения
на поверхностях пластины определяются форму�
лой (20). 

9. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
В ЛИНЕЙНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Приведем для сравнения ту же систему в ли�
нейном приближении: 
уравнение для намагниченности – 

(41)

уравнение для редуцированного упругого сме�
щения – 

(42)

Как видим, такая система с точностью до обо�
значений совпадает с полученной в работе [21]
(формулы (19) и (24)).

∂2
vx

∂t2
��������� 2β

∂vx

∂t
������� c1vx 2βc2

∂mx

∂t
�������– c2

∂2mx

∂t2
���������–+ + 0.=

∂2
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Замечание. Для удобства дальнейшего изложения
будем называть систему (41)–(42) – “линеаризован�
ной”, а систему (36), (40) – “квадрированной”. 

10. УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ПРИ НЕБОЛЬШОЙ АМПЛИТУДЕ

В случае свободных колебаний при небольшой
амплитуде (т.е. в пренебрежении эффектом нели�
нейной расстройки) для частоты можно восполь�
зоваться выражением (34), подставляя которое в
(36) и (40), получаем: 

уравнение для намагниченности – 

(43)

уравнение для упругого смещения – 

(44)

Приведенные к такому виду уравнения (43), (44) с
точностью до обозначений совпадают с получен�
ными в работе [22].

11. ПОЛНЫЙ ОБОБЩЕННЫЙ ВИД 
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

ДЛЯ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ДВУХ СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ 
В КВАДРАТИЧНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Полученная квадрированная система (36), (40)
представляет собой частный случай более общей
симметричной системы двух нелинейных диф�
ференциальных уравнений второго порядка с
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двумя переменными x1 и x2, соответствующей
нелинейным вынужденным колебаниям систе�
мы из двух связанных осцилляторов с двумя сте�
пенями свободы: 

(45)

 (46)

Эти уравнения переходят одно в другое при за�
мене индексов переменных и первых индексов
коэффициентов “1” на “2” и обратно. Еще более
полный вид подобной связанной системы должен
включать в себя слагаемые, состоящие из произ�
ведений трех производных. Однако в решаемой
здесь реальной задаче о вынужденных магнито�
упругих колебаниях в ферритовой пластине такие
слагаемые отсутствуют, поэтому на данном этапе
не рассматриваются. 

Линеаризованная система (41)–(42) является
частным случаем этой системы.

Приведем значения коэффициентов системы
(45)–(46), выраженные через параметры материа�
ла, геометрию магнитной пластины и значения
приложенного поля: 

(47)

(48)

(49)

 (50)

 (51)

(52)

(53)
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В этих выражениях используются следующие
вспомогательные обозначения:

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

12. АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ 
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

ДЛЯ СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ

Рассмотрим структуру системы (45)–(46) бо�
лее подробно. Уравнения (45) и (46) содержат до�
вольно много слагаемых. Для того чтобы выявить их
роль в формировании колебаний намагниченности
и упругого смещения, оценим относительную вели�
чину отдельных слагаемых для типичной ситуации
возбуждения гиперзвуковых колебаний. Пусть
параметры материала соответствуют (ЖИГ) [9,

26, 27]:  Гс;  эрг см–3;

 эрг см–3;  г см–3, парамет�

ры затухания:   с–1, толщина плен�
ки: d = 6.865 × 10–5  см, поле  Э, частота

 MГц (т.е. ). Выбран�
ные значения частоты и поля соответствуют воз�
буждению ферромагнитного и упругого резонансов.
Вспомогательные параметры (81)–(86) принимают
значения:  Э;  Гс;  Э;

 Э см–1;  с–1; c2 =

 см.

Структура слагаемых уравнений (45)–(46)
представляет собой произведения коэффициен�
тов  bik, cik на переменные m, v в той или иной
степени, умноженные на частоту ω в первой или
второй степени, получающуюся за счет производ�
ных (при временном множителе типа 

Полученные таким образом абсолютные ве�
личины слагаемых уравнений (45)–(46) пред�
ставлены в табл. 1 при различных значениях воз�
буждающего поля (знаки и наименования раз�
мерности в системе СГС (Гаусса) опущены для
простоты записи). 

Hp H0 4πM0;–=
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1000pH = 0 875b = 1 0.4553b =

2
87.2802 10b = ×

20.0947 101 3c = ×

102.5346 10−

= ×

,ika

( ))exp .i tω

Амплитуды переменных, полученные из развер�
ток по времени при решении полной задачи (1)–(7),
составляют: 

при поле  Э:   см;

при поле  Э:   см.

Такие значения полей выбраны, исходя из сле�
дующего. 

Поле  Э соответствует чисто линейно�
му режиму, что дает опорную точку, отталкиваясь
от которой можно выявить роль нелинейности
наиболее отчетливо. 

Поле  Э соответствует сильно нели�
нейному режиму, когда квадратичное приближе�
ние дает ошибку по намагниченности порядка 5%
и по упругому смещению – около двух раз [22].

Из данных табл. 1 видно следующее. В линей�
ном режиме (  Э) вклад от слагаемых с ко�
эффициентами rik и sik меньше основных слагае�
мых с коэффициентами pik и qik более чем на семь
порядков, т.е. ими с весьма высокой точностью
можно пренебречь. Связь обеспечивается слагае�
мыми, пропорциональными первой степени пе�
ременных, т.е. q11 и q21, тогда как слагаемые, про�
порциональные производным от переменных, с
коэффициентами q12 и q22 вносят вклад на один�
три порядка меньший, чем вклад от параметров
затухания  и  

В сильно нелинейном режиме при  Э
значительно возрастает роль нелинейных слагае�
мых с коэффициентами  и  что отражает роль
нелинейности магнитного осциллятора, обуслов�
ленную нелинейностью прецессии намагничен�
ности. Роль связи, обеспечиваемой линейными
слагаемыми с коэффициентами qik, несколько
возрастает, становясь больше примерно на поря�
док. Сильно проявляют себя нелинейные слагае�
мые с производными, особенно с коэффициен�
том  для магнитного осциллятора и  для
упругого, причем в обоих случаях эта нелиней�
ность обеспечивается за счет нелинейности маг�
нитного осциллятора. Заметно увеличивается не�
линейная связь через производные за счет слагае�
мых с коэффициентами  и  для магнитного
осциллятора и  и  для упругого, причем в обоих
случаях нелинейность обеспечивается за счет квад�
рата амплитуды магнитного осциллятора. 

Таким образом, в сильно нелинейном режиме
возрастает роль слагаемых с производными, при�
чем нелинейность обеспечивается за счет магнит�
ного осциллятора. В уравнениях в первую очередь
надо учитывать те слагаемые, которые пропорци�
ональны квадрату и кубу амплитуды колебаний
намагниченности. 
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Для более эффективного возбуждения гипер�
звуковых колебаний величина константы магни�
тоупругого взаимодействия  должна быть до�
статочно большой. Так, например, в тербиевом
феррит�гранате эта константа превышает тако�
вую для ЖИГ примерно в пять раз [9]. При этом,
как показано в работе [28], возможны дополни�
тельные нелинейные эффекты, такие как замет�
ное изменение поля ориентационного перехода
намагниченности и спонтанная переориентация
вектора намагниченности при значении констан�
ты  выше критического. 

В связи с этим представляет интерес выяснить,
как ведут себя слагаемые системы (45)–(46) при по�
вышенном значении этой константы. Полученные
результаты при  (ЖИГ) представлены в
табл. 2. При построении табл. 2 использовались те
же параметры, что и для табл. 1, кроме констан�

2B

2B

2 220B B= ×

ты B2. Вспомогательные параметры (81)–(86) при
этом имеют следующие значения: Hp = 1000 Э;

 Гс;  Э;  Э см–1;

 с–1;  см.

Из сравнения данных, представленных в табл. 2
и табл. 1, видно, что при большом значении кон�
станты  даже в линейном режиме (  Э)
значительно возрастает роль линейных слагаемых
связи, определяемых коэффициентами qik, т.е.
они становятся того же порядка, что и основные
слагаемые, определяемые коэффициентами pik

(особенно это заметно для  где эти слагаемые
даже слегка превышают основные). 

В нелинейном режиме значительно возрастает
роль слагаемых с производными, причем в случае
магнитного осциллятора это происходит для всех
таких слагаемых с коэффициентами rik и  Вели�

0 875b = 1 .12182b = 2
101.4560 10b = ×

20.0947 101 3c = ×

9
2 5.0692 10c −

= ×

2B 0 0.01h =

11,q

.iks

Таблица 1. Слагаемые системы (45)–(46) при В2 = 6.96 × 106 эрг см–3

Первый осциллятор Второй осциллятор

cлагаемые cлагаемые

6.19 × 1016 1.86 × 1020 1.55 × 108 3.09 × 1011

2.49  × 1015 7.46 × 1018 1.76 × 107 3.52 × 1010

6.23 × 1016 1.87 × 1020 1.55 × 108 3.09 × 1011

2.27 × 1014 4.54 × 1017 1.58 × 107 4.73 × 1010

4.52 × 1012 9.04 × 1015 1.47 × 106 4.40 × 109

4.36 × 109 1.18 × 1020 0.00 0.00

1.93 × 107 3.47 × 1017 8.37 × 10–6 1.00 × 105

3.30 × 104 3.96 × 1014 4.90 × 10–3 8.80 × 107

0.00 0.00 1.10 × 100 2.98 × 1010

4.38 × 109 1.18 × 1020 0.00 0.00

9.04 × 106 1.63 × 1017 0.00 0.00

0.00 0.00 6.00 × 10–3 1.08 × 108

2.28 × 107 4.28 × 1017 0.00 0.00

0.00 0.00 2.30 × 10–3 4.12 × 107

0.00 0.00 1.11 × 100 3.00 × 1010

3.11 × 1015 1.25 × 1020 7.90 × 105 3.16 × 1010

0.00 0.00 0.00 0.00

h0 0.01= h0 400= h0 0.01= h0 400=

11
2

1p xω
2

21 2p xω

12 1p xω 22 2p xω

13 1p x 23 2p x

11 2q x 21 1q x

12 2q xω 22 1q xω

3
11 1r x 3

21 2r x

2
12 1 2r x x 2

22 2 1r x x

2
13 1 2r x x 2

23 2 1r x x

3
14 2r x 3

24 1r x

2 3
11 1s xω

2 3
21 2s xω

2 2
12 1 2s x xω

2 2
22 2 1s x xω

2 2
13 1 2s x xω

2 2
23 2 1s x xω

2 2
14 1 2s x xω

2 2
24 2 1s x xω

2 2
15 1 2s x xω

2 2
25 2 1s x xω

2 3
16 2s xω

2 3
26 1s xω

11A 21A

12A 22A
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чина этих слагаемых всего на порядок не достига�
ет величины основных слагаемых с коэффициен�
тами pik и  а слагаемое, ответственное за затуха�
ние с коэффициентом  p12 – даже несколько
превышает. В случае упругого осциллятора глав�
ную роль здесь играют слагаемые с коэффициен�
тами  и  опять же пропорциональные квад�
рату амплитуды магнитных колебаний. 

Таким образом, в случае большой константы
магнитоупругого взаимодействия даже в линей�
ном режиме велика роль слагаемых связи, в нели�
нейном режиме еще более возрастающая. В силь�
но нелинейном режиме для магнитного осцилля�
тора велика роль всех слагаемых с производными,
а для упругого – тех слагаемых, которые пропор�
циональны квадрату амплитуды колебаний на�
магниченности. 

,ikq

23r 23,s

13. УКОРОЧЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПРИ СОХРАНЕНИИ ГЛАВНЫХ ЧЛЕНОВ

На основе данных табл. 1 и 2 связанные урав�
нения (45)–(46) можно несколько упростить, со�
храняя в них только наибольшие по величине
слагаемые. При этом такие укороченные уравне�
ния для случаев малой и большой величин кон�
станты B2 различаются, поэтому запишем их от�
дельно. 

Для малой величины константы  получаем
уравнение для первого осциллятора

(87)

2B

( ) ( )

2
31 1

11 12 13 1 11 2 11 12

2
1

11 1 11 cos ;

x x
p p p x q x r x

tt

x
s x A t

t

∂ ∂
+ + + + +

∂∂

∂
+ = ω

∂

Таблица 2. Слагаемые системы (45)–(46) при В2 = 20 В2 (ЖИГ)

Первый осциллятор Второй осциллятор

cлагаемые cлагаемые0 0.01h = 0 400h = 0 0.01h = 0 400h =

11
2

1p xω
149.28 10×

194.64 10×
2

21 2p xω
74.02 10×

121.86 10×

12 1p xω . 133 39 10×

181.70 10× 22 2p xω . 64 69 10×

112.17 10×

13 1p x . 147 65 10×
193.82 10× 23 2p x 74.62 10×

122.13 10×

11 2q x 151.18 10×
195.44 10× 21 1q x 63.88 10×

111.94 10×

12 2q xω . 132 35 10×
181.08 10× 22 1q xω . 54 58 10×

102.29 10×

3
11 1r x

4. 101 47 ×
18. 101 84 ×

3
21 2r x .0 00 .0 00

2
12 1 2r x x

42.26 10×
182.60 10×

2
22 2 1r x x 56.79 10−

×

97.23 10×

2
13 1 2r x x 41.34 10×

181.43 10×
2

23 2 1r x x 41.14 10−

×
101.32 10×

3
14 2r x 0.00 0.00 3

24 1r x
57.46 10−

×
99.33 10×

2 3
11 1s xω

4.48 101 ×
18. 101 85 × 2 3

21 2s xω
.000 .000

2 2
12 1 2s x xω

41.06 10×
181.22 10×

2 2
22 2 1s x xω

0.00 0.00

2 2
13 1 2s x xω

0.00 0.00 2 2
23 2 1s x xω

41.41 10−

×
101.63 10×

2 2
14 1 2s x xω

42.78 10×
183.21 10×

2 2
24 2 1s x xω

0.00 0.00

2 2
15 1 2s x xω

0.00 0.00 2 2
25 2 1s x xω

55.36 10−

×
91.19 10×

2 3
16 2s xω

0.00 0.00 2 3
26 1s xω

57.49 10−

×
99.36 10×

11A 153.11 10×
201.25 10× 21A ×

71.58 10 116.32 10×

12A 0.00 0.00 22A 0.00 0.00
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и уравнение для второго осциллятора: 

(88)

Для большой величины константы  получаем
уравнение для первого осциллятора

(89)

и уравнение для второго осциллятора: 

(90)

Отметим, что в обоих случаях система уравне�
ний получается не полностью симметричной, что
обусловлено различной природой колебательных
систем, магнитной и упругой, исследуемых в дан�
ной работе. Однако можно видеть, что из линей�

( ) ( )

2
2 2 1

21 22 23 2 21 1 222

2
3 1

24 1 26 1 21 cos .

x x x
p p p x q x q

t tt

x
r x s x A t

t

∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂∂

∂
+ + = ω

∂

2B

( )

( ) ( ) ( ) ( )

∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂∂

∂
+ + + + +

∂

∂ ∂ ∂
+ + = ω

∂ ∂ ∂

2
1 1 2

11 12 13 1 11 2 122

2
3 2 2 1

11 1 12 1 2 13 1 2 11 1

2
1 2 1

12 1 14 2 11 cos

x x x
p p p x q x q

t tt

x
r x r x x r x x s x

t

x x x
s x s x A t

t t t

( ) ( )

2
2 2 1

21 22 23 2 21 1 222

2
2 1

23 2 1 23 2 21 cos .

x x x
p p p x q x q

t tt

x
r x x s x A t

t

∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂∂

∂
+ + = ω

∂

ных членов, как правило, присутствуют слагае�
мые связи через переменные и производные от
переменных, а из нелинейных – слагаемые, со�
держащие третью степень переменных и произве�
дение первой степени переменной на квадрат
производной, т.е. в обоих случаях нелинейность
имеет кубический характер. 

14. ПРОВЕРКА КОРРЕКТНОСТИ 
КВАДРАТИЧНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Рассмотрим степень приближения результатов
обеспечиваемых квадрированной системой (45)–
(46), и результатов, обеспечиваемых исходной
нелинейной системой (1)–(7). Приведем также
приближение, обеспечиваемое линеаризован�
ной системой (41)–(42). 

На рис. 2 показаны зависимости поперечной
компоненты намагниченности (а) и упругого
смещения (б) от амплитуды переменного поля
при параметрах ЖИГ, принятых в работе [21].
Смещение u получено из  в соответствии с фор�
мулой (20) при 

Из рис. 2 видно, что обе системы – квадриро�
ванная и линеаризованная – несколько завыша�
ют точные значения амплитуд намагниченности
и смещения, причем для смещения это завыше�
ние выражено сильнее, чем для намагниченно�
сти. В то же время видно, что приближение, обес�
печиваемое квадрированной системой, значи�

v

2.z d=

0.3

0.2

0.1

0 80604020

0.4

0.5

m, отн. ед. (а) (б)

h0, Э

0.8

0.4

0 400200

0.1

1

2

3

3

1

2

m, отн. ед.

h0, Э

0.8

0.2

0 80604020

1.0

1.2

h0, Э

3

2

0 400200

1
1

2

3

3

1

2

h0, Э

0.6

0.4

u, см

u,
 с

м
 ×

 1
0–

9

×10–9

Рис. 2. Зависимости поперечной компоненты намагниченности (а) и упругого смещения (б) от амплитуды перемен�
ного поля. 1 – решение полной нелинейной системы (1)–(7); 2 – решение линеаризованной системы (41)–(42); 3 –
решение квадрированной системы (45)–(46). На вставках – те же кривые в интервале переменного поля до 400 Э. Парамет�

ры материала соответствуют ЖИГ (  Гс;  эрг см–3;  эрг см–3;  г см–3;

 ); а также  см;  Э; частота возбуждения: 2.8 ГГц.

04 1750Mπ =
6

2 6.96 10B = ×

11
44 7.64 10c = × .175ρ =

.02;0α =

1c910 −

β =
56.865 10d −

= × 0 2750H =
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тельно лучше, чем приближение, даваемое
линеаризованной системой. 

Так, линеаризованная система (41)–(42) опи�
сывает точную картину до амплитуды переменно�
го поля, равной 5 Э (т.е. до ) с точно�
стью порядка 10%, а для амплитуды поля, равной
10 Э (до ) – с точностью около 30%,
после чего ее приближение резко ухудшается. 

В то же время квадрированная система (45)–(46)
описывает амплитуду магнитных колебаний до ам�
плитуды переменного поля 100 Э ( ) с
точностью порядка 3%, а для амплитуды поля 400 Э

 – до 5%. Та же система описывает
амплитуду упругих колебаний при амплитуде пе�
ременного поля 60 Э  с точностью
20%, при амплитуде 100 Э с точностью 25%, а при
амплитуде поля 400 Э – с точностью около двух раз. 

Таким образом, ограничиваясь точностью опи�
сания упругих колебаний на уровне 20%, можно ви�
деть, что квадрированная система позволяет рас�
сматривать амплитуду переменного поля до 0.40
от намагниченности насыщения, что обеспечива�
ет углы прецессии до 25°, тогда как для линеари�
зованной системы эти же параметры составляют
0.05 и 3°. Что касается магнитных колебаний, то
здесь возможности использования квадрирован�
ной системы простираются до полей, превышаю�
щих намагниченность насыщения в несколько

0 0 0.04h M =

0 0 0.07h M =

0 0 0.71h M =

( )0 0 2.86h M =

( )0 0 0.43h M =

(не менее трех) раз, что соответствует углам пре�
цессии до 30…40°. Можно полагать, что столь
большие углы прецессии позволяют успешно ис�
пользовать квадрированную систему для описа�
ния многих нелинейных процессов с достаточно
хорошим приближением. 

15. КОРРЕКТНОСТЬ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ПРИ БОЛЬШОЙ КОНСТАНТЕ 

МАГНИТОУПРУГОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

В связи с тем, что для некоторых условий воз�
буждения упругих колебаний, например для явле�
ния переориентации вектора намагниченности
[28], важное значение имеет несколько повышен�
ная по сравнению с ЖИГ величина константы
магнитоупругого взаимодействия  представля�
ет интерес рассмотреть, какую точность обеспе�
чивают линейное и квадратичное приближения в
этом случае. 

На рис. 3 представлены зависимости амплитуды
колебаний намагниченности (а) и упругого смеще�
ния (б) от относительной величины константы маг�
нитоупругого взаимодействия  (ЖИГ)
при различных уровнях возбуждения, в том числе
соответствующих заведомо сильно нелинейному
режиму. 

Из рис. 3а видно, что для колебаний намагни�
ченности при сравнительно невысоком уровне

2,B

2 2N B B=

10–2

10

10–1

(а) (б)
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1
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m, отн. ед. u, см

10–11

10

10–10

0 20 30 40
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3

10–9
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N, отн. ед. N, отн. ед.

Рис. 3. Зависимости амплитуды колебаний намагниченности (а) и упругого смещения (б) от относительной величины кон�
станты магнитоупругого взаимодействия  (ЖИГ) при различных уровнях возбуждения: h0 = 10 (1), 100 (2),
400 Э (3), сплошная линия – решение по полным уравнениям (1)–(7), пунктирная– линейное приближение (41)–(42),
штриховая – квадратичное приближение (45)–(46). 

2 2N B B=
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возбуждения (группа кривых 1, соответствующая
 Э) как линейное, так и квадратичное при�

ближение обеспечивают вблизи  точность
около 20%, тогда как при увеличении N до 10 точ�
ность возрастает до ~1%, а при дальнейшем уве�
личении N возрастает еще более. 

При среднем уровне возбуждения (группа кри�
вых 2, соответствующая  Э) линейное
приближение при  дает отклонение вверх
почти на порядок, тогда как ошибка квадратич�
ного приближения не превышает 10%. По мере
увеличения N ошибка как линейного, так и квад�
ратичного приближений уменьшается, составляя
при  не более 10%, а при дальнейшем увели�
чении N вблизи 20 падает до ~1%. 

При высоком уровне возбуждения (группа
кривых 3, соответствующая  Э) ошибка
линейного приближения при малых значениях N
составляет более полутора порядков, тогда как
для квадратичного не превышает 20%. При увели�
чении N до 20 ошибки обоих приближений срав�
ниваются, уменьшаясь до ~20% и при дальней�
шем увеличении N больше не меняются. 

Для упругого смещения (см. рис. 3б) наиболь�
шее отклонение приближенных решений от пол�
ного наблюдается вблизи малых значений

 и по мере увеличения уровня возбужде�
ния также увеличивается, составляя при  Э
(кривые 1) для обоих приближений не более 20%,
а при  Э (кривые 3) для линейного при�
ближения – более порядка, тогда как для квадра�
тичного приближения – не более 30%. 

С увеличением N до 20 ошибки обоих прибли�
жений падают до 10% при  Э и не превыша�
ют 30% при  Э. Однако при дальнейшем
увеличении N ошибки обоих приближений снова
растут, при  достигая в случае  Э –
30%, а в случае  Э для линейного прибли�
жения до 80% и для квадратичного до 30%. 

Таким образом, можно сделать вывод, что для
колебаний намагниченности при увеличении
константы магнитоупругого взаимодействия B2

точность как линейного, так и квадратичного
приближений возрастает вплоть до высоких уров�
ней нелинейности. Для упругих колебаний при
увеличении константы B2 точность сначала воз�
растает, после чего, пройдя через максимум, убы�
вает, причем максимум точности приходится на
значение константы B2, на порядок большее, чем
значение B2 для ЖИГ. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные результаты первой части работы
сводятся к следующему. 

0 10h =

~ 1N

0 100h =

~ 1N

~ 1N

0 400h =

~ 2...3N

0 1h =

0 400h =

0 10h =

0 400h =

40N = 0 10h =

0 400h =

В применении к задаче анализа работы магни�
тострикционного преобразователя СВЧ�диапа�
зона на частоте ферромагнитного резонанса рас�
смотрено возбуждение гиперзвуковых колеба�
ний переменным магнитным полем в геометрии
плоскопараллельной нормально намагниченной
ферритовой пластины. Записаны уравнения
движения вектора намагниченности и упругого
смещения с граничными условиями и возбужде�
нием переменным магнитным полем.

Для упрощения задачи рассмотрено квадра�
тичное приближение по намагниченности с уче�
том кругового характера прецессии, в результате
чего полная система, содержащая семь уравнений
первого порядка и четыре граничных условия,
сведена к квадрированной системе четырех урав�
нений первого порядка без граничных условий.
Показано, что полученная ранее линеаризован�
ная система является частным случаем выведен�
ной здесь квадрированной системы.

Введены эквивалентные параметры квадриро�
ванной системы, выраженные через параметры
материала и геометрию исходной ферритовой
пластины. Записана полная система уравнений
для квадратичного приближения в обобщенном
симметричном виде, соответствующая модель�
ной системе из двух связанных осцилляторов, не�
линейность в которых описывается слагаемыми
третьего порядка по намагниченности, упругому
смещению и их производных. 

На основе численного анализа соотношения
составляющих эквивалентных параметров для ре�
ального случая железоиттриевого граната, полу�
чены укороченные уравнения, содержащие толь�
ко главные слагаемые, отвечающие за динамиче�
ское поведение системы. Показано, что главную
роль играют слагаемые, пропорциональные тре�
тьей степени по намагниченности и произведе�
нию намагниченности на квадрат ее производной
по времени. 

Путем рассмотрения развития колебаний во
времени выполнен анализ приближения, обеспе�
чиваемого линеаризованной и квадрированной
системами по сравнению с решением, обеспечи�
ваемым исходной нелинейной системой. Показа�
но, что при описании упругих колебаний на уров�
не точности 20% линеаризованная система явля�
ется корректной на уровне переменных полей не
более 0.05 от намагниченности насыщения при
углах прецессии порядка 3°, тогда как квадриро�
ванная система сохраняет корректность вплоть до
полей, составляющих 0.40 от намагниченности
насыщения, что соответствует углам прецессии
до 25°. По магнитным колебаниям квадрирован�
ная система сохраняет точность 5% до полей, пре�
вышающих намагниченность насыщения более чем
в три раза, что соответствует углам прецессии до 40°. 
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Рассмотрена точность расчета, обеспечивае�
мая линеаризованной и квадрированной систе�
мами для случая повышенных значений констан�
ты магнитоупругого взаимодействия. Показано,
что для колебаний намагниченности, по мере
увеличения константы магнитоупругого взаимо�
действия до 40 раз по сравнению с таковой для
ЖИГ, точность линейного и квадратичного при�
ближений, вплоть до полей порядка 0.40 от на�
магниченности насыщения, возрастает, состав�
ляя не менее 5%. Для упругих колебаний, при та�
ком же увеличении константы магнитоупругого
взаимодействия точность, первоначально состав�
ляя не более 40%, при значении константы, на
порядок большем, чем значение таковой для
ЖИГ, возрастает до 10%, после чего, пройдя через
максимум, при увеличении константы до 40 раз
убывает до 80%. 

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова�
ний (проекты № 12�02�01035�а, № 13�02�01401�а).
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