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УДК 517.9 
 

А.П. Кузнецов, Н.А. Мигунова, Ю.В.Седова, Л.В. Тюрюкина 
 

О КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЯХ 
В СВЯЗАННЫХ ХАОТИЧЕСКИХ ОСЦИЛЛЯТОРАХ 

 
Рассматривается динамика двух и трех связанных хаотических систем 

Ресслера. Показана возможность возникновения двух- и трехчастотной квазипе-
риодичности при увеличении связи. Даны иллюстрации в виде графиков ляпуновских 
показателей, портретов аттракторов в сечении Пуанкаре и бифуркационного де-
рева. Обсуждается тип квазипериодической бифуркации в системе.  

 

Хаотические колебания, квазипериодические колебания, инвариантные    
торы, бифуркации 

 
A.P. Kuznetsov, N.A. Migunova, J.V. Sedova, L.V. Turukina 

 

QUASI-PERIODIC OSCILLATIONS IN COUPLED CHAOTIC OSCILLATORS 
 

We consider the dynamics of two and three coupled chaotic Rössler systems and 
outline two- and three-frequency quasi-periodic oscillations arising with the increase of 
the coupling intensity. Illustrations are provided in the form of charts with the Lyapunov 
exponents, attractor portraits of the Poincaré section, and bifurcation trees. We discuss a 
type of quasi-periodic bifurcation occurring in the system. 

 

Chaotic oscillations, quasi-periodic oscillations, invariant tori, bifurcation 
 

Введение. Задача о колебаниях связанных осцилляторов различной природы остается в цен-
тре внимания исследователей в разных областях физики, химии, биологии. Это такие примеры, как 
оптические и механические системы, контакты Джозефсона, ионные ловушки, радиоэлектронные ос-
цилляторы и др. [1-8]. Одним из интересных аспектов является проблема синхронизации хаотических 
систем. Традиционный подход в этом случае состоит в изучении режимов, для которых динамика в 
целом является хаотической, хотя может быть как синхронной, так и асинхронной [9-11,15-17]. В 
[9,11] дан соответствующий «набросок» устройства плоскости параметров (частотная расстройка – 
величина связи) для двух связанных осцилляторов Ресслера и указано также на существование раз-
личных окон периодических режимов1. Рассмотрим еще одну ситуацию, когда динамика связанных 
хаотических систем становится квазипериодической. Этот факт объясняется стабилизирующим дей-
ствием диссипативной связи. Мы обсудим эту проблему на примере двух и трех хаотических осцил-
ляторов Ресслера. При этом обнаруживаются режимы не только двухчастотной, но и трехчастотной 
квазипериодичности.  

Два связанных хаотических осциллятора. Рассмотрим сначала систему двух связанных ос-
цилляторов Ресслера, являющуюся «эталонной» моделью нелинейной динамики при изучении хаоти-
ческой синхронизации [9-11, 17]: 
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Здесь x, y, z – динамические переменные соответствующей подсистемы, 2Δ – частотная рас-
стройка осцилляторов. Фиксируем далее значения  параметров p=0.15, q=0.4, 5.8r , отвечающие 
хаотическому режиму в индивидуальных подсистемах.  
                                                   
1 Внешнее воздействие на хаотическую систему также может приводить к появлению картины периодических режимов, 
которая может быть весьма сложной [9, 18, 19]. 
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При малой связи система (1) демонстрирует гиперхаос с двумя положительными показателями Ля-
пунова 1  и 2 , что достаточно естественно, поскольку индивидуальные подсистемы являются хаотиче-
скими. Обратимся к показанной на рис. 1 зависимости трех старших показателей Ляпунова от параметра 
связи для достаточно большой частотной расстройке осцилляторов. Можно видеть, что при увеличении свя-
зи несинхронный гиперхаотический режим сменяется хаотическим с одним положительным показателем, а 
затем становится возможным квазипериодический режим с двумя нулевыми показателями.  

 
Рис. 1. Зависимость старших показателей Ляпунова двух связанных хаотических осцилляторов (1) 

от параметра связи, =0.085 
 

Рис. 2 дает портреты аттракторов в сечении Пуанкаре при увеличении связи. (Здесь и далее сечение 
Пуанкаре отвечает пересечению фазовыми траекториями поверхности 01 y , 01 x .) Наблюдается пере-
ход от гиперхаоса HC к хаосу C с последующим возникновением инвариантной кривой, отвечающей двух-
частотной квазипериодичности T2. На пороге хаоса инвариантная кривая разрушена, и, вероятно, фрактали-
зуется. Возникающая с ростом связи инвариантная кривая выглядит достаточно «запутанной», но все же 
является линией. При увеличении связи она приобретает вид, приближающийся к окружности. 

 

 
 

Рис. 2. Эволюция аттрактора системы (1) в сечении Пуанкаре при увеличении связи, =0.085. 
Буквами HC, С и T2 обозначены режимы гиперхаоса, хаоса и двухчастотной квазипериодичности 

 
Таким образом, в динамике хаотических осцилляторов присутствует некоторая «автоколебательная 

компонента», которая может проявиться при введении диссипативной связи и инициировать квазипериоди-
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ческие колебания. Можно ожидать, что эта компонента проявится и при увеличении числа осцилляторов. 
Чтобы показать это, обратимся к системе трех связанных в цепочку хаотических осцилляторов. 

Три хаотических осциллятора. Система уравнений имеет вид 
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Здесь 1  и 2  – частотные расстройки второго и третьего осцилляторов относительно первого.  
На рис. 3 показан график зависимости четырех старших ляпуновских показателей системы (2) 

от параметра связи для 56.01  , 05.02  . Можно видеть, что теперь наряду с двухчастотными T2 
становятся возможными трехчастотные режимы T3 уже с тремя нулевыми показателями Ляпунова. 
Трехчастотные торы возникают при уменьшении величины связи в результате квазипериодической 
бифуркации Хопфа QH [12-14], отмеченной стрелкой на графике. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость старших показателей Ляпунова трех связанных хаотических осцилляторов (2) 
от параметра связи, 56.01  , 05.02   

 

Примеры портретов аттракторов системы (2) в сечении Пуанкаре для 19.01  , 05.02   приве-
дены на рис. 4. При большой связи существует двухчастотный тор T2, сечение Пуанкаре которого дает ин-
вариантную кривую, близкую по форме к окружности. При уменьшении связи из этой инвариантной кри-
вой мягким образом возникает трехчастотный тор T3. При дальнейшем уменьшении связи можно наблю-
дать инвариантную кривую очень сложной формы, которая отвечает одному из возможных резонансных 
двухчастотных торов TR2. Отметим, что при этих значениях частотных расстроек число резонансных окон 
достаточно велико. При малой связи торы разрушаются с возникновением хаоса и гиперхаоса.  

Рис. 5 демонстрирует зависимость от параметра связи множества значений, которые прини-
мает переменная 1x  на аттракторе в выбранном сечении Пуанкаре. Наблюдаемая картина иллюстри-
рует бифуркации, отвечающие за возникновение инвариантных торов разной размерности. В точке 
NS происходит бифуркация Неймарка-Сакера рождения двухчастотного тора. В этой точке единст-
венная «ветка», отвечающая предельному циклу, расширяется так, что множество точек занимает при 
данной связи конечный интервал значений переменной. В области меньших величин связи хорошо 
видны также окна резонансных предельных циклов. В точке QH дерево вновь резко расширяется. Это 
точка бифуркации другого типа – квазипериодической бифуркации Хопфа [12-14], когда из двухчас-
тотного тора мягким образом возникает трехчастотный тор. Таким образом, верхняя граница области трех-
частотных торов по величине связи отвечает квазипериодической бифуркации Хопфа. 
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Рис. 4. Портреты аттракторов в сечении Пуанкаре для трех связанных хаотических осцилляторов Ресслера, 

19.01  , 05.02  . 
 

  
Рис. 5. Бифуркационное дерево для трех связанных хаотических осциллятора Ресслера (2), 19.01  , 05.02   

 

Заключение. Влияние диссипативной связи на хаотические осцилляторы может приводить не 
только к хаотической синхронизации и возникновению периодических движений, но и к появлению 
двух- и трехчастотных квазипериодических колебаний, причем за возникновение последних отвечает 
квазипериодическая бифуркация Хопфа. Можно ожидать, что увеличение числа хаотических осцил-
ляторов будет приводить к возникновению инвариантных торов еще более высокой размерности. 

Работа поддержана РФФИ проект 12-02-00342. 
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