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Введение [49,116,121,165]. 

 

Диссертация посвящена исследованию флуктуаций, шумов и случайных про-

цессов в стохастических системах (адаптивных антенных решётках и искусственных 

нейронных сетях) по специальности статистическая радиофизика. Разработаны но-

вые методы анализа и статистической обработки сигналов в условиях воздействия 

помех. Диссертация представляется как научно-квалификационная работа, содержа-

щая разработанные на основании выполненных автором исследований теоретиче-

ские положения, совокупность которых можно квалифицировать как научное дости-

жение. 

 

Актуальность темы 

 

 В современной статистической радиофизике активно развивается научное 

направление, связанное со статистическим анализом адаптивных антенных систем  - 

адаптивных антенных решёток (ААР) и искусственных нейронных сетей (ИНС) - 

адаптивных систем, используемых для пространственной фильтрации сигналов в 

изменяющейся помеховой обстановке. Отличительная особенность адаптивных ан-

тенн по сравнению с обычной (неадаптивной) антенной системой [1,2] состоит в 

том, что в процессе работы они могут автоматически изменять свои параметры (или 

даже структуру) “приспосабливаясь” к априори неизвестным или изменяющимся 

условиям функционирования [3,4]. Среди самых первых работ, посвящённых стати-

стическому анализу адаптивных антенных решёток, можно отметить статьи [5,6]. В 

них описана наиболее общая схема ААР, а именно, адаптивная антенная решётка с 

многократными линейными ограничениями, и изложены некоторые методы стати-

стического анализа таких систем. Основополагающие результаты по общей теории и 

элементной базе адаптивных антенн были изложены в ряде монографий [7-20]. 

Наиболее полное изложение методов расчёта стационарных режимов работы ААР 

дано в работах А. А. Пистолькорса и О. С. Литвинова [21-27]. 

 Под статистическим анализом адаптивных антенных решёток в данной работе 

мы будем понимать нахождение их характеристик с учётом флуктуаций адаптируе-

мых (автоматически настраиваемых) параметров. Флуктуации адаптируемых пара-

метров вызываются как внешними, так и внутренними случайными возмущениями. 

Величина флуктуаций зависит от алгоритма настройки антенной решётки. Статисти-

ческий анализ адаптивных антенных решёток позволяет корректно определять сте-
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пень подавления помех, предельную точность настройки адаптивных систем, а так-

же количественно оценивать искажения полезного сигнала, возникающие из-за 

флуктуаций адаптируемых параметров. 

 Высокая скорость адаптации и достигаемая при этом высокая точность харак-

теризуют успешность применения адаптивных систем. По этой причине повышение 

их скорости и точности настройки являются задачами, имеющими большое практи-

ческое значение. Однако увеличение скорости настройки приводит к большим флук-

туациям весового вектора и, следовательно, снижает точность настройки в стацио-

нарном режиме работы. Поэтому изучение флуктуаций вектора весовых коэффици-

ентов даёт разработчикам возможность реализовывать адаптивные системы с 

наилучшим соотношением характеристик скорость – точность настройки. 

 Статистическая теория адаптивных систем в настоящее время далека от свое-

го завершения, хотя актуальность решения такого типа задач очевидна. Это связано 

с тем, что процесс настройки адаптируемых весовых коэффициентов описывается 

разностными (для дискретных алгоритмов) уравнениями. Данные уравнения в каче-

стве коэффициентов содержат некоторые функции от входных сигналов, помех и 

внутренних шумов системы. Системы уравнений с сильно флуктуирующими слу-

чайными коэффициентами очень сложны для анализа, и это является общеизвестным 

фактом [28-30]. Общепринятые приближения гауссовости флуктуаций и «белого 

шума» (некоррелированности входного сигнала) оказываются слишком грубыми и 

приводят в ряде случаев даже к появлению качественно противоположных эффек-

тов. 

 Обсудим основные работы, посвящённые исследуемому в диссертации во-

просу. В начале 70-х годов появились первые статьи, в которых проводился анализ 

адаптивных антенных решёток с градиентными алгоритмами. Одной из первых ра-

бот, посвящённых статистическому анализу аналоговых адаптивных систем с учётом 

флуктуаций вектора весовых коэффициентов, является статья ([31], цит. по [49]). В 

ней методами теории возмущений было впервые проведено статистическое исследо-

вание адаптивной антенной решётки, максимизирующей отношение сигнал/шум 

(ААР МОСШ). В работе было использовано предположение о статистической неза-

висимости флуктуаций весового вектора и вектора входных сигналов. По этой при-

чине, несмотря на корректное применение борновского приближения к расчёту са-

мих флуктуаций весового вектора, произошло пренебрежение членами одного по-

рядка малости по сравнению с оставленными членами ряда. В результате авторы 
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сделали неверный вывод об увеличении мощности помех на выходе адаптивной ан-

тенной решётки из-за флуктуаций вектора весовых коэффициентов. 

 В последующих работах неоднократно повторялись аналогичного типа ошиб-

ки. Так в статье ([32], цит. по [49]) автор проводил анализ многоканальной адаптив-

ной системы с корреляционными обратными связями, настраивающейся по алгорит-

му с непрерывным временем, в предположении статистической независимости 

флуктуаций вектора весовых коэффициентов с вектором входных сигналов. В статье 

показано, что учёт флуктуаций весового вектора в этом приближении приводит к 

появлению дополнительной ошибки и увеличению остаточной мощности на выходе 

системы.  

 В ряде работ предлагали другие методы статистического анализа адаптивных 

систем, настраивающихся по непрерывным алгоритмам. Так, в статье ([33], цит. по 

[49]) для нахождения статистических характеристик выходного сигнала автор ис-

пользовал хорошо развитую технику гауссовской аппроксимации по марковской со-

вокупности переменных: весовой вектор – вектор входных сигналов (с учётом их 

статистической зависимости). Однако этот метод не позволил найти нужные стати-

стические характеристики, а дисперсии флуктуаций весовых коэффициентов в ста-

ционарном режиме работы оказались стремящимися к нулю. Это наглядно проде-

монстрировало, что если при статистическом анализе данного класса адаптивных 

систем использовать предположение о совместном гауссовском вероятностном рас-

пределении, то корректно учесть флуктуации вектора весовых коэффициентов не-

возможно. Такое предположение является слишком сильным упрощением для ана-

лиза данной задачи. 

 В статье ([34], цит. по [49]) для ААР МОСШ, настраивающейся по непрерыв-

ному градиентному алгоритму первого порядка, был получен точный качественный 

результат, показавший, что в этой системе флуктуации коэффициентов могут приве-

сти только к уменьшению остаточной мощности помех на выходе адаптивной ан-

тенной решётки. Автору не удалось получить количественных оценок эффекта “пе-

рекомпенсации”. (Эффект уменьшения выходной мощности адаптивной системы 

при учёте флуктуаций вектора весовых коэффициентов по сравнению с выходной 

мощностью при постоянном оптимальном весовом векторе будем называть эффек-

том “перекомпенсации”). 

 Статья ([35], цит. по [49]) стала первой работой, в которой впервые корректно 

было количественно учтено влияние флуктуаций в одноканальном компенсаторе 

помех. Аппарат вариационных производных, использованный в ней для анализа, 
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позволил рассмотреть “не белые” входные воздействия и учесть тем самым корреля-

цию помех и управляющих напряжений (весовых коэффициентов). 

 В дальнейших работах были выявлены те причины, из-за которых эффект 

“перекомпенсации” имеет место, а именно: наличие статистической зависимости 

между вектором флуктуаций весовых коэффициентов и вектором входных сигналов 

(предположение о неравенстве нулю кумулянтной функции третьего порядка) и ко-

нечное время корреляции входных сигналов ([36-45], цит. по [49]). 

 Так в работе ([43], цит. по [49]) было показано, что корректный статистиче-

ский анализ данной задачи связан с учётом негауссовской статистической зависи-

мости весового вектора и вектора входных сигналов. Было обнаружено, например, 

что в адаптивных антенных решётках, настраивающихся по непрерывным градиент-

ным алгоритмам, флуктуации весового вектора приводят к уменьшению суммарной 

мощности на выходе, т.е. к появлению эффекта “перекомпенсации”. 

 Отдельно стоит работа ([46], цит. по [49]), в которой рассматривается влияние 

на характеристики адаптивной антенной решётки быстрых флуктуаций параметров 

входных нерегулируемых элементов системы (случайного движения элементарных 

приёмников, изменения коэффициента усиления антенно-фидерного тракта), кото-

рые не были вызваны флуктуациями адаптируемых параметров. Было показано, что 

адаптивные антенные решётки более чувствительны к таким флуктуациям, чем 

обычные неадаптивные решётки. 

 Отдельно остановимся на диссертациях, посвящённых исследуемому вопросу 

[47-50]. В кандидатской диссертации О.В. Музычука ([47], цит. по [49]) проводился 

статистический анализ стохастических систем с сильными флуктуациями парамет-

ров, а в работе Позументова И.Е. ([48], цит. по [49]) были найдены статистические 

характеристики ААР с ограничениями, настраивающихся по непрерывным гради-

ентным алгоритмам. Анализ проводился с учётом конечного времени корреляции 

полезного сигнала, помехи и собственных шумов элементов решётки. Было показа-

но, что дисперсия флуктуаций компонент весового вектора уменьшается по сравне-

нию с адаптивной антенной решёткой без ограничений в соответствии с числом 

наложенных линейно – независимых ограничений. 

 В докторской диссертации А.А. Мальцева [49] были разработаны точные и 

приближённые методы статистического анализа адаптивных систем с непрерывны-

ми градиентными алгоритмами настройки, позволяющие корректно рассчитывать 

флуктуации весовых коэффициентов и учитывать их влияние на статистические ха-

рактеристики таких систем. В отличие от известных методов при этом не делается 
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предположений о статистической независимости или гауссовости совместного рас-

пределения вектора весовых коэффициентов и вектора входных сигналов. 

 В докторской диссертации О.В. Музычука [50] были разработаны методы 

анализа линейных и нелинейных стохастических систем. Так, например, в данной 

работе представлен метод матричных цепных дробей для нахождения статистиче-

ских моментов выходного сигнала квазилинейных непрерывных стохастических си-

стем, находящихся под воздействием интенсивных случайных сил. Приведённые в 

диссертации методы позволяют проводить статистический анализ не только линей-

ных, но и нелинейных стохастических систем, подверженных интенсивным случай-

ным воздействиям. 

 Внедрение ЭВМ и сигнальных процессоров, реализующих различные адап-

тивные алгоритмы обработки цифровых сигналов, привело к тому, что появился ряд 

работ, посвящённых статистическому анализу адаптивных систем с различными 

дискретными алгоритмами настройки. В одной из первых таких работ ([51], цит. по 

[49]) при рассмотрении ААР с дискретным градиентным алгоритмом настройки, ми-

нимизирующей средний квадрат ошибки (ААР МСКО), был сделан вывод об увели-

чении мощности выходного сигнала антенны из - за флуктуаций весового вектора. 

Этот эффект был назван автором эффектом рассогласования системы 

(misadjustment). 

 В целом ряде других работ также был сделан вывод об увеличении мощности 

сигнала на выходе адаптивной антенной решётки из-за флуктуаций вектора весовых 

коэффициентов [17, 52-60]. В статье [59] исследовалось влияние флуктуаций вектора 

весовых коэффициентов на характеристики узкополосной ААР, с дискретным гради-

ентным алгоритмом настройки и многократными линейными ограничениями на диа-

грамму направленности (ДН). Авторы проводили «точный» анализ характеристик 

адаптивных антенных решёток с учетом флуктуаций вектора весовых коэффициен-

тов, а также находили границы эффекта рассогласования. В работе делалось предпо-

ложение независимости вектора весовых коэффициентов и вектора входных сигна-

лов. Проводился также анализ выходной мощности ААР при учете флуктуаций ве-

сового вектора. Показано, что учёт флуктуаций приводит к увеличению выходной 

мощности ААР по сравнению с мощностью при постоянном стационарном векторе 

весовых коэффициентов. Показано также, что выходное отношение сигнал / шум 

определяется величиной коэффициента рассогласования и обратно пропорционально 

ему. В работе приводятся итеративные выражения для корреляционной матрицы 

флуктуаций весовых коэффициентов, и утверждается сходимость этого выражения. 
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Из формулы следует, что направление максимальных флуктуаций соответствует 

собственным векторам, при которых находятся близкие к нулю и близкие к 

1/коэффициент адаптации собственные числа корреляционной матрицы входных 

сигналов в подпространстве ограничений. 

 В статье [60] вопрос, связанный с флуктуациями вектора весовых коэффици-

ентов, рассматривался при статистическом анализе предлагаемого авторами гибрид-

ного адаптивного алгоритма подавления помех. Данный алгоритм является развити-

ем алгоритма Фроста для случая сложной помеховой обстановки с большим количе-

ством помех. Авторами получено итеративное выражение для корреляционной мат-

рицы ошибок весовых коэффициентов, которое они сравнивают с аналогичной фор-

мулой для алгоритма Фроста. В работе показано, что корреляционная матрица оши-

бок нового алгоритма сходится быстрее, чем такое же выражение для алгоритма 

Фроста, если отношение мощности первой помехи к мощности шума больше, чем 

аналогичное отношения для второй помехи. 

 В статье [58] вопрос об эффекте рассогласования рассматривается в контексте 

определения постоянной времени сходимости предлагаемого авторами нового алго-

ритма для линейных решеток, предназначенного для выделения и отслеживания 

направленных источников. Авторы определяют коэффициент рассогласования как 

отношение суммарной выходной мощности с флуктуациями переменных, которые 

настраиваются, к оптимальной выходной мощности. В работе отмечается, что уве-

личение коэффициента рассогласования (misajustment) уменьшает временную посто-

янную асимптотической сходимости предложенного авторами алгоритма, являясь 

обратно пропорциональной ей. 

Во всех этих работах при статистическом анализе характеристик адаптивных 

антенных решёток подразумевается статистическая независимость текущих значе-

ний вектора весовых коэффициентов и вектора входных сигналов. Это основное 

предположение строго доказывается, если последовательные во времени выбороч-

ные значения входных сигналов независимы и поэтому может быть обосновано 

только для дискретных адаптивных систем, в которых настройка осуществляется по 

достаточно редким выборочным значениям входных сигналов. 

Когда на адаптивную систему воздействуют мощные узкополосные (по срав-

нению с полосой полезного информационного сигнала) помехи, предположение о 

статистической независимости отсчётов входных сигналов заведомо не выполняется. 

Это связано с тем, что близкие отсчёты входных сигналов будут заведомо сильно 

коррелированы. Заметим, что учёт даже “удобной” модельной статистической зави-
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симости выборочных значений входных процессов существенно усложняет задачу 

анализа адаптивных систем с дискретными алгоритмами, в силу чего ранее делались 

только асимптотические оценки их простейших статистических характеристик ([61], 

цит. по [49]). 

 Постепенно в литературе при исследовании вопроса о влиянии флуктуаций 

адаптируемых параметров на статистические характеристики адаптивных систем 

стали появляться экспериментальные и теоретические результаты, свидетельствую-

щие о том, что наряду с избыточным шумом на выходе, может иметь место эффект 

подавления полезного сигнала на выходе адаптивной системы в присутствии внеш-

них мощных квазигармонических помех, в том числе, и для адаптивных антенных 

решёток с дискретными градиентными алгоритмами настройки [62-65]. 

 Дальнейшее развитие адаптивных систем было связано с использованием 

цифровых процессоров, которые позволяли реализовывать так называемые быстрые 

алгоритмы настройки. Эти алгоритмы обладают большей по сравнению с алгорит-

мом Фроста скоростью сходимости в сложной помеховой обстановке, но и требуют 

больших вычислительных затрат. По этой причине такие алгоритмы не  могли быть 

использованы до появления цифровых процессоров. В монографиях [16-18] излага-

ются основы построения быстрых алгоритмов и их представления, удобные для реа-

лизации на цифровом процессоре. Анализу характеристик адаптивных антенных 

решёток с быстрыми алгоритмами с учётом флуктуаций настраиваемых весовых ко-

эффициентов посвящено всего несколько работ [66-68]. 

 В первой статье, опубликованной в 1974 году ([66], цит. по [49]), для адап-

тивной системы, работающей по критерию максимизации отношения сигнал/шум и 

настраивающейся по алгоритму прямого обращения выборочной корреляционной 

матрицы, исследовалось, как влияет замена истинной корреляционной матрицы её 

оценкой на различные статистические характеристики системы. В предположении, 

что оценка вектора весовых коэффициентов, полученная на основе выборочной кор-

реляционной матрицы, фиксирована, авторами было найдено нормализованное от-

ношение сигнал/шум (ОСШ). Данное отношение, нормализованное на верхнюю гра-

ницу отношения сигнал/шум, показывает, что имеет место уменьшение точности 

настройки адаптивной антенны. Качество работы адаптивной антенны зависит от 

того, насколько близка выборочная оценка ковариационной матрицы к истинной 

ковариационной матрице. 

 В работе [67] дан статистический анализ ААР с многократными линейными 

ограничениями. В этой статье для оценивания корреляционной матрицы входных 
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сигналов также используется её выборочная оценка. Возникающие при этом флукту-

ации вектора весовых коэффициентов (в алгоритме непосредственного обращения 

матрицы) приводят к тому, что среднее значение мощности на выходе адаптивной 

антенной решётки (при использовании выборочной оценки корреляционной матри-

цы) меньше, чем выходная мощность, рассчитанная при использовании истинной 

корреляционной матрицы, т.е. имеет место эффект “перекомпенсации” мощности.  

Статья [68] является развитием предыдущей работы. В ней уточняется полу-

ченное в [67] отношение сигнал/шум, а затем данное отношение вычисляется для 

формирователя лучей, использующего рекурсивную схему настройки вектора весо-

вых коэффициентов. Авторы показали, что выходное отношение сигнал/шум, сред-

ний квадрат ошибки обеих изучаемых систем зависят от объёма выборки входных 

данных и числа степеней свободы (числа адаптируемых весовых коэффициентов за 

вычетом числа ограничений). 

 Представляет немалый интерес анализ влияния флуктуаций вектора весовых 

коэффициентов на характеристики адаптивных антенных решёток с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи. Это связано с тем, что ААР с не-

линейной функцией в цепи корреляционной обратной связи представляют собой 

особый класс адаптивных систем. Этот класс является промежуточным между клас-

сическими адаптивными антенными решётками, не содержащими нелинейную 

функцию в цепи корреляционной обратной связи, и искусственными нейронными 

сетями (ИНС). ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи 

являются, если следовать их схемам, различными вариантами искусственных нейро-

нов (ИН).  

Существует целое направление, посвящённое анализу характеристик адап-

тивных антенных решёток с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной 

связи (например, работы [69-72]). Однако работы [69-71] посвящены неадаптивным 

антеннам, и только в статье [72] обсуждаются вопросы адаптации в таких системах и 

вскользь упоминается о флуктуациях в контексте, что коэффициент адаптации дол-

жен быть достаточно мал, чтобы флуктуации вектора весовых коэффициентов не 

вносили искажения в полученные статистические характеристики такой нелинейной 

адаптивной антенной решётки. Работ же, в которых бы проводится анализ статисти-

ческих характеристик адаптивных антенн с нелинейной функцией в цепи корреляци-

онной обратной связи, в литературе не встретилось. 

 В последнее время приобретает большое развитие научное направление, свя-

занное с изучением функционирования искусственных нейронных сетей. Фундамен-
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тальные основы работы этого типа адаптивных систем были изложены в монографи-

ях [73-82]. Необходимо отметить, что большая часть отечественных публикаций по 

этой тематике посвящена решению различных прикладных задач (предсказания, 

распознавания образов, классификации) с помощью искусственных нейронных се-

тей. Теоретическому анализу общих основ функционирования ИНС в отечественной 

литературе уделено существенно меньше внимания. Не является исключением и 

анализ влияния флуктуаций весовых коэффициентов на статистические характери-

стики искусственных нейронных сетей – в отечественной литературе мне не встре-

тилось ни одной работы на эту тему. В зарубежной литературе ситуация немногим 

лучше. Часть статей, найденная в иностранных журналах, посвящена исследованию 

эффектов ошибок квантования весовых коэффициентов на характеристики ИНС [83-

84]. В этих работах было показано, что увеличение числа слоёв искусственной 

нейронной сети при учёте ошибок квантования весовых коэффициентов приводит к 

ухудшению качества работы сети [83]. Ошибки квантования (в том числе и весовых 

коэффициентов) приводят к накоплению ошибки в сигналах, проходящих через ис-

кусственную нейронную сеть от слоя к слою [84]. В статье [85] вводится понятие 

чувствительности ИНС к возмущениям входных сигналов и весовых коэффициен-

тов. Авторы рассматривают чувствительность наиболее популярной и наиболее об-

щего вида прямого распространения нейронной сети – многослоевого персептрона. 

Чувствительность определяется как математическое ожидание выходных ошибок 

ИНС в зависимости от возмущений входных сигналов и весовых коэффициентов. 

Чувствительность увеличивается вместе с входными возмущениями и возмущения-

ми весовых коэффициентов, но это увеличение имеет границу и детерминируется 

структурой многослоевого персептрона, а именно, числом нейронов в слое и числом 

слоёв. Однако существует оптимальное число нейронов в слое, при котором чув-

ствительность будет наиболее высокой. Чувствительность нейронной сети, пишут 

авторы, может сначала уменьшаться с ростом числа слоев ИНС, а потом сохранять 

постоянную величину, в то время, как число слоев будет возрастать [85]. 

 Исследование влияния флуктуаций весовых коэффициентов на статистиче-

ские характеристики искусственной нейронной сети встретилось только в одной ра-

боте [86]. В этой статье в предположении статистической независимости ошибок 

весовых коэффициентов и входных сигналов всех слоёв ИНС была получена корре-

ляционная матрица вектора ошибок весовых коэффициентов, принадлежащего слою 

L. Было показано, что корреляционная матрица вектора ошибок весовых коэффици-

ентов пропорциональна единичной матрице, т.е. в таких предположениях флуктуа-
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ции весовых коэффициентов одинаковы во всех направлениях пространства входных 

сигналов. Авторами было найдено отношение шум / сигнал на выходе первого слоя  

Адалина и первого слоя Мадалина с учётом ошибок весовых коэффициентов и оши-

бок внешних входных сигналов. Данное отношение представляет собой дробь, в 

числителе которой находится дисперсия ошибок выходного сигнала рассматривае-

мого слоя ИНС, а в знаменателе – дисперсия самого этого выходного сигнала. Таким 

образом, чем выше флуктуации весовых коэффициентов, тем хуже отношение сиг-

нал / шум первого слоя искусственной нейронной сети. В общем случае отношение 

помеха / сигнал слоя L Мадалина с сигмоидальной активационной функцией зависит 

от аналогичного отношения предыдущего слоя L-1 плюс отношение дисперсии оши-

бок весового вектора слоя L к дисперсии самого весового вектора L. Таким образом, 

по мере прохождения сигнала по искусственной нейронной сети происходит иска-

жение его характеристик из – за флуктуаций весовых коэффициентов, тем большее, 

чем больше слоёв в сети. 

 Особое место в исследованиях влияния флуктуаций весовых коэффициентов 

на статистические характеристики адаптивных систем занимают работы, посвящен-

ные анализу с учётом флуктуаций настраиваемых параметров характеристик адап-

тивных фильтров. Так, в работе [87] предлагается новый адаптивный алгоритм, спе-

циально призванный к уменьшению флуктуаций весовых коэффициентов, возника-

ющих вследствие высокой дисперсии входных данных. В указанной статье на основе 

выборочных данных ищется оптимальное значение весового вектора и тем самым 

достигается минимально возможная ошибка. Во время каждой итерации по заново 

вычисленной весовой переменной вычисляются оставшиеся весовые переменные. На 

каждой итерации изменяется только одна весовая переменная и после того, как все 

переменные были изменены, процесс повторяется. Алгоритм работает согласно 

принципу, что во время каждой итерации ошибка или уменьшается, или остается 

прежней, и после достаточных ее изменений достигается минимум наименьшего 

квадрата ошибки. Авторы отмечают, что коэффициент рассогласования фильтра со-

относится с тем, насколько хорошо выборочная оценка корреляционной матрицы 

входных сигналов соответствует своему истинному значению. Большее количество 

выборок входных данных, взятых для оценки корреляционной матрицы входных 

сигналов, уменьшает изменение весовых коэффициентов, и фильтр ближе подходит 

к оптимальному решению. 

 В статье [88] исследуется влияние корреляции выборок входного сигнала на 

коэффициент рассогласования весовых коэффициентов в рекурсивном алгоритме 
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минимальных квадратов ошибки для Марковского процесса первого порядка. Ука-

занный анализ проводился в предположении статистической независимости входно-

го сигнала и вектора ошибок весовых коэффициентов. В работе приведён коэффици-

ент рассогласования для ошибок весовых коэффициентов, определяемый как сред-

ний квадрат нормы флуктуационной части весового вектора. Авторы отмечают, что 

большие значения коэффициента автокорреляции между отсчётами входного сигна-

ла приводят к росту величины коэффициента рассогласования весовой ошибки. 

 В работе [89] вопрос, связанный с коэффициентом рассогласования, рассмат-

ривается в прикладном аспекте как своего рода критерий качества работы адаптив-

ной антенной решетки, функционирование которой авторы предлагают осуществ-

лять с помощью упрощенного фильтра Калмана. В результате анализа в статье дела-

ется вывод, что коэффициент рассогласования находится между соответствующими 

коэффициентами рассогласования для алгоритма минимизации среднего квадрата 

ошибки и классического фильтра Калмана. 

 В статье [90] исследуется функционирование адаптивного фильтра с конеч-

ной импульсной характеристикой и проводится поиск минимума его коэффициента 

рассогласования. Структура новой адаптивной системы, предлагаемой авторами, 

состоит из двух адаптивных компонент – моделируемого фильтра и шумового «вы-

беленного» фильтра. Предложенный метод адаптивной фильтрации работает соглас-

но модифицированному критерию минимизации среднего квадрата ошибки на осно-

ве функционала максимального правдоподобия. В предположении независимости 

последовательности входных данных и весовых коэффициентов автор приводит вы-

ражение коэффициента рассогласования минимального среднего квадрата ошибки, 

который зависит от величины коэффициента адаптации, дисперсии входного сигнала 

и шума, и всегда положителен. В статье отмечается также, что отношение коэффи-

циентов рассогласования предлагаемого автором алгоритма и коэффициента рассо-

гласования традиционного алгоритма минимизации среднего квадрата ошибки 

меньше единицы, т.е. новый алгоритм работает с меньшим уровнем флуктуаций 

настраиваемых коэффициентов. 

 В работе [91] исследуется поведение адаптивного фильтра, настраивающегося 

по алгоритму минимизации среднего квадрата ошибки для общего случая, в котором 

входное преобразование может не захватить точного входного подпространства. Ав-

торы показали, что дисперсия весовых коэффициентов выше в случае, когда вектора 

входных сигналов статистически независимы между собой по сравнению с ситуаци-

ей зависимости векторов входных сигналов. 
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 В работе [92] рассматривался адаптивный компенсатор помех, настраиваю-

щийся по алгоритму минимизации среднего квадрата ошибки. В предположении 

зависимости весовых коэффициентов от входных данных было получено, что мини-

мальный средний квадрат ошибки при учёте флуктуаций весовых коэффициентов 

для фильтра, работающего по алгоритму МСКО, оказывается меньше, чем в Вине-

ровском фильтре. Автор отмечает, что это нелинейный феномен, поскольку коэффи-

циент рассогласования весовых коэффициентов зависит также и от требуемых вход-

ных данных. 

 В последние годы получают развитие исследования влияния флуктуаций ве-

совых коэффициентов на статистические характеристики адаптивных систем в слу-

чае приема этими системами нестационарных сигналов [93-98]. Задачи, решаемые 

этими системами, различны – подавление отражений сигнала, идентификация неиз-

вестной системы, пространственная фильтрация. Преимущественно проводится ста-

тистический анализ работы адаптивных фильтров. При статистическом анализе ав-

торы также делают предположение о статистической независимости вектора вход-

ных сигналов и весового вектора. Чаще всего анализируется корреляционная матри-

ца флуктуаций весового вектора, ее шпур, а также среднее квадратическое отклоне-

ние оценки весового вектора от его оптимального значения (MSD). Показано, что 

увеличение коэффициента адаптации приводит к росту MSD [97]. Кроме того, отме-

чается, что средняя выходная мощность адаптивной системы в стационарном состо-

янии за счет флуктуаций весовых коэффициентов больше минимального значения 

функционала качества, найденного при постоянном стационарном весовом векторе, 

а также увеличивается при росте коэффициента адаптации [93]. 

Еще одним направлением, в котором проводится исследование статистиче-

ских характеристик адаптивных систем различных типов с учетом флуктуаций весо-

вых коэффициентов, является анализ сходимости новых версий традиционных алго-

ритмов адаптации [98-99]. Так, в работе [98] исследуется сходимость LMS алгорит-

ма, в котором используется вместо вектора входных сигналов функция его знака 

sign(X), а в работе [99] – изучается сходимость нелинейного LMS алгоритма, где 

вместо вектора входных сигналов используется результат действия некоторой нели-

нейной функции на данный входной сигнал. Авторы получают теоретическую зави-

симость среднего значения вектора флуктуаций весовых коэффициентов, а также 

ковариационной матрицы флуктуаций весового вектора от времени. При проведении 

статистического анализа в обеих работах используется предположение о статистиче-

ской независимости весового вектора и вектора входных сигналов. 



 18 

 Проведённое изучение литературы по вопросам анализа влияния флуктуаций 

настраиваемых весовых коэффициентов на адаптивные системы различных классов 

выявил недостаточность решения указанной проблемы. Прежде всего, обращает на 

себя внимание тот факт, что статистический анализ влияния флуктуаций на характе-

ристики систем проводился в основном в предположении статистической независи-

мости вектора входных сигналов и весового вектора, определяющего коэффициенты 

усиления в каналах адаптивных систем. Однако в реальных условиях такая зависи-

мость имеется, поэтому необходимо учитывать статистическую зависимость этих 

двух векторов. Кроме того, неверное предположение о статистической независимо-

сти входных сигналов и весовых коэффициентов приводит к неверным результатам, 

свидетельствующим об увеличении мощности на выходе адаптивных систем под 

влиянием весовых коэффициентов по сравнению с мощностью, найденной при по-

стоянном стационарном весовом векторе. Тем не менее, практика показывает, что 

флуктуации зачастую приводят к уменьшению мощности на выходе адаптивной си-

стемы и искажению выходного сигнала. 

Следует также обратить внимание на недостаточное исследование вопроса 

влияния флуктуаций весовых коэффициентов на статистические характеристики 

искусственных нейронных сетей. Если анализ с учётом флуктуаций весовых коэф-

фициентов характеристик адаптивных антенных решёток и адаптивных фильтров в 

известной литературе проводился, то искусственные нейронные сети внимание ис-

следователей практически обошло стороной. Тем не менее, искусственные нейрон-

ные сети в последние годы приобретают все большую значимость, поскольку могут 

быть использованы при решении большого класса различных задач. Однако флукту-

ации весовых коэффициентов существенно искажают характеристики искусствен-

ных нейронных сетей и ухудшают качество их работы. Особую актуальность этот 

вопрос приобретает в связи с большим размером искусственных нейронных сетей 

(большим числом слоев и большим количеством нейронов в каждом слое) и тем са-

мым, большим количеством весовых коэффициентов, каждый из которых может ис-

казить работу сети в целом. По этой причине вопрос анализа статистических харак-

теристик искусственных нейронных сетей с учётом флуктуаций весовых коэффици-

ентов является достаточно актуальным. 

 Особо хотелось бы отметить узость анализа характеристик адаптивных си-

стем с учётом флуктуаций настраиваемых параметров. В основном, в известных ра-

ботах авторы описывают какую-нибудь одну характеристику, на примере которой 

видно влияние флуктуаций (например, коэффициент рассогласования, корреляцион-
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ную матрицу флуктуаций весовых коэффициентов и др.) или просто методом ком-

пьютерного моделирования показывают, что предлагаемая ими новая адаптивная 

система (или улучшенный адаптивный алгоритм) имеют меньшие флуктуации 

настраиваемых параметров. 

С учетом этого более актуальным является проведение комплексного анализа 

влияния флуктуаций весовых коэффициентов на различные статистические характе-

ристики адаптивных систем (мощность и спектральную плотность мощности выход-

ного сигнала, диаграмму направленности, коэффициент направленного действия, 

коэффициент полезного действия) различной структуры в наиболее общем случае 

негауссовской статистической зависимости между вектором входных сигналов и 

весовым вектором, поскольку это позволяет выявить все возможные эффекты, воз-

никающие за счёт флуктуаций в функционировании данных систем, и даёт возмож-

ность оптимальным образом настроить их параметры. 

 И, наконец, обращает на себя внимание отсутствие методов анализа, позво-

ляющих оценить влияние флуктуаций весовых коэффициентов на статистические 

характеристики адаптивных систем различной структуры, предназначенных для за-

дач пространственной обработки сигналов, в наиболее общем случае статистической 

зависимости вектора входных сигналов и весового вектора. 

Таким образом, анализ литературных источников выявил, что имеет место 

проблема влияния флуктуаций настраиваемых параметров на статистические харак-

теристики адаптивных антенных систем, искажение статистических характеристик 

вследствие флуктуаций и ухудшение качества функционирования данных систем. 

Разработка методов анализа влияния флуктуаций весовых коэффициентов на харак-

теристики адаптивных систем позволило бы решить данную проблему. 

Решение данной проблемы представляется актуальным, поскольку запросы 

практики в современных условиях требуют высокого качества функционирования 

систем радиолокации, телекоммуникаций и мобильной связи. Учёт влияния флукту-

аций весовых коэффициентов мог бы позволить минимизировать вносимые флукту-

ациями искажения в характеристики адаптивных систем, и тем самым достигнуть 

оптимального качества их функционирования. Разработке данных методов и посвя-

щена диссертация. 
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Цель работы.  

 

1. Разработка методов анализа статистических характеристик адаптивных антенных 

систем различной структуры при учёте флуктуаций настраиваемых весовых ко-

эффициентов в наиболее общем случае негауссовской статистической зависимо-

сти между вектором входных сигналов и весовым вектором. 

2. Повышение качества функционирования адаптивных антенных систем с учётом 

флуктуаций весовых коэффициентов в различных условиях помеховой обстанов-

ки. 

 

Задачи исследования: 

 

1. Разработка методов анализа статистических характеристик с учетом флуктуаций 

весовых коэффициентов узкополосных адаптивных антенных решёток, исклю-

чающих возможность нелинейной функциональной зависимости входного и вы-

ходного сигналов в цепи корреляционной обратной связи, и настраивающихся по 

быстрому рекуррентному алгоритму и алгоритму Хэбба, в наиболее общем слу-

чае негауссовской статистической зависимости между вектором входных сигна-

лов и весовым вектором. 

2. Статистический анализ характеристик узкополосных ААР, содержащих нели-

нейную функцию в цепи корреляционной обратной связи, с учётом флуктуаций 

настраиваемого весового вектора в наиболее общем случае негауссовской стати-

стической зависимости между вектором входных сигналов и вектором весовых 

коэффициентов. Для разработки методов были выбраны дискретный градиент-

ный, быстрый рекуррентный алгоритм и алгоритм Хэбба. 

3. Анализ с учетом флуктуаций весовых коэффициентов статистических характери-

стик искусственных нейронных сетей в наиболее общем случае негауссовской 

статистической зависимости между весовым вектором и вектором входных сиг-

налов. Для разработки методов анализа были выбраны дискретный градиентный, 

быстрый рекуррентный алгоритмы и алгоритм Хэбба. 

 

Научная новизна работы заключается в следующем: 

 

1. Впервые разработаны методы анализа с учётом флуктуаций весового вектора в 

наиболее общем случае негауссовской статистической зависимости между век-
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тором входных сигналов и весовым вектором статистических характеристик уз-

кополосных адаптивных антенных решеток, исключающих возможность нели-

нейной функциональной зависимости входного и выходного сигналов в цепи 

корреляционной обратной связи, и настраивающихся по быстрому рекуррентно-

му алгоритму и алгоритму Хэбба. Данные методы основаны на использовании 

теории возмущений в предположении малости коэффициента адаптации, исполь-

зуемого для настройки адаптивных систем. 

2. Для узкополосных ААР, содержащих нелинейную функцию в цепи корреляци-

онной обратной связи, впервые разработаны методы статистического анализа их 

характеристик с учётом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов в 

наиболее общем случае негауссовской статистической зависимости между весо-

вым вектором и вектором входных сигналов. Методы были разработаны для дис-

кретного градиентного, быстрого рекуррентного алгоритмов и алгоритма Хэбба. 

Данные методы предполагают, помимо использования теории возмущений, так-

же разложение в ряд Вольтерра нелинейной функции, содержащейся в цепи кор-

реляционной обратной связи адаптивных систем. 

3. В наиболее общем случае негауссовской статистической зависимости между ве-

совым вектором и вектором входных сигналов впервые разработаны методы ана-

лиза статистических характеристик многослойных полносвязных искусственных 

нейронных сетей с учётом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициен-

тов.Методы были разработаны для дискретного градиентного, быстрого рекур-

рентного алгоритмов и алгоритма Хэбба. Данные методы предполагают на осно-

ве имеющихся статистических характеристик отдельного искусственного нейро-

на получение рекуррентных соотношений этих же характеристик для каждого 

слоя искусственной нейронной сети. Дискретный градиентный и быстрый рекур-

рентный алгоритмы для настройки искусственных нейронных сетей также были 

использованы впервые. 

 

Научная значимость 

 

1. Разработка методов анализа статистических характеристик адаптивных антенных 

решёток различной структуры и многослойных полносвязных искусственных 

нейронных сетей с учётом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов. 

2. Получение аналитических результатов, описывающих специфику работы адап-

тивных антенных решёток и искусственных нейронных сетей при учёте флуктуа-
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ций весового вектора для классических алгоритмов настройки ААР (дискретного 

градиентного и быстрого рекуррентного) и классического алгоритма настройки 

ИНС (алгоритма Хэбба); 

3. Использование дискретного градиентного и быстрого рекуррентного алгоритмов 

– классических алгоритмов, используемых для работы  адаптивных антенных 

решёток, для настройки искусственных нейронных сетей. 

 

 

Практическая ценность 

 

Практическая ценность результатов диссертационного исследования состоит 

в том, что разработанные в диссертации методы анализа статистических характери-

стик адаптивных антенных решёток и искусственных нейронных сетей позволяют 

повысить эффективность их функционирования в условиях сложной помеховой об-

становки, поскольку  оптимальное управление параметрами функционирования ука-

занных адаптивных систем позволяет снизить уровень искажения выходного сигнала 

и добиться повышения отношения сигнал / шум на выходе адаптивных антенных 

решеток и искусственных нейронных сетей. 

Полученные в диссертации экспериментальные и теоретические результаты 

представляют интерес для ряда научно – исследовательских учреждений, занимаю-

щихся разработкой радио- и гидроакустических адаптивных антенных решёток и 

искусственных нейронных сетей, а также в организациях, связанных с практическим 

использованием и разработкой подобных систем, таких как институт прикладной 

физики РАН (ИПФРАН, г. Нижний Новгород), Нижегородский институт радиотех-

ники (ННИИРТ, г. Нижний Новгород), научно – производственное объединение 

“Полёт” (НПО “Полёт”, г. Нижний Новгород), Московский физико-технический ин-

ститут (МФТИ, г. Москва), центр оптико – нейронных технологий НИИСИ РАН 

(ЦОНТ НИИСИ РАН, г. Москва) и научный центр нейрокомпьютеров (НЦН, г. 

Москва).  

 

Методы исследований 

 

При решении частных задач исследования использовались методы статистической 

радиофизики, теории адаптивных систем управления, линейной алгебры и теории 
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матриц. Математическое моделирование адаптивных антенных систем проводилось 

на языке Visual Basic 3.0 и в среде программирования MatLab 4.0 – 7.0, 2015. 

 

 

Основные положения, выносимые на защиту 

 

1. Методы статистического анализа узкополосных адаптивных антенных решёток, 

имеющих алгоритм настройки нелинейный по весовому вектору (алгоритм Хэб-

ба, весовой вектор рассчитывается, исходя из решения уравнения третьей степе-

ни) с учётом флуктуаций весовых коэффициентов. 

2. Методы статистического анализа узкополосных адаптивных антенных решёток, 

содержащих нелинейную функцию в цепи корреляционной обратной связи, с 

учётом флуктуаций весового вектора. Статистический анализ флуктуаций весо-

вых коэффициентов в адаптивных антенных решётках с нелинейной функцией в 

цепи корреляционной обратной связи принципиально связан с дифференцируе-

мостью указанных нелинейных функций. 

3. Методы статистического анализа полносвязных искусственных нейронных сетей 

с учетом флуктуаций весовых коэффициентов с нелинейным по весовому векто-

ру алгоритмом настройки (алгоритмом Хэбба). 

4. Методы статистического анализа полносвязных искусственных нейронных сетей 

с учетом флуктуаций весовых коэффициентов, каждый искусственный нейрон 

которых имеет нелинейную функциональную зависимость между входным и вы-

ходным сигналами в цепи корреляционной обратной связи. 

5. Сравнительный анализ потерь, возникающих вследствие флуктуаций весовых 

коэффициентов в многоканальных адаптивных системах. В случае равных скоро-

стей сходимости алгоритмов минимальные потери в выходном отношении сиг-

нал / шум наблюдаются в линейных ААР, настраивающейся по дискретному гра-

диентному алгоритму, а максимальные - в ААР с алгоритмом Хэбба. 

6. Использование для настройки искусственных нейронных сетей дискретного гра-

диентного и быстрого рекуррентного алгоритмов, применяемых в известной ли-

тературе для настройки адаптивных антенных решеток. Разработанный подход 

позволяет решать задачи выделения нейронной сетью полезного сигнала на фоне 

помех и получить преимущество в смысле меньшего уровня флуктуаций по 

сравнению с нейросетевыми алгоритмами (алгоритмом Хэбба). 
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Достоверность результатов обеспечивается: 

 

1. Обоснованными допущениями и корректным выбором ограничений и исходных 

данных из практики разработки адаптивных антенных систем и построения ис-

кусственных нейронных сетей. 

2. Сравнимостью аналитических результатов, описывающих на основе набора 

предположений ряд частных случаев, с общими результатами, полученными ме-

тодами компьютерного моделирования. 

3. Большой выборкой полученных данных (несколько миллионов выборочных то-

чек), используемой для усреднения, при получении каждой точки на графиках 

статистических характеристик многоканальных адаптивных систем. Использова-

ние большой выборки данных привело к сходимости полученных результатов. 

4. Совпадением результатов, полученных прямым вычислением по аналитическим 

формулам, и путём создания компьютерной имитационной модели реальных 

адаптивных антенных решёток и искусственных нейронных сетей, работающих в 

дискретном времени. 

 

Апробация основных результатов 

 

Результаты диссертационной работы докладывались на следующих международных 

и российских конференциях: на 4 – ой Нижегородской сессии молодых учёных (г. 

Нижний Новгород, 1999), 6 – ом Санкт – Петербургском симпозиуме по теории 

адаптивных систем (Санкт – Петербург, 1999), 3 – ей Международной конференции 

“Antenna Theory and Techniques” (Севастополь, Украина, 1999), 3 - ей Международ-

ной конференции и выставке “ Цифровая обработка сигналов и её применение” 

(Москва, 2000, 2004), на научных конференциях по радиофизике ННГУ (г. Нижний 

Новгород, 2000, 2001, 2002, 2004, 2005), Всероссийской научно-технической конфе-

ренции «Интеллектуальные и информационные системы» (Тула, 2003, 2004, 2005, 

2007, 2009), Всероссийской научно-технической конференции «Современные мето-

ды и средства обработки пространственно – временных сигналов» (Пенза, 2004), XLI 

Всероссийской конференции по проблемам математики, информатики, физики и 

химии (Москва, 2005, 2006), VII международной конференции «Оптико-электронные 

приборы и устройства в системах распознавания образов, обработки изображений и 

символьной информации» (Курск, 2005), Всероссийской конференции «Акустоопти-

ческие и радиолокационные методы измерений и обработки информации» (Суздаль, 
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2007, 2009), XIV Всероссийской научно-технической конференции «Нейроинформа-

тика-2012», Международной научно-технической конференции «Информационные 

системы и технологии» (Нижний Новгород, 2014, 2015), Международной научно-

технической конференции «Физика и технические приложения волновых процессов» 

(Нижний Новгород, 2014; Казань, 2015), XXIII Международная научно-техническая 

конференция «Радиолокация, навигация и связь» (Воронеж, 2017), Всероссийская 

научно-техническая конференция «Радиоэлектронная борьба в XXI веке» (Воронеж, 

2018).  

 

Публикации 

 

Основные результаты диссертационной работы опубликованы в 1 коллектив-

ной монографии, 30 статьях в журналах, включенных в Список ведущих научных 

журналов и изданий, утвержденный ВАК РФ, (в том числе 9 публикаций в журналах, 

входящих в международные реферативные базы данных и системы цитирования 

Scopus и Web of Science), 1 статье, опубликованной в журнале, зарегистрированном 

в РИНЦ, а также в 34 тезисах и трудах конференций [102,104-115,117-169]. 43 рабо-

ты (в том числе 20 статей и раздел в коллективной монографии) из 66 выполнены без 

соавторов. 

 

Вклад автора 

 

 Все материалы и результаты, вошедшие в данную диссертационную работу, 

подготовлены либо лично автором, либо совместно с соавторами работ, опублико-

ванных по теме диссертации. 

 

Структура и объём работы.  

 

Диссертация объемом 307 страниц, включая 300 страниц основного текста, состоит 

из введения, шести глав и заключения, включает 38 рисунков, 14 таблиц и список 

цитируемой литературы из 180 наименований. 

 

В первой главе рассматривается статистический анализ адаптивных антенных 

решёток с ограничениями, настраивающихся по градиентным алгоритмам, с учётом 

флуктуаций весового вектора. 
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В § 1.1 приведено нахождение оптимального весового вектора для ААР с 

ограничениями.  

В § 1.2 методами теории возмущений стационарный весовой вектор для дис-

кретного градиентного алгоритма был представлен в виде суммы весового вектора, 

найденного в нулевом приближении, и бесконечного числа поправок, представлен-

ных в виде многомерных бесконечных рядов.  

В § 1.3 - 1.5 в первом, так называемом борновском, приближении рассматри-

вается влияние флуктуаций весовых коэффициентов на корреляционные и спек-

тральные характеристики антенных решёток, а также на мощность выходного сигна-

ла антенны. В параграфах также приведены результаты компьютерного моделирова-

ния адаптивной антенной решётки с однократным линейным ограничением на диа-

грамму направленности с дискретным градиентным алгоритмом настройки. Найден-

ные в результате компьютерного эксперимента значения выходной мощности и 

спектральной плотности мощности выходного сигнала ААР совпадают со значения-

ми, полученными на основе теоретического анализа. 

В § 1.6 приведён расчёт характеристик эффективности работы адаптивных 

антенных решеток -  диаграммы направленности, коэффициента направленного дей-

ствия, коэффициента полезного действия, потерь в выходном отношении сигнал / 

шум ААР в присутствии флуктуаций весового вектора.  

В § 1.7 размещены выводы к материалу, изложенному в первой главе. 

 

Во второй главе анализируется влияние флуктуаций весового вектора на ста-

тистические характеристики адаптивных антенных решёток с “быстрыми” алгорит-

мами настройки (алгоритмами непосредственного и итеративного обращения выбо-

рочной оценки ковариационной матрицы). 

В § 2.1 приведён способ нахождения оптимального весового вектора для ААР 

с ограничениями в случае представления весового вектора в виде двух взаимно ор-

тогональных компонент, одна из которых принадлежит подпространству ограниче-

ний, а другая к дополнительному (относительно подпространства ограничений) под-

пространству, а также вывод итеративного алгоритма обращения выборочной оцен-

ки ковариационной матрицы. 

В § 2.2 методами теории возмущений стационарный весовой вектор для ите-

ративного алгоритма обращения выборочной оценки ковариационной матрицы был 

представлен в виде суммы весового вектора, найденного в нулевом приближении, и 
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бесконечного числа поправок, представленных в виде многомерных бесконечных 

рядов. 

В § 2.3 - 2.5 в первом, так называемом борновском, приближении рассматри-

вается влияние флуктуаций весовых коэффициентов на корреляционные и спек-

тральные характеристики антенных решёток, а также на мощность выходного сигна-

ла антенны. В параграфах также приведены результаты компьютерного моделирова-

ния адаптивной антенной решётки с однократным линейным ограничением на диа-

грамму направленности с алгоритмом итеративного обращения выборочной оценки 

ковариационной матрицы.  

В § 2.6 приведён расчёт характеристик эффективности работы адаптивных 

антенных решеток - диаграммы направленности, коэффициента направленного дей-

ствия, коэффициента полезного действия, потерь в выходном отношении сигнал / 

шум  ААР в присутствии флуктуаций весового вектора, а также вид диаграммы 

направленности, найденной в результате компьютерного моделирования.  

В § 2.7 проводится статистический анализ алгоритма непосредственного об-

ращения выборочной оценки корреляционной матрицы входных сигналов и резуль-

таты компьютерного моделирования ААР, настраивающейся по данному алгоритму.  

В § 2.8 размещены выводы к материалу, изложенному во второй главе. 

 

В третьей главе приведен статистический анализ характеристик адаптивной 

антенной решётки, настраивающейся по классическому алгоритму настройки искус-

ственных нейронных сетей – алгоритму Хэбба, применённому для целей простран-

ственной обработки сигналов в адаптивной антенне. 

В § 3.1 методами теории возмущений стационарный весовой вектор для алго-

ритма Хэбба был представлен в виде суммы вектора, найденного в нулевом прибли-

жении, и бесконечного числа поправок, представленных в виде многомерных беско-

нечных рядов.  

В § 3.2 – 3.4 приведены найденные с учётом флуктуаций весового вектора ха-

рактеристики выходного сигнала ААР, настраивающейся по алгоритму Хэбба – кор-

реляционная функция, спектральная плотность мощности, а также мощность на вы-

ходе адаптивной антенны, а также результаты компьютерного моделирования. 

В § 3.5 рассматриваются характеристики эффективности работы адаптивных 

антенных решеток, настраивающихся по алгоритму Хэбба – диаграмма направлен-

ности, коэффициент направленного действия, коэффициент полезного действия, по-

тери в выходном отношении сигнал / шум с учётом флуктуаций весового вектора.  
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В § 3.6 размещены выводы к материалу третьей главы. 

 

В четвёртой главе  проводится анализ влияния флуктуаций весового вектора 

на статистические характеристики адаптивной антенной решетки с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному 

градиентному алгоритму. 

В § 4.1 методами теории возмущений стационарный весовой вектор для дис-

кретного градиентного алгоритма, примененного в адаптивной антенне с нелиней-

ной функцией в цепи корреляционной обратной связи, был представлен в виде сум-

мы весового вектора, полученного в нулевом приближении, и бесконечного ряда 

поправок, записанных в виде многомерных бесконечных рядов.  

В § 4.2 – 4.3 приведены с учетом флуктуаций весового вектора статистиче-

ские характеристики выходного сигнала ААР с нелинейной функцией в цепи корре-

ляционной обратной связи (корреляционная функция и мощность на выходе адап-

тивной антенны), а также корреляционная матрица флуктуаций весовых коэффици-

ентов. Даны также результаты компьютерного моделирования адаптивной антенной 

решетки с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраи-

вающейся по дискретному градиентному алгоритму.  

В § 4.4 приведён расчёт характеристик эффективности работы ААР -  диа-

граммы направленности, коэффициента направленного действия и коэффициента 

полезного действия, потерь в выходном отношении сигнал / шум в присутствии 

флуктуаций весового вектора.  

В § 4.5 приведены выводы к материалу, изложенному в четвёртой главе. 

 

В пятой главе представлен статистический анализ с учётом флуктуаций весо-

вых коэффициентов характеристик адаптивной антенной решётки с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по быстрому 

рекуррентному алгоритму. 

В § 5.1 методами теории возмущений стационарный весовой вектор для алго-

ритма рекуррентного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы 

входных сигналов, примененного в адаптивной антенне с нелинейной функцией в 

цепи корреляционной обратной связи, был представлен в виде суммы весового век-

тора, полученного в нулевом приближении, и бесконечного ряда поправок, записан-

ных в виде многомерных бесконечных рядов. 
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В § 5.2 – 5.3 получены с учетом флуктуаций весового вектора корреляционная 

функция и мощность выходного сигнала ААР с нелинейной функцией в цепи корре-

ляционной обратной связи, а также матрица ковариации флуктуаций весового векто-

ра. Приведены результаты компьютерного моделирования адаптивной антенной ре-

шетки с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраиваю-

щейся по быстрому рекуррентному алгоритму. 

В § 5.4 приведён расчёт характеристик эффективности работы ААР с нели-

нейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по 

быстрому рекуррентному алгоритму - диаграммы направленности, коэффициента 

направленного действия, коэффициента полезного действия и потерь в выходном 

отношении сигнал / шум при учёте флуктуаций весового вектора. 

В § 5.5 размещены выводы к материалу пятой главы. 

 

В шестой главе проводится статистический анализ с учетом флуктуаций 

настраиваемых весовых коэффициентов характеристик искусственных нейронных 

сетей, настраивающихся по различным алгоритмам. 

В § 6.1 – 6.2 представлены с учетом флуктуаций весовых коэффициентов ста-

тистические характеристики (корреляционные функции и мощности выходных сиг-

налов различных слоев сети) многослойной полносвязной искусственной нейронной 

сети, настраивающейся соответственно по адаптированным для ИНС дискретному 

градиентному и быстрому рекуррентному алгоритмам при решении искусственной 

нейронной сетью задачи выделения полезного сигнала на фоне помех. 

В § 6.3 даны результаты статистического анализа с учетом флуктуаций весо-

вых коэффициентов характеристик многослойной полносвязной искусственной 

нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба. Получены выражения для 

корреляционной функции и мощности выходного сигнала первых трех слоев сети. 

Приведён общий вид корреляционной функции и мощности произвольного слоя 

ИНС, показана закономерность возрастания числа коэффициентов, входящих в вы-

ражения корреляционной функции и мощности по мере возрастания номера слоя 

искусственной нейронной сети. 

В § 6.4 приведён расчёт характеристики эффективности работы искусствен-

ных нейронных сетей – потерь в выходном отношении сигнал / шум, вызванных 

наличием флуктуаций весовых коэффициентов. Данная характеристика рассчитыва-

ется для первых двух слоев ИНС, настраивающихся по дискретному градиентному и 

быстрому рекуррентному алгоритмам, а также по алгоритму Хэбба.  
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В § 6.5 представлены выводы к главе 6. 

 

В заключении приводятся основные результаты работы, следующие из них 

выводы и положения, выносимые на защиту. 

 

В приложениях размещены алгоритм итеративного обращения выборочной 

корреляционной матрицы при различных методах оценивания корреляционной мат-

рицы входных сигналов для ААР с ограничениями и ААР МСКО, а также обобще-

ние дискретного градиентного и быстрого рекуррентного алгоритмов для примене-

ния их для настройки искусственных нейронных сетей. 
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Глава 1. Влияние флуктуаций весового вектора на статистические характери-

стики адаптивных антенных решёток с градиентными алгоритмами настройки. 

1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ОБРАБОТКИ СИГНА-

ЛОВ В АДАПТИВНОЙ АНТЕННОЙ РЕШЁТКЕ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

[16,49,65,116]. 

 Рассмотрим работу адаптивной антенной решётки (ААР), имеющей  N эле-

ментов, с многократными линейными ограничениями на диаграмму направленности. 

Схема данной ААР представлена на рис. 1.1. На приёмные элементы адаптивной 

антенной решётки в момент времени k  поступает N - мерный вектор входных сиг-

налов )(kX


. Настройка ААР осуществляется с помощью N - мерного весового век-

тора W


. В процессе настройки на выходе антенной решётки формируется выходной 

сигнал следующего вида: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TZ k W k X k X k W k  .       (1.1.1) 

Надстрочные знаки Т, Н, * обозначают соответственно операции транспонирования, 

эрмитовского сопряжения и комплексного сопряжения.  

 Выходная мощность ААР представляет собой произведение выходного сиг-

нала адаптивной антенны и комплексно сопряженного ему значения: 

WkXkXWkZ TH 
)()()(2  . 

Можно показать, что математическое ожидание выходной мощности адаптивной 

антенной решётки (средняя по ансамблю выходная мощность) имеет вид: 

WWWkXkXWkZ xx
HTH 

R  )()()(2 ,     (1.1.2) 

где xxR  - корреляционная матрица входных сигналов. 

 Будем считать, что весовой вектор удовлетворяет условию [49,65]: 

HWH


C , 

где ],...,,[ 21 LCCC


C  - матрица ограничений размерности LN  . Столбцами данной 

матрицы являются линейно-независимые векторы ограничений lC


 (L - число вводи-

мых ограничений). C
H  - матрица, эрмитово - сопряжённая с матрицей C . 

T

LHHH },...,{ 1


 - вектор желаемого отклика адаптивной системы размерностью L, 

компоненты которого задают фиксированные коэффициенты усиления адаптивной 

системы в направлениях векторов 


lC


. 
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Рис. 1.1. Схема адаптивной антенной решётки с ограничениями, настраи-

вающейся по дискретному градиентному алгоритму [65]. 
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Задачу оптимизации с ограничениями можно сформулировать следующим 

образом [16,65]: 

минимизировать WW xx

H


R         (1.1.3) 

при условии HWH


C .        (1.1.4) 

 Решение данной задачи можно найти методом множителей Лагранжа [16]. 

Суммируя целевую функцию, описываемую формулой (1.1.3), с левой частью урав-

нения ограничений (1.1.4), умноженной на L - мерный вектор неопределённых мно-

жителей Лагранжа 


 (и вводя для простоты коэффициент 0.5 при целевой функции), 

сведём задачу оптимизации с ограничениями к задаче без ограничений. Для нахож-

дения оптимального вектора весовых коэффициентов требуется минимизировать 

функцию Лагранжа следующего вида: 

][
2

1
)( HWWWW HH

xx

H


 CRL  .      (1.1.5) 

Градиент функции Лагранжа )(W


L  по весовому вектору W


определяется как: 




CRL  WW xxW )( .        (1.1.6) 

Чтобы найти минимум лагранжиана (1.1.5) приравняем нулю выражение (1.1.6), т. е. 

0 


CR Wxx ,         (1.1.7) 

откуда 




CR
1 xxoptW .         (1.1.8) 

 Найдём вектор множителей Лагранжа 


. Этот вектор может быть получен из 

уравнения ограничений: 

][ 1 


CRCC
 xx

H

opt

H HW        (1.1.9) 

можно показать, что вектор множителей Лагранжа равен: 

Hxx

H


11 ][  CRC ,         (1.1.10) 

здесь существование 11 ][ 
CRC xx

H  гарантируется положительной определённостью 

матрицы xxR . Объединив (1.1.8) и (1.1.10), получим оптимальный вектор весовых 

коэффициентов: 

HW xx

H

xxopt


11 ][  CRCCR .        (1.1.11) 

 

1.2. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДОВ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ СТАТИ-

СТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ХАРАКТЕРИСТИК ААР [65,116]. 
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 Настройка весового вектора W


 антенных решёток, настраивающихся по гра-

диентным алгоритмам с ограничениями, описывается N - мерным векторным урав-

нением и в дискретном времени может быть записано в виде [16, 65]: 

q
T WkWkXkXkWkW


 )}()()()({)1( *P ,     (1.2.1) 

где X


 - вектор входных сигналов ( 0)(  kX


),  - коэффициент усиления в цепи 

корреляционной обратной связи, HW H
q

 1)(  CCC  - вектор комплексных весовых 

коэффициентов, соответствующий "желаемой" диаграмме направленности (ДН) по-

коя (при отсутствии внешних помех), P - проекционная матрица (матричный фильтр 

в контуре управления ААР). Данная матрица обеспечивает введение многократных 

линейных ограничений на пространственные характеристики ААР и имеет вид: 

HH
CCCCIP

1)(  ,        (1.2.2) 

Согласно [6, 16] матричный оператор P  осуществляет проекцию оценки градиента 

выходной мощности адаптивной антенной решётки в пространстве весовых коэффи-

циентов 
T

NWWWW },...,,{ 21


 на подпространство (гиперплоскость) ограничений 

[65]: 

HWH 
C .          (1.2.3) 

 Дискретный градиентный алгоритм с ограничениями, представленный в дан-

ном разделе формулами (1.2.1) – (1.2.3), является одним из классических алгоритмов 

настройки адаптивных антенных решеток. Многократные линейные ограничения в 

данном алгоритме, нужны, в частности, при его использовании для настройки широ-

кополосной адаптивной антенной решетки с линиями задержки в каждом канале. 

Многократные линейные ограничения  обеспечивают формирование частотной ха-

рактеристики ААР в заданном направлении. Корректирующий пространственный 

фильтр с данной частотной характеристикой позволяет согласовать геометрию ан-

тенной решётки с плоским волновым фронтом сигналов [16]. 

Необходимо отметить, что  градиентные адаптивные алгоритмы также ис-

пользуются для настройки искусственных нейронных сетей [73-77]. Искусственные 

нейронные сети – это достаточно новый класс нелинейных адаптивных систем. Си-

стемы обработки сигналов на основе нейронных сетей имеют в своем составе искус-

ственные нейроны, близкие по структуре к структуре адаптивных антенных решё-

ток, но с использованием нелинейных элементов. Для настройки искусственных 

нейронных сетей применяются градиентные алгоритмы, аналогичные градиентным 

алгоритмам в адаптивных антенных решётках. 
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Представленный в данном разделе дискретный градиентный алгоритм с огра-

ничениями (1.2.1) – (1.2.3) в следующих главах диссертации будет использован для 

настройки адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи корреляци-

онной обратной связи, по схеме идентичной структуре искусственного нейрона, а 

также обобщен и использован для настройки многослойной полносвязной искус-

ственной нейронной сети. 

 Для статистического анализа уравнения введём следующие обозначения 

[49,65]: 

, )(
~

)(             , 
~

kkWWW xxxx ФRM 


     (1.2.4) 

где вектор весовых коэффициентов W


 и стохастическая матрица входных сигналов 

)()( kXkX T

xx


M  представлены в виде сумм их средних значений xxW R ,


 и 

флуктуационных составляющих )(
~

 ),(
~

kkW Ф


. 

 Весовой вектор W


 при выполнении дальнейшего анализа удобно представ-

лять в виде суммы двух взаимоортогональных векторов [49,65]: 

WWW


DP  , 

где HH
CCCCPID

1)(   - проекционная матрица, дополнительная к P . Для мат-

риц C P D, ,  и вектора 
qW


 справедливы следующие равенства: 

.W=     ,0=     ,     ,

,          ,

qqq

HH

H

WW


DPCDCCDC

0PCPC0PDDP




 

Геометрическая интерпретация алгоритма настройки адаптивной антенной 

решётки с однократным линейным ограничением показана на рис. 1.2 [49]. Из ри-

сунка видно, что пространство весовых коэффициентов состоит из подпространства 

ограничений и дополнительного к нему. Настройка весового вектора происходит в 

подпространстве ограничений. Там же находится и оптимальный вектор весовых 

коэффициентов. Подпространство, дополнительное к подпространству ограничений 

представлено вектором qW


. Оно ортогонально подпространству ограничений, что и 

демонстрируют приведённые выше формулы.  

Усредняя (1.2.1) и используя обозначения (1.2.4), найдём точное уравнение 

для среднего значения весового вектора W


 [65]: 
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Рис. 1.2. Геометрическая интерпретация алгоритма с линейными про-

странственными ограничениями [49]. 
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qWxx WkWkWkW


 })()({)1( RP ,   (1.2.5) 

где  WW

 ~~
Ф          (1.2.6) 

вектор кумулянтных функций третьего порядка, учитывающих статистическую за-

висимость флуктуаций весовых коэффициентов W

~

 и входных сигналов )(kX


. 

Для определения стационарного среднего значения весового вектора  

 )(kWWCT


 и других статистических характеристик адаптивной антенной решёт-

ки воспользуемся методом возмущений по параметру , который будем полагать 

малым (<<1). В качестве нулевого приближения возьмём среднее значение весово-

го вектора 00 WW


 , получающееся из усреднения уравнения (1.2.1) в приближе-

нии "прямого размыкания" всех смешанных моментов [49,65]: 

qxx WkWkWkW


 )}()({)1( 000 RP  .      (1.2.7) 

В этом приближении мы вообще пренебрегаем флуктуациями вектора весовых ко-

эффициентов, считая )()()( 00 kWkWkW


 . Отметим, что формула (1.2.7) полу-

чается из точного уравнения (1.2.5), если положить [49,65]: 

0
~~

0


 WW WФ .        (1.2.8) 

Из сравнения (1.2.5) и (1.2.7) следует, что статистическая зависимость флуктуаций 

весового вектора, вообще говоря, влияет на среднее значение вектора весовых коэф-

фициентов и это влияние эквивалентно добавке к вектору 
qW


 вектора 

W



P , при-

надлежащего подпространству ограничений. Стационарное значение вектора весо-

вых коэффициентов в нулевом приближении будет удовлетворять уравнению [65]: 

qxx
WWW



00

PRD  .        (1.2.9) 

Решение данного уравнения было приведено выше [16,65]: 

HW xx

H

xxCT


111

0 ][  CRCCR . 

 Вычитая (1.2.7) из (1.2.1), найдём уравнение для вектора поправки 

)()()( 0 kWkWkW


  к нулевому приближению [65]: 

)]}()(
~

)([)({)1( kWkkWkWkW xx


ФRP    .    (1.2.10) 

В установившемся режиме 0)(  ,)()(


  kWkWkW DP . Это означает, что все по-

правки (средние и флуктуационные) к нулевому приближению лежат в подпростран-

стве ограничений. Поэтому матрицу xxPR  в (1.2.10) можно заменить на эквивалент-

ную эрмитовскую PPR xx . Переходя по следующим формулам [49,65]: 
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HYWWY QQQQ  



 11   ,  ,


       (1.2.11) 

в Q  - матричное представление, диагонализирующее эрмитовскую матрицу PPR xx
, 

получим для Y


 уравнение [65]: 

),()(
~

)()()1( 1 kWkkYkYkY


ФPQ
       (1.2.12) 

где .1
PQPRQ xx

          (1.2.13) 

Матрица PPR xx
 имеет L нулевых собственных значений, соответствующих орто-

нормированным векторам-столбцам lC


 матрицы ограничений C . Значения осталь-

ных LN   собственных чисел 
n  матрицы PPR xx

 заключены между наименьшим 

min  и наибольшим 
max  собственными числами матрицы 

xxR [5,49,65,144]. В итоге 

диагональная матрица  будет иметь следующий вид [65]: 
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Стационарное решение уравнения (1.2.12) может быть записано в виде [65]: 
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где )(ˆ k  - диагональная переходная матрица вида:  
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Ряд теории возмущений по параметру , который будем считать малым 

(<<1), можно построить, итерируя уравнение (1.2.15) [28,31]. В результате вектор 

)(kY


 и вектор поправки )()( kYkW


Q  запишутся следующим образом [65]:  

...,321  YYYY


         (1.2.17) 

. ...)()()()()( 321   kWkWkWkYkW


Q      (1.2.18) 

Члены ряда (1.2.17) соответственно будут равны [65]: 
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 Чтобы вычислить средние значения членов ряда (1.2.19), необходимо задать 

конкретный вид временной зависимости вектора входных сигналов. Корреляцион-

ную матрицу входных сигналов узкополосной адаптивной антенной решётки можно 

представить следующим произведением [65]: 

n

xx

T

xx nkXkXnkk  
RR )()(),(


, 

где   - коэффициент корреляции между соседними отсчётами входных сигналов. 

 В общем случае предположим, что на приёмные элементы ААР поступают 

полезный сигнал и помехи с различными коэффициентами автокорреляции между 

соседними отсчётами. Корреляционная функция помех задаётся выражением: 

nT rnkknkk   RR   )()(),(


, 

а корреляционная функция полезного сигнала формулой: 

n

SSS

T

SS rnkSkSnkk RR   )()(),(


, 

где 
Sr  - коэффициент корреляции между соседними отсчётами полезного сигнала, 

а r  - коэффициент корреляции между соседними отсчётами помех. 

 Таким образом, общая корреляционная матрица входных сигналов (с учётом 

некоррелированности между собой полезного сигнала и помех) может быть записана 

в виде: 

nn

SSSSS

T

xx rrnkknkknkXkXnkk  RRRRR   ),(),()()(),(


 

 Будем считать, что вектор-фазор принимаемого полезного сигнала )(kS


 при-

надлежит подпространству ограничений, т.е. может быть записан в виде линейной 

комбинации векторов lC


. В этом случае, как нетрудно проверить, будут выполнять-

ся следующие равенства [49]: 
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 40 

.)],(),([

,)(
~

)(
~

)(
~

)],(),()[(
~

1 n

SS

nH

SS

H

rnmmnmm

rnmWmW

nmWnmmnmmmW














PQRRPQ

R

RR




 

 С помощью выражений для поправок в первом борновском приближении 

(1.2.19) и равенств (1.2.20), можно получить различные статистические характери-

стики ААР с учётом флуктуаций весового вектора. Это и будет сделано ниже в дан-

ной главе. 
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1.3. КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА 

ААР С УЧЁТОМ ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА [107,116,164]. 

 Корреляционная функция выходного сигнала адаптивной антенной решётки 

может быть представлена следующим выражением [49,65]: 
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ФФ ,  (1.3.1) 

где    22

0 )()(),( ZrZrWnmXmXWnmmK
n

S

n

SCT

TH

CTZ


 - кор-

реляционная функция выходного сигнала без учёта флуктуаций вектора весовых 

коэффициентов. 

 Кумулянтную функцию третьего порядка между вектором входных сигналов 

и вектором флуктуаций весовых коэффициентов можно представить в виде [49,65]: 
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Ф ,      (1.3.2) 

где   )()()()(),(
~

 nmXmXnmXmXnmm TT


Ф  - «флуктуационная» часть 

корреляционной матрицы входных сигналов, (предположим дополнительно, что 

)(kX


 является комплексным гауссовским случайным вектором). В этом случае вы-

ражение для корреляционной функции выходного сигнала адаптивной антенной ре-

шётки запишется следующим образом: 
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 Для дальнейшего статистического анализа используем метод возмущений по 

параметру . Будем считать данный параметр малым. Тогда в первом борновском 

приближении можно получить выражения для слагаемых, входящих в формулу  

корреляционной функции выходного сигнала адаптивной антенной решётки  (1.3.1), 

учитывающих влияние флуктуаций весовых коэффициентов: 
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 (1.3.3) 

В формуле (1.3.1) последнее слагаемое состоит из суммы двух слагаемых: 
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Однако, если пренебречь слагаемыми второго порядка малости по коэффициенту 

адаптации , то можно приближённо записать: 
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 После преобразований окончательное выражение для корреляционной функ-

ции выходного сигнала ААР (1.3.1) в стационарном режиме работы имеет вид: 
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    (1.3.5) 
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Учитывая выполнение равенств (1.2.20), формулу (1.3.5) можно упростить. Из ра-

венств (1.2.20) следует, чтоSp SS( )PR  0 . Подставляя это условие в (1.3.5), получаем 

выражение для корреляционной функции выходного сигнала адаптивной антенной 

решётки: 
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 Запишем  формулу (1.3.6) в случае воздействия на адаптивную антенну мощ-

ной узкополосной по сравнению с полезным сигналом, помехи ( Srr  ). Учёт  

условия узкополосности приводит выражение (1.3.6) к виду: 
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 Из (1.3.7) видно, что в случае воздействия на ААР мощной помехи имеют 

место искажения полезного сигнала на выходе адаптивной антенны (эффект «пере-

компенсации») [65]. Необходимо отметить, что данный эффект более удобно ком-

ментировать на спектральном языке. Ниже в этой главе такой анализ будет прове-

дён. 

 

1.4. НАХОЖДЕНИЕ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ФЛУКТУАЦИЙ ВЕ-

СОВОГО ВЕКТОРА. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ И МОДЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 

ОДНОМОМЕНТНЫХ СТАТИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ААР [108-

109,114,116,164]. 

 Найдём корреляционную матрицу флуктуаций весовых коэффициентов 

  T

W
WW

~~

~K  и суммарную мощность выходного сигнала адаптивной антенной 

решётки CTZ 
2

.  

 Получим формулу для вектора W


, который учитывает статистическую зави-

симость вектора входных сигналов )(kX


 и весового вектора )(kW


. Для этого  под-

ставим (1.2.19) в (1.2.6). Тогда в борновском приближении W


 запишется в виде: 
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 Необходимо отметить, что в процессе вычисления средних значений, в кото-

рые входят кратные суммы, использовалось предположение о малости времени кор-

реляции входных сигналов по сравнению со временем релаксации системы [49,65]. 

Запишем данное условие в несколько видоизмененной форме [65]: 
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Приведенное выше выражение представляет собой достаточное условие применимо-

сти методов теории возмущений для анализа влияния флуктуаций на статистические 

характеристики ААР с дискретным градиентным алгоритмом настройки. Оно накла-

дывает ограничения на величину параметров , r . 

 Для линейной эквидистантной ААР с однократным линейным ограничением 

эта формула может быть записана через характеристики помеховой обстановки: 
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где ,n 
   - соответственно мощности n-ого помехового сигнала и собственного 

шума адаптивной антенной решётки. 

 Матрица ковариации весового вектора в совпадающие моменты времени в 

борновском приближении может быть представлена в виде [49,65]: 
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Вид корреляционной матрицы   TYY 11


 можно получить, используя (1.2.19):  
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здесь I - единичная матрица размерности )()( LNLN  , размерность общей мат-

рицы, в которую входит I, составляет NN  . 

Окончательный вид корреляционной матрицы флуктуаций весового вектора 

получим, подставив (1.4.2) в (1.4.1): 
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 .    (1.4.3) 

 Из выражения (1.4.3) видно, что в адаптивной антенне, настраивающейся по 

градиентному алгоритму, флуктуации весового вектора изотропны – одинаковы во 

всех направлениях пространства весовых коэффициентов. Это связано с тем, что 

собственные числа матрицы 
P  равны друг другу. Поскольку данная матрица в 

направлениях ограничений имеет собственные числа, равные нулю, то в направле-

ниях ограничений флуктуации отсутствуют. 

 Суммарную мощность флуктуаций весовых коэффициентов адаптивной ан-

тенной решётки легко получить из (1.4.3): 
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, (1.4.4) 

поскольку  

LNSpSp HH   ])([)( 1
CCCCIP .      (1.4.5) 

 Суммарная мощность на выходе адаптивной антенной решётки может быть 

записана в виде: 
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где  
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- выходная мощность без учёта флуктуаций весового вектора. 

 Если в формулах (1.3.3), (1.3.4),  положить n=0, то можно найти слагаемые, 

входящие в выражение (1.4.6) и учитывающие влияние флуктуаций весовых коэф-

фициентов. Тогда имеем: 
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 (1.4.8) 
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    (1.4.9) 

В итоге получим следующее выражение для мощности выходного сигнала ААР: 
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Необходимо отметить, что из выполнения равенств (1.2.20) следует, что 

0)( 
SS

Sp PR . В этом случае формула  (1.4.10) несколько упростится: 
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 PRPR     (1.4.11) 

Заметим, что при rrS   эта формула переходит в выражение суммарной мощности 

выходного сигнала адаптивной антенной решётки, найденное в статье [65]: 
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 PR      (1.4.12) 

 Из выражения (1.4.12) следует, что величина выходной мощности ААР с гра-

диентным алгоритмом настройки, при учёте флуктуаций весовых коэффициентов 

определяется коэффициентом корреляции между отсчётами входных сигналов r  и 

их эффективной мощностью )( PRSp . Выходная мощность CTZ 
2

 может быть 

как больше мощности, полученной при стационарном весовом векторе 0

2
 Z  

(эффект «рассогласования» (misadjustment), [17]), так и меньше её. Второй эффект 

(эффект уменьшения выходной мощности) – назовём, как и выше в данной главе, 

эффектом «перекомпенсации» [49,65,116]. 

 Вернёмся к формуле (1.3.7) корреляционной функции выходного сигнала 

адаптивной антенной решётки, полученной для случая прихода на антенную решёт-

ку мощной узкополосной помехи ( Srr  ), и положим в ней n=0. Тогда получим 

выражение для выходной мощности ААР в случае выполнения условия узкополос-

ности:  
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 С помощью компьютерного моделирования была проведена проверка спра-

ведливости полученных формул для мощности выходного сигнала ААР. 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 
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 Моделировалась N - элементная узкополосная адаптивная антенная решётка 

(N=7), настраивающаяся по градиентному алгоритму (1.1.1) с однократными линей-

ными ограничениями (L=1) на диаграмму направленности. Расстояние между эле-

ментами адаптивной антенной решётки было равно половине длины волны входных 

сигналов. В этом случае матрица ограничений С имеет размерность [ 1N ] и равна 

 SC


1C , где }]sin)1(exp{},...,sin2exp{,1[ SS NjjS  


- вектор - фазор полезно-

го сигнала. 

 Предполагалось, что на адаптивную антенну поступают статистически неза-

висимые полезный сигнал и одна помеха с равными коэффициентами корреляции 

между отсчётами. Углы прихода полезного сигнала и помехи были равны соответ-

ственно S=0
0
,  =45

0
. Комплексные входные сигналы были формированы с помо-

щью рекурсивных фильтров первого порядка из двух независимых источников гаус-

совского “белого” шума. Мощность помехи была в 100 раз (на 20 dB) больше мощ-

ности полезного сигнала. В адаптивной антенной решётке присутствовал также соб-

ственный шум. Мощность собственного шума ААР составляла 0.1 (-10 dB) мощно-

сти полезного сигнала. 

 Чтобы проверить выражение (1.4.11) (коэффициенты автокорреляции сигнала 

и помехи предполагались равными rrrS   ), проводилось сравнение изменения 

относительной величины выходной мощности %100)(
1

31

2

1
2

2





  PRSp
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M  (на всех 

рисунках кривые 1) с соответствующим значением, найденным путём компьютерно-

го моделирования: %100
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2
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22
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ZZ
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CT
 (на всех рисунках кривые 2) 

(рис.1.3 – 1.5). 

 Экспериментальное определение мощности выходного сигнала адаптивной 

антенной решётки велось путём усреднения по времени реализации выходного слу-

чайного процесса. Стартовым весовым вектором служил CTW


, который находили 

путём численного итеративного решения (с точностью =10
-10

) стационарного теоре-

тического уравнения. Длина реализации определялась соотношением x
3102  , где  x

- время автокорреляции входных сигналов (в дискретных временных отсчётах).  

 Исследовалась зависимость величины “перекомпенсации” мощности от зна-

чения r  - коэффициента корреляции между отсчётами входных сигналов при вели-

чине коэффициента адаптации =10
-3

 . Результаты приведены на рис.1.3. 
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 Из сравнения теоретических кривых и кривых, полученных методом компью-

терного моделирования, рисунка 1.3 можно видеть, что влияние флуктуаций весово-

го вектора на мощность выходного сигнала адаптивной антенны зависит от уровня 

коррелированности отсчётов входных сигналов. При r0.735 на выходе адаптивной 

антенны имеет место мощность сигнала, большая минимальной мощности (эффект 

рассогласования), при r>0.735 имеет место эффект “перекомпенсации” – выходная 

мощность сигнала адаптивной антенной решётки становится меньше минимальной 

мощности, полученной без учёта флуктуаций весового вектора. Конечное время 

усреднения при получении значений “перекомпенсации” мощности и наличие в 

адаптивной антенной решётке собственного шума приводит к некоторым различиям 

между теоретическими и экспериментальными данными. 

 На рис. 1.4 и рис. 1.5 приведены результаты теоретического и модельного 

(при компьютерном моделировании) измерения мощности на выходе адаптивной 

антенной решётки в зависимости от коэффициента адаптации  для различных ко-

эффициентов корреляции между отсчётами r. 

 Из рисунков можно видеть, что в случае высокой коррелированности отсчё-

тов входных сигналов (r=0.9, рис. 1.4) имеет место достаточно хорошее согласование 

теоретических результатов и результатов, полученных путём компьютерного моде-

лирования. В случае входных сигналов с некоррелированными отсчётами (r=0, рис. 

1.5) расхождение между теорией и компьютерным моделированием может быть объ-

яснено тем, что выражение (1.4.11) рассчитывалось в первом борновском приближе-

нии. При больших  следует учитывать приближения более высокого порядка. 

 Таким образом, проведённое исследование подтвердило теоретические ре-

зультаты статьи [65] и показало, что в адаптивных антеннах, настраивающихся по 

градиентным алгоритмам, из-за флуктуаций весового  вектора может наблюдаться 

как увеличение мощности выходного сигнала, так и её уменьшение. 
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Рис. 1.3. Зависимость «перекомпенсации» мощности вы-

ходного сигнала ААР  от коэффициента корреляции 

между отсчётами входных сигналов  

(1 – теория, 2 – компьютерное моделирование). 
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Рис. 1.5 

 

 

Рис. 1.4 
 

Зависимость «перекомпенсации» мощности выход-

ного сигнала от коэффициента адаптации  при раз-

личных коэффициентах корреляции  

между отсчётами входных сигналов 

(1 – теория, 2 – компьютерное моделирование). 
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1.5. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ И МОДЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СПЕКТРАЛЬ-

НЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ВЫХОДНОГО СИГНАЛА ААР [107,116]. 

 Рассмотрим влияние флуктуаций весовых коэффициентов на спектральные 

характеристики сигнала на выходе адаптивной антенной решётки. Спектральная 

плотность мощности (СПМ) дискретного по времени выходного сигнала определя-

ется формулой [17]: 

n

n
ZZ znKS 





  )()(         (1.5.1) 

 Чтобы получить выражение для дискретного спектра мощности выходного 

сигнала ААР, подставим формулу корреляционной функции выходного сигнала 

адаптивной антенной решётки, полученную без упрощений, в выражение СПМ 

((1.3.5) в (1.5.1)). Тогда имеем: 
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                                                  (1.5.2) 

 Необходимо отметить, что формулу (1.5.2) можно упростить. Для этого 

учтём, что 0)( 
SS

Sp PR  (это следует из выполнения равенств (1.2.20)). Тогда выра-

жение для спектральной плотности мощности выходного сигнала адаптивной антен-

ной решётки может быть записано в виде: 
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(1.5.3) 

 Проанализируем формулу (1.5.3) в случае воздействия на антенную решётку 

мощной, узкополосной, по сравнению с полезным сигналом, помехи. В этом случае 

Srr  , и выражение (1.5.3) для СПМ выходного сигнала ААР можно несколько 

упростить и записать следующим образом: 
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  (1.5.4) 

 Из формулы (1.5.4) видно, что флуктуации вектора весовых коэффициентов 

при воздействии на ААР мощной помехи приводят к искажениям СПМ выходного 

сигнала адаптивной антенной решётки. Необходимо отметить, что искажаются как 

полезный, так и помеховый сигналы на выходе адаптивной антенны. 

 Вернёмся к выражению (1.3.7), полученному для случая воздействия на адап-

тивную антенную решётку мощной, узкополосной по сравнению с сигналом, помехи 

( Srr  ): 
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Первое слагаемое в данной формуле соответствует помеховому сигналу: 
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второе слагаемое представляет собой корреляционную функцию полезного сигнала 

на выходе адаптивной антенной решётки: 
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данной функции соответствует следующий дискретный спектр мощности: 
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 Из формул (1.5.6), (1.5.7) видно, что эффект” “перекомпенсации” (уменьше-

ние мощности выходного сигнала адаптивной антенной решётки по сравнению с 

мощностью полезного сигнала) приводит к появлению провала в спектральной 

плотности мощности полезного сигнала на частотах действия мощных помех. Необ-

ходимо отметить, что именно такой характер искажений СПМ полезного сигнала 

экспериментально наблюдался в работах [62-64]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Моделировалась (на языке Visual Basic 3.0) узкополосная  ААР с однократ-

ным линейным ограничением на диаграмму направленности в направлении полезно-

го сигнала, имеющая семь элементов. Весовые коэффициенты адаптивной антенной 

решётки настраивались по дискретному градиентному алгоритму с проекционной 

матрицей:  qqWW
N

1
IP . В качестве входного сигнала на антенную решётку пода-

валась сумма полезного сигнала и одной помехи. Полезный сигнал приходил с 

направления, нормального к плоскости решётки. Помеха приходила под углом 45 к 

нормали решётки. Отсчёты комплексных огибающих полезного сигнала и помехи 

формировались из гауссовского белого шума с помощью рекурсивных фильтров. 

Данные фильтры позволяли задавать разные коэффициенты автокорреляции между 

отсчётами как полезного сигнала, так и помехи. Мощность помехи была в 100 раз 

(на 20 дБ) больше мощности полезного сигнала. В адаптивной антенной решётке 

присутствовал также собственный шум (комплексный белый гауссовский шум). Его 

мощность составляла 0.1 (-10 дБ) от мощности полезного сигнала. 

 Стационарный вектор весовых коэффициентов CTW


 (оптимальный весовой 

вектор) находили путём численного итеративного решения (с точностью =10 
--10

) 

стационарного теоретического уравнения. В процессе работы адаптивной антенной 

решётки стартовыми весовыми коэффициентами для градиентного алгоритма слу-

жили численно полученные значения весового вектора. Значения СПМ  полезного 
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сигнала и выходного сигнала ААР вычислялись по полученным в компьютерном 

моделировании реализациям данных случайных процессов. Общая длина обрабаты-

ваемых реализаций равнялась 3104   времён автокорреляции помехи. Величина “пе-

рекомпенсации” спектра вычислялась на нулевой частоте комплексной амплитуды 

по формулам:  

в компьютерном эксперименте %100
)0(

)0()0(





S

ZS

S

SS
M , где )0(SS  - СПМ полезного 
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 В процессе компьютерного моделирования выяснялась зависимость значений 

«перекомпенсации» от величины коэффициента адаптации  (при rS=0, r=0.9) (см. 

рис.1.6) и от величины r  (при rS=0, =10
-3

) (см. рис.1.7). 

Из рисунков можно видеть, что величина провала в СПМ увеличивается при 

увеличении коэффициента адаптации  (ширина полос входных сигналов считается 

фиксированной). Величина провала в спектральной плотности мощности также уве-

личивается при увеличении коэффициента корреляции между отсчётами помехи r 

(уменьшении полосы помехи), при этом величина коэффициента адаптации  счита-

ется заданной, а полоса полезного сигнала rS фиксирована. Графики показывают хо-

рошее согласие между теоретическими результатами и результатами компьютерного 

моделирования. 

 В наиболее интересном для практики случае, когда векторы - фазоры помех 

не попадают в защищённое ограничениями подпространство векторов lC


 (например, 

когда источники помех находятся вне главного лепестка диаграммы направленности 

ААР), остаточная мощность помехи на выходе антенной решётки оказывается много 

меньше мощности полезного сигнала, поскольку помеха достаточно хорошо подав-

ляется уже при пространственной обработке:  

CTSSCTCTCT WWWW


RR
  .        (1.5.8) 

Поскольку первое слагаемое в формуле (1.3.7) существенно меньше второго, то «пе-

рекомпенсация» сказывается преимущественно на полезном сигнале. Таким обра-

зом, эффект “перекомпенсации” является вредным явлением, приводящим к сниже-

нию эффективности обработки сигналов в адаптивной антенной решётке. 
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Рис. 1.6. Зависимость «перекомпенсации» спек-

тральной плотности мощности выходного сигна-

ла ААР от коэффициента адаптации  

(1 – теория, 2 – компьютерное моделирование). 
 

 

Рис. 1.7. Зависимость «перекомпенсации» 

спектральной плотности мощности выходного 

сигнала ААР от величины коэффициента 

корреляции между отсчётами помехи  

(1- теория, 2 – компьютерное моделирование). 
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1.6. АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА НА ХАРАК-

ТЕРИСТИКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ РАБОТЫ ААР - ДИАГРАММУ НАПРАВ-

ЛЕННОСТИ, КОЭФФИЦИЕНТ НАПРАВЛЕННОГО ДЕЙСТВИЯ, КОЭФФИ-

ЦИЕНТ УСИЛЕНИЯ, ПОТЕРИ В ВЫХОДНОМ ОТНОШЕНИИ СИГНАЛ / 

ШУМ [108-109,116,146-147,169]. 

 

Диаграмма направленности антенны [108-109,116]. 

В классической статистической теории антенн диаграмма направленности 

(ДН) записывается в виде суммы двух слагаемых: диаграммы направленности в от-

сутствии флуктуаций фазы (или амплитуды) антенны и искажений формы диаграм-

мы, вносимых флуктуациями [2].  

 Необходимо уточнить способ измерения ДН ААР, поскольку она изменяется 

в зависимости от матрицы ограничений P, действующих помех и параметров полез-

ного сигнала. Будем считать, что пробный сигнал pnS


, с помощью которого измеря-

ется диаграмма направленности, не влияет на стационарный весовой вектор, по-

скольку имеет малую мощность. 

 Среднюю по мощности диаграмму направленности ( )cpg  , (здесь   -угол 

прихода пробного сигнала по отношению к нормали линейной антенны), можно 

представить следующим образом [49]: 


2

)()( kWSg T

pncp


 .        (1.6.1) 

Подставим в выражение (1.6.1) представление вектора весовых коэффициентов в ви-

де: 

WWW
 ~

 .         (1.6.2) 

 Тогда получим формулу для диаграммы направленности [49]: 

)()()( ~0 
Wcp ggg  ,        (1.6.3) 

здесь 

CT

T

pnpn

H

CT WSSWg


)(0  -        (1.6.4) 

- ДН адаптивной антенны без учёта флуктуаций весовых коэффициентов; 
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 -        (1.6.5)- -

- дополнительный член в диаграмме направленности, обусловленный увеличением 
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эквивалентной мощности пробного сигнала на выходе адаптивной антенны из-за мо-

дуляции его флуктуациями весового вектора [49]. 

 Запишем «флуктуационную» диаграмму направленности ААР )(~ 
W

g  для 

нашей задачи. С этой целью подставим формулу для матрицы ковариации весовых 

коэффициентов:  
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в выражение (1.6.5). Тогда, если учесть свойства проекционной матрицы P, то можно 

записать «флуктуационную» диаграмму направленности в форме: 
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.      (1.6.7) 

 Выражение (1.6.7) состоит из двух слагаемых, величина которых пропорцио-

нальна остаточной мощности на выходе ААР помехи (для первого слагаемого) и вы-

ходной мощности полезного сигнала (для второго слагаемого). В общем случае 

флуктуационная диаграмма направленности не является изотропной, поскольку её 

форма определяется модулем проекции вектора-фазора пробного сигнала на подпро-

странство ограничений. 

 

Пример. Анализ ДН для адаптивной антенной решётки с однократным линей-

ным ограничением. 

 Найдём вид флуктуационной диаграммы направленности для адаптивной ан-

тенны с однократным линейным ограничением. С этой целью преобразуем выраже-

ние (1.6.7), учитывая, что проекционная матрица для ААР с однократным линейным 

ограничением может быть записана следующим образом:  

 11

1
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N


IP .         (1.6.8) 

После преобразований получим следующее выражение (отметим, что NSS pn
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где 
U

N
j

pn

T e
U

N

U
N

SS
N

Uf 2

1

2
sin

2
sin

1
)(



 


 -  

нормированная ДН равноамплитудной антенной решётки, сфазированной на нор-

мально падающую волну (  sinU ,   - угол прихода пробного сигнала).  

 Флуктуационная ДН ААР с однократным линейным ограничением (

  25.0sin U ; 0sin  ssU  ) показана на рис. 1.8 (кривая 2). (На кривой 1 

приведена флуктуационная ДН ААР МОСШ). Из рисунка можно видеть, что для си-

стем без ограничений флуктуационная ДН является изотропной, т. е. не зависит от 

угла прихода пробного сигнала  . Из рисунка также следует, что флуктуационная 

диаграмма направленности адаптивной антенной решётки с однократным линейным 

ограничением не является изотропной. В направлении полезного сигнала она стано-

вится равной нулю из-за “жёстких” (не флуктуирующих) ограничений.  

Результаты, представленные на рисунке 1.8, хорошо согласуются с выводами 

работы [49]. В работе [49] исследуются адаптивные антенные решетки, работающие 

по градиентному алгоритму с ограничениями и имеющими в качестве переменной не 

дискретное (как в данной работе), а непрерывное время. Можно утверждать, что вы-

воды статистического анализа в отношении «флуктуационной» диаграммы направ-

ленности для дискретных адаптивных систем совпадают с выводами для систем с 

непрерывным временем.  

 На рис. 1.9 показана средняя ДН адаптивной антенной решётки с однократ-

ным линейным ограничением при учёте флуктуаций вектора весовых коэффициен-

тов (кривая 1) и без их учёта (кривая 2) в зависимости от угла прихода пробного сиг-

нала. Угол прихода помехи обозначен стрелкой. Из рисунка можно видеть, что 

флуктуационная составляющая приводит к «замазыванию» нулей средней ДН ААР с 

однократным линейным ограничением. В адаптивной антенной решётке, работаю-

щей по критерию максимизации отношения сигнал / шум и  имеющей изотропную 

диаграмму направленности, данного эффекта не наблюдается. 

Необходимо отметить, что в работе [49] также отмечается эффект «замазыва-

ния» нулей средней по мощности диаграммы направленности для ААР с непрерыв-

ным градиентным алгоритмом и однократным линейным ограничением, что свиде-

тельствует о внутреннем единстве градиентных алгоритмов с ограничениями в дис-

кретном и непрерывном времени. Этот факт заслуживает упоминания, поскольку 

статистический анализ для систем в непрерывном и дискретном времени проводится  
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Рис. 1.8. Флуктуационная диаграмма направ-

ленности ААР МОСШ (кривая 1) и ААР с од-

нократным линейным ограничением  

(кривая 2). 
 

 

Рис. 1.9. Средняя диаграмма направленности 

ААР с однократным линейным ограничением 

при учёте флуктуаций весового вектора (кривая 

1) и без их учёта (кривая 2) в зависимости от 

угла прихода пробного сигнала. 
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на основе различных математических операций – интегрирования для систем с не-

прерывным временем и суммирования бесконечных рядов для систем с дискретным 

временем. 

 

Коэффициент направленного действия антенны [146-147]. 

 Коэффициент направленного действия (КНД) антенны – это число, которое 

показывает, во сколько раз мощность излучения антенны в данном направлении 

больше мощности излучения гипотетической изотропной (ненаправленной) антен-

ны, отнесенной к единице телесного угла, при условии равенства мощностей обеих 

антенн [171]. 

 Согласно определению, коэффициент направленного действия может быть 

описан следующим выражением: 

  


 






0

2

0

sin),(

),(
4),(

ddg

g
D

cp

cp
     (1.6.10) 

 Коэффициент направленного действия – это функция углов   и  , которая 

изменяется от 0 (в направлении нулей диаграммы направленности) до своего макси-

мального значения maxD  в направлении максимума главного лепестка диаграммы 

направленности, когда ),( cpg  становится равной 1 [171]. 

 Найдем коэффициент направленного действия с учётом флуктуаций настраи-

ваемого весового вектора для адаптивной антенной решётки, настраивающейся по 

дискретному градиентному алгоритму с многократными линейными ограничениями 

на диаграмму направленности. Как было показано выше в данном разделе, средняя 

по мощности ДН, найденная при  учёте флуктуаций весового вектора, представляет 

собой сумму диаграммы направленности без учёта флуктуаций весовых коэффици-

ентов и «флуктуационной» диаграммы направленности (формулы (1.6.3) – (1.6.5), 

(1.6.7)). 

 По этой причине коэффициент направленного действия адаптивной антенны 

также будет представлять собой сумму двух слагаемых – «стационарного» и «флук-

туационного». В нашем случае КНД будет зависеть только от вертикального угла  : 

)()()( ~0 
W

DDD  .       (1.6.11) 

Здесь: 
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- КНД, который условно можно назвать найденным без учёта флуктуаций весового 

вектора. Условно потому, что «флуктуационная» ДН присутствует в знаменателе 

выражения (1.6.12). 

 «Флуктуационный» коэффициент направленного действия может быть запи-

сан в виде: 
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Выражение (1.6.13) также только условно может быть названо «флуктуационным» 

КНД, поскольку в знаменателе данной формулы присутствует диаграмма направ-

ленности, найденная без учёта флуктуаций весового вектора. 

 Учитывая, что диаграммы направленности («стационарная» и «флуктуацион-

ная») не зависят в нашем случае от угла  , проинтегрируем знаменатели выражений 

(1.6.12) и (1.6.13) по данной переменной ( 


2
2

0

 d ). Тогда коэффициент направ-

ленного действия, найденный при постоянном стационарном весовом векторе, при-

обретает вид: 
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а «флуктуационный» КНД можно записать следующим образом: 
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 Опираясь на выражения (1.6.4) и (1.6.7), запишем конкретный вид «стацио-

нарного» коэффициента направленного действия для ААР, настраивающейся по 

дискретному градиентному алгоритму. Тогда получим: 
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Из формулы «стационарного» коэффициента направленного действия видно, что 

флуктуации весового вектора уменьшают его величину, поскольку в знаменателе 

(1.6.16) присутствует дополнительное («флуктуационное») слагаемое. 

 Запишем вид «флуктуационного» КНД ААР, настраивающейся по дискрет-

ному градиентному алгоритму с многократными линейными ограничениями: 
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«Флуктуационный» коэффициент направленного действия больше нуля, поэтому 

можно думать, что флуктуации весового вектора приводят к некоторому, пропорци-

ональному величине коэффициента адаптации  , увеличению КНД. Однако необ-

ходимо отметить, что учёт флуктуаций весового вектора приводит к искажениям 

формы коэффициента направленного действия как функции угла  . Более конкрет-

но, как же именно искажается форма КНД, можно сказать, лишь рассмотрев пример, 

в котором был бы определен конкретный вид проекционной матрицы P . 

 

Пример. Адаптивная антенная решетка, максимизирующая отношение сигнал / 

шум (ААР МОСШ). 

 

 Для адаптивной антенны, максимизирующей отношение сигнал / шум, проек-

ционная матрица P  равна единичной матрице. «Флуктуационная» ДН ААР МОСШ 

имеет следующий вид: 

Ng
WW

2
~~  ,         (1.6.18) 

где 
2
~

W
  - дисперсия флуктуаций весового вектора; N  - число элементов антенны. 

Тогда: 
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   .    (1.6.19) 

 В итоге коэффициент направленного действия ААР МОСШ может быть запи-

сан следующим образом: 
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Из выражения (1.6.20) следует, что флуктуации весового вектора увеличивают чис-

литель и знаменатель КНД ААР МОСШ на постоянную величину и тем самым при-

водят к увеличению коэффициента направленного действия без искажения его зави-

симости от угла  . 

 

Коэффициент усиления адаптивной антенной решётки [146]. 

 Коэффициент усиления адаптивной антенной решетки определяется как про-

изведение коэффициента полезного действия антенны   и коэффициента направ-

ленного действия ),( D  [171]: 

),(),(  DG  .        (1.6.21) 

Коэффициент усиления определяется как число, которое показывает, во сколько раз 

мощность излучения антенны в данном направлении больше мощности излучения 

изотропной антенны, отнесённой к единице телесного угла, при условии равенства 

мощностей, подводимых к антеннам [171]. 

 Учёт флуктуаций весового вектора приведёт к тому, что коэффициент усиле-

ния адаптивной антенны будет состоять из двух слагаемых – «стационарного» 

(найденного при постоянном стационарном весовом векторе) и «флуктуационного». 

Учитывая также, что в нашем случае все характеристики зависят только от верти-

кального угла  , получаем: 

)()()()()( ~0~0 
WW

GGDDG  ,     (1.6.22) 

где )()( 00  DG  - коэффициент усиления адаптивной антенны, полученный при 

постоянном стационарном весовом векторе; 

)()( ~~ 
WW

DG  - «флуктуационный» коэффициент усиления ААР. 

 Распишем конкретный вид коэффициентов усиления адаптивной антенной 

решётки, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму с многократ-

ными линейными ограничениями. Тогда коэффициент усиления, найденный при по-

стоянном стационарном весовом векторе, может быть записан следующим образом: 
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Из формулы (6.1.23) можно видеть, что «стационарный» коэффициент усиления 

уменьшается без потери формы своей зависимости по углу   из-за флуктуаций ве-
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сового вектора, поскольку в его знаменателе присутствует «флуктуационная» диа-

грамма направленности. 

 «Флуктуационный» коэффициент усиления адаптивной антенны, настраива-

ющейся по дискретному градиентному алгоритму с многократными линейными 

ограничениями, имеет вид: 
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Из выражения (6.1.24) следует, что «флуктуационный» коэффициент усиления ан-

тенны количественно вносит вклад в общий коэффициент усиления антенны. Дан-

ный вклад имеет первый порядок малости по коэффициенту адаптации  . С первого 

взгляда, вроде бы наличие флуктуаций весового вектора в адаптивной антенне – это 

положительное явление, поскольку увеличивается коэффициент усиления ААР. Од-

нако если учесть, что коэффициент усиления есть функция угла  , то нетрудно ви-

деть, что флуктуации весового вектора приводят к «замазыванию» направлений уси-

ления адаптивной антенны. Более того, вклад флуктуаций весового вектора в общий 

коэффициент усиления уменьшен за счёт присутствия и в знаменателях выражений 

коэффициентов усиления «флуктуационного» слагаемого («флуктуационной» диа-

граммы направленности). 

 Таким образом, флуктуации весового вектора влияют на коэффициент 

направленного действия и коэффициент усиления антенны двояко: с одной стороны, 

данные коэффициенты увеличиваются из-за флуктуаций, хотя и на величину первого 

порядка малости по коэффициенту адаптации  , а с другой – «размазываются» за 

счёт «флуктуационных» слагаемых, что уменьшает направленность действия и уси-

ление адаптивной антенны. 

 

Потери в выходном отношении сигнал / шум, вызванные наличием флуктуаций ве-

сового вектора [169]. 

 Флуктуации весового вектора ухудшают качество настройки адаптивных ан-

тенных решеток и эффективность их работы. В качестве одного из возможных пока-

зателей эффективности можно использовать потери в выходном отношении сигнал / 

шум, вызванные флуктуациями: 
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- выходное отношение сигнал / шум, найденное с учетом флуктуаций весового век-

тора; 
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-       (1.6.27)  

- выходное отношение сигнал / шум, найденное без учета флуктуаций весового век-

тора. 

 Из формулы (1.6.25) можно видеть, что потери в данной записи выражаются в 

дБ. Возможны две ситуации: 

1. Если флуктуации не вносят потерь в выходное отношение сигнал / шум, то 

1
fl

opt

SNR

SNR
 . Тогда логарифм единицы равен нулю, и потери 0  . 

2. Если выходное отношение сигнал / шум, найденное с учетом флуктуаций ве-

сового вектора меньше оптимального выходного отношения сигнал / шум, то 

1
fl

opt

SNR

SNR
  и 0  . 

 

Теоретически можно было бы представить ситуацию, когда выходное отно-

шение сигнал / шум, найденное с учетом флуктуаций весового вектора больше оп-

тимального выходного отношения сигнал / шум и 1
fl

opt

SNR

SNR
 , тогда бы коэффици-

ент потерь был бы положительным 0  . Формально математически этот случай 

может иметь место, если имеют место явления «перекомпенсации» выходной мощ-

ности ААР. Однако на практике явление «перекомпенсации» искажает выделяемый 

адаптивной антенной полезный сигнал, и это ухудшает выходное отношение сиг-

нал/шум. Для этого случая формула потерь должна быть переопределена и записана 

с модулем отрицательных слагаемых. 

Используя формулу выходной мощности ААР, настраивающейся по дискрет-

ному градиентному алгоритму (1.4.12), а также учитывая, что корреляционная мат-
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рица входных сигналов адаптивной антенной решетки состоит из суммы корреляци-

онных матриц полезного сигнала, помех и собственного шума адаптивной антенны 

. .XX SS с ш  R R R R и, соответственно, мощности полезного сигнала и помех 

на выходе антенны при постоянном стационарном весовом векторе имеют вид 

2 H

S CT SS CTZ W W   R , 
2

. .( )H

CT с ш CTZ W W    R R  имеем следующее выра-

жение потерь в выходном отношении сигнал / шум ААР из-за флуктуаций весового 

вектора: 
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 На рисунке 1.10 представлена зависимость потерь в выходном отношении 

сигнал / шум от величины коэффициента адаптации  . График построен для 

адаптивной антенной решетки, настраивающейся по дискретному градиентному 

алгоритму с однократными линейными ограничениями (L=1) на диаграмму 

направленности, имеющей 7 элементов (N=7). Расстояние между элементами было 

равно половине длины волны ( / 2d  ). Для однократных ограничений матрица С 

имеет размерность [ N 1] и равна C  
 
C S1

, где S


- вектор волнового фронта по-

лезного сигнала. 

 Предполагалось, что на ААР поступают статистически независимые полез-

ный сигнал и одна помеха 0.5Sr r  . Комплексные амплитуды входных сигналов 

формировались из двух независимых источников гауссовского “белого” шума. Углы 

прихода полезного сигнала и помехи были равны соответственно  S=0
0
,   =45

0
, 

мощность помехи была в 100 раз больше мощности полезного сигнала. В каждом 

элементе ААР присутствовал также некоррелированный собственный шум, мощ-

ность которого составляла 0.1 мощности полезного сигнала. 

Из рисунка 1.10 можно видеть, что имеют место потери из-за флуктуаций ве-

сового вектора в выходном отношении сигнал / шум адаптивной антенной решетки с 

однократным линейным ограничением, настраивающейся по дискретному градиент-

ному алгоритму. Из рисунка также следует, что по мере увеличения коэффициента 
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адаптации   растут потери, вызванные наличием флуктуаций весового вектора. Та-

ким образом, в практической работе необходимо учитывать, что скорость настройки 

адаптивной антенной решетки ограничена потерями в выходном отношении сигнал / 

шум, обусловленными флуктуациями весового вектора. Чем выше коэффициент 

адаптации, тем выше скорость настройки ААР, но и выше потери в выходном отно-

шении сигнал / шум, обусловленные наличием этих флуктуаций. Конкретное значе-

ние коэффициента адаптации необходимо выбирать из той величины скорости 

настройки ААР и потерь, которые приемлемы для решения данной практической за-

дачи. 
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Рис.1.10. Потери  в выходном отношении сигнал / шум в зави-

симости от величины коэффициента адаптации . ААР с дис-

кретным градиентным алгоритмом настройки. 
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1.7. ВЫВОДЫ [116]. 
 

 Проведённое в первой главе исследование статистических характеристик 

адаптивной антенной решетки, настраивающейся по дискретному градиентному ал-

горитму с многократными линейными ограничениями на диаграмму направленно-

сти, с учетом флуктуаций весовых коэффициентов позволяет сделать следующие 

выводы: 

 

1. Статистический анализ влияния флуктуаций настраиваемого весового вектора на 

характеристики «линейных» адаптивных антенных решёток (без нелинейной 

функции в цепи корреляционной обратной связи) с дискретным градиентным ал-

горитмом настройки и различными коэффициентами автокорреляции между от-

счётами входных сигналов необходимо проводить методами теории возмущений. 

Данные методы позволяют учесть негауссовскую статистическую зависимость 

между весовым вектором и вектором входных сигналов. 

2. Учет негауссовской статистической зависимости между весовым вектором и век-

тором входных сигналов позволяет теоретически описать явления как рассогла-

сования [51], так и «перекомпенсации» [49,65,116] в статистических характери-

стиках выходного сигнала ААР с дискретным временем, наблюдающиеся при ра-

боте адаптивных антенных решёток. 

3. Учет различных значений коэффициентов автокорреляции между отсчётами по-

лезного сигнала и помех дает возможность аналитически проследить влияние 

флуктуаций весового вектора на статистические характеристики как полезной 

части выходного сигнала ААР, так и остаточной помехи на выходе адаптивной 

антенны. Это позволяет проанализировать процесс обработки сигнала в ААР и 

качество выделения адаптивной антенной решеткой полезного сигнала на фоне 

помех. 

4. Исследование мощности выходного сигнала ААР в случае входных сигналов с 

различными коэффициентами автокорреляции между отсчётами позволило про-

следить процесс пространственной фильтрации и возникающие при этом эффек-

ты во временной области. Выходная мощность адаптивной антенной решётки, 

настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму, может изменяться 

под влиянием флуктуаций весового вектора, по сравнению со значениями, полу-

ченными при постоянном стационарном (оптимальном) векторе весовых коэф-

фициентов. Исследование показало, что мощность выходного сигнала ААР уве-

личивается при некоррелированных входных сигналах (эффект рассогласования, 
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misadjustment [51]) и уменьшается при больших значениях коэффициентов авто-

корреляции между отсчётами входных сигналов (эффект «перекомпенсации») 

[49,65,116].  

5. Исследование спектральной плотности мощности выделяемого адаптивной ан-

тенной сигнала в случае входных сигналов с различными коэффициентами авто-

корреляции между отсчётами позволило проследить процесс пространственной 

фильтрации и возникающие при этом эффекты в спектральной области. Исследо-

вание показало, что флуктуации весового вектора приводят к искажениям спек-

тра выходного сигнала ААР, настраивающейся по дискретному градиентному ал-

горитму с ограничениями. Эти искажения состоят в уширении спектра выходно-

го сигнала адаптивной антенной решётки, а также в его провале на частотах дей-

ствия мощной узкополосной помехи (эффект «перекомпенсации»). 

6. Исследование корреляционной матрицы флуктуаций весового вектора в случае 

входных сигналов с различными коэффициентами автокорреляции между отсчё-

тами позволило проследить влияние коэффициентов автокорреляции полезного 

сигнала и помех на величину собственных значений данной матрицы. Анализ 

собственных значений матрицы ковариации флуктуаций весового вектора также 

показал, что флуктуации вектора весовых коэффициентов изотропны – одинако-

вы во всех направлениях в подпространстве ограничений пространства весовых 

коэффициентов. 

7. Исследование «флуктуационной» диаграммы направленности ААР в случае 

входных сигналов с различными коэффициентами автокорреляции между отсчё-

тами позволило аналитически изучить влияние величин коэффициентов автокор-

реляции полезного сигнала и помех на значения данной ДН. «Флуктуационная» 

диаграмма направленности адаптивной антенной решётки с однократным линей-

ным ограничением равна нулю в направлении ограничений (направлении прихо-

да полезного сигнала). Во всех остальных направлениях «флуктуационная» диа-

грамма направленности имеет уровень, в 20 раз меньший, чем уровень главного 

лепестка средней по мощности диаграммы направленности. 
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Глава 2. Анализ статистических характеристик адаптивных антенных решёток 

с быстрыми алгоритмами настройки на основе обращения выборочной оценки 

корреляционной матрицы входных сигналов. 

2.1. ВЫВОД ИТЕРАТИВНОГО АЛГОРИТМА ОБРАЩЕНИЯ ВЫБОРОЧНОЙ 

ОЦЕНКИ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ДЛЯ ААР С МНОГОКРАТНЫ-

МИ ЛИНЕЙНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ [113,116]. 

 Рассмотрим работу узкополосной адаптивной антенной решётки, имеющей N 

элементов, с многократными линейными ограничениями на диаграмму направлен-

ности. Функциональная схема такой ААР, настраивающейся по быстрому алгорит-

му, приведена на рис. 2.1. Из рисунка следует, что в отличие от градиентного алго-

ритма, вектор весовых коэффициентов и вектор входных сигналов проектируются в 

подпространство ограничений различными матричными операторами. Матричный 

оператор P , как и в градиентном алгоритме, осуществляет проекцию вектора весо-

вых коэффициентов в подпространство ограничений, а матричный оператор 

)ˆ( PRPP k  проектирует в это подпространство вектор входных сигналов. При этом 

данный оператор совершает операцию поворота вектора проекции для скорейшего 

достижения адаптивной антенной решёткой оптимального состояния. 

 Для дальнейшего анализа найдём другой вид оптимального весового вектора 

ААР с ограничениями, эквивалентный тому, что приведён в первой главе (1.1.11). 

Необходимо отметить, что вектор весовых коэффициентов может быть представлен 

в виде суммы двух слагаемых двумя способами: 

VWW q


 ,          (2.1.1) 

VWW q


P ,         (2.1.2) 

из (2.1.1) и (2.1.2) следует, что вектор V


 является проекцией вектора весовых коэф-

фициентов в подпространство ограничений, а 
qW


 - есть проекция вектора весовых 

коэффициентов в подпространство, дополнительное к подпространству ограниче-

ний. Представления (2.1.1) и (2.1.2) эквивалентны, поскольку для обоих равенств 

выполняются соотношения: qWWVW


 DPP ; . Такая запись весового вектора со-

держит в себе уравнение ограничений, поскольку при умножении обеих частей дан-

ных равенств слева на матрицу ограничений H
C , получим после преобразований 

уравнение ограничений. 
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Рис. 2.1.Схема адаптивной антенной решётки с ограничениями, настраивающейся по ал-

горитму итеративного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы. 
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Представление вектора весовых коэффициентов в виде (2.1.2) позволяет свести зада-

чу минимизации выходной мощности антенной решётки с ограничениями к эквива-

лентной задаче без ограничений, т.е. к задаче минимизации выходной мощности 

адаптивной антенной решётки следующего вида: 

min)()(  VWVWWW qxx
H

qxx
H 

PRPR .     (2.1.3) 

Чтобы найти оптимальный вектор весовых коэффициентов, запишем более подробно 

формулу (2.1.3): 

qxx

H

xx

H

qxx

H

qxx

H

q

qxx

H

qxx

H

WVVWVVWW

VWVWWWkZ




PRPRPPRR

PRPR



 )()()(2

.    (2.1.4) 

Получим минимальное значение выходной мощности (2.1.4). 

 Пусть 
n)(  - есть n-ый элемент комплексного вектора )( . Частные производ-

ные от мощности  )(2 kZ  по 
nV  c cоответствующими реальной и мнимой частями 

могут быть записаны в виде: 

nqxxnxx

n

WV
V

Z
)Re(2)Re(2

)(Re

2


PRPPR 





     (2.1.5) 

nqxxnxx

n

WV
V

Z
)Im(2)Im(2

)(Im

2


PRPPR 





     (2.1.6) 

 Приравнивая формулы (2.1.5) и (2.1.6) к нулю, имеем: 

qxxxx WV


PRPPR  .         (2.1.7) 

С помощью операции обращения матрицы это уравнение не может быть решено, по-

скольку матрица PPR xx
 - сингулярная. Она имеет, как минимум, одно нулевое соб-

ственное число с некоторым собственным вектором iC


. Однако, можно использо-

вать операцию псевдообращения PPR xx , чтобы получить общее решение. Для этой 

цели умножим левую и правую части выражения (2.1.7) на псевдообратную матрицу 

)( PPR xx : 

1)(
ˆ

AWV qxxxx


 

PRPPR .       (2.1.8) 

 Вектор 1A


 является некоторым вектором, лежащим вне пространства ограни-

чений и представляет собой неизвестную часть решения. В адаптивной антенной 

решётке с однократным линейным ограничением для инвертируемой xxR существует 

только один такой вектор: 

qWkCkA


 11 .         (2.1.9) 
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 Необходимо отметить, что поскольку мы используем представление весового 

вектора в виде (2.1.2) и 01


AP , то вектор 1A


 не оказывает влияния на вид опти-

мального вектора весовых коэффициентов в подпространстве ограничений. По этой 

причине вектор 1A


 в случае адаптивной антенной решётки с однократным линейным 

ограничением можно не рассматривать. В итоге оптимальный весовой вектор имеет 

вид [18]: 

qxxxxqopt WWW


PRPPR
 )( .       (2.1.10) 

Можно показать, что данное выражение для оптимального вектора весовых коэффи-

циентов эквивалентно формуле (1.1.11), представленной в главе 1 для адаптивной 

антенной решётки с ограничениями [67,172]. 

 Выведем алгоритм рекуррентного обращения выборочной оценки корреляци-

онной матрицы входных сигналов. Для этого в формуле оптимального вектора весо-

вых коэффициентов (2.1.10) заменим точное значение корреляционной матрицы 

входных сигналов 
xxR  на её оценку 

kR̂ : 

)()()1(ˆ nkXnkX T
k

n

n

k  






R ,      (2.1.11) 

где X


 - вектор входных сигналов,   - коэффициент “забывания”, уменьшает вклад в 

выборочную корреляционную матрицу более ранних по времени выборок входных 

сигналов по сравнению с более поздними. 

 Можно получить вид оптимального вектора на k-ом и (k-1) - ом шаге (при до-

статочно больших моментах времени):  

qkkq WWkW


RPPRP ˆ)ˆ()(         (2.1.12) 

qkkq WWkW


11
ˆ)ˆ()1( 



 RPPRP .      (2.1.13) 

Вычтем (2.1.12)-(2.1.13): 

qkkqkk WWkWkW


RPPRPRPPRP ˆ)ˆ(ˆ)ˆ()1()( 11







  .   (2.1.14) 

Однако: 

)1()1();()(  kVWkWkVWkW qq


.     (2.1.15) 

Подставляя (2.1.15) в (2.1.14), получаем: 

qkkkk WkVkV


]ˆ)ˆ(ˆ)ˆ[()1()( 11 RPPRPRPPRP






  .    (2.1.16) 

Для преобразования формулы (2.1.16) нам потребуется выражение для рекуррентно-

го обращения (псевдоинвертирования) матрицы PRP k
ˆ . Получим её. Из выражения 
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(2.1.11) следует, что рекурсивная запись выборочной корреляционной матрицы мо-

жет быть представлена в виде: 

)()()1(ˆˆ
1 kXkX T

kk




   RR .      (2.1.17) 

Тогда )ˆ( PRP k
 запишется так: 





  ))()()1(ˆ()ˆ( 1 PPPRPPRP kXkX T

kk


      (2.1.18) 

 Делая в (2.1.18) замену переменных )(1 kX 


(k)x , получим следующее 

представление матрицы )ˆ( PRP k
: 





  ))()(ˆ()ˆ( 1 PPPRPPRP kxkx H

kk


 .      (2.1.19) 

 Чтобы преобразовать формулу (2.1.19) используем тождество [18]: 

PPPDPAPPPPPAP
1)()(   HH xxxx


,     (2.1.20) 

где A  - некоторая квадратная NN   матрица. 

 Тогда выражение (2.1.19) запишется в виде: 

PPPDPRPPPRP
1

1 ))()(ˆ()ˆ( 



  kxkx H

kk


 .     (2.1.21) 

Если учесть ещё одно тождество [18], то правую часть (2.1.21) можно упростить: 

XX

XX
XX

H

H
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11
11

1
)(









B

BB
BB ,       (2.1.22) 

где B - невырожденная квадратная матрица. 

 Обозначим через DPRPB  1
ˆ

k  и подставим (2.1.22) в (2.1.21). В итоге 

получим: 

)())((1

))(()()(
)ˆ(

1

11
1

kxkx

kxkx
H

H

k 



PPB

PPBPPB
PPBPRP







 .     (2.1.23) 

 Чтобы ещё более упростить рекуррентную формулу для матрицы )ˆ( PRP k
 

(2.1.23) воспользуемся ещё одним тождеством [18]: 

PPBPDPAPPPAP
11)()(   ,  

где DPAPB  .         (2.1.24) 

Кроме того, вынесем в (2.1.23) коэффициент   из под знака псевдообращения и пе-

рейдём к исходным переменным. Тогда формула (2.1.23) примет следующий вид: 

)()ˆ()(
1

1

)ˆ()()()ˆ(
1

)ˆ(
1

)ˆ(
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1

kXkX

kXkX
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PPRPP

PRPPPPRP

PRPPRP









.  (2.1.25) 
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 Вернёмся к выводу алгоритма обращения выборочной корреляционной мат-

рицы и найдём вид 
kk RPPRP ˆ)ˆ(  , чтобы преобразовать выражение (2.1.16). Для это-

го подставим в 
kk RPPRP ˆ)ˆ(   формулы (2.1.17) и (2.1.25): 
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                     (2.1.26) 
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,  

где )()ˆ()(
1

1 1 kXkX k
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PPRPP




 .     (2.1.27) 

 Последнее слагаемое выражения (2.1.26) имеет второй порядок малости по 

сравнению с остальными величинами, входящими в формулу, поэтому мы им прене-

брегаем. Подставим оставшиеся слагаемые выражения (2.1.26) в (2.1.16) и преобра-

зуем полученную формулу: 

qkk
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.    (2.1.28) 

 Упростим выражение (2.1.28). Для этих целей представим вектор 
qW


 следу-

ющим образом: 

)1()1(  kVkWWq


P .        (2.1.29) 

 Подставляя (2.1.29) в (2.1.28), имеем: 

)1()ˆ()ˆ()()()ˆ(
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   (2.1.30) 

 При больших k 0ˆ
11


 kk WRP , а PPRPPRP 



 )ˆ()ˆ( 11 kk , тогда: 
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PPPRP

PPRP

.   (2.1.31) 

 Представляя   в числителе формулы (2.1.31) в явном виде (2.1.27), получаем: 
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.  (2.1.32) 

 Второе слагаемое правой части выражения (2.1.32), имеет второй порядок ма-

лости по сравнению с остальными слагаемыми, по этой причине мы им пренебрега-

ем. Кроме того, 1 , и поэтому 






1

1
. Необходимо отметить, что при боль-

ших k : 

  )ˆ()ˆ( 1 PRPPRP kk
. В итоге формула (2.1.32) приобретает свой оконча-

тельный вид: 

)1()()()ˆ)(1()1()(   kWkXkXkVkV T

k


PPRP . 

 Запишем теперь полный вид алгоритма рекуррентного обращения выбороч-

ной оценки корреляционной матрицы входных сигналов: 

)()( kVWkW q


P          (2.1.33) 

)1()()()ˆ)(1()1()(   kWkXkXkVkV T

k


PPRP     (2.1.34) 

)()()1(1

)()()1(
)ˆ(

kXkX

kXkX
T

T

k 







 



PQP

PQQP
QPRP




,      (2.1.35) 

где 

 )ˆ(
1

1PRPQ k


.        (2.1.36) 

В следующих разделах данной главы будут найдены статистические характеристики 

адаптивной антенной решётки, настраивающейся по данному алгоритму, с учётом 

флуктуаций вектора весовых коэффициентов. 
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2.2. СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ХАРАКТЕРИСТИК ААР С БЫСТРЫМ 

ИТЕРАТИВНЫМ АЛГОРИТМОМ НАСТРОЙКИ [115,116]. 

N - мерное уравнение настройки весового вектора W


 адаптивных антенных 

решёток, работающих по алгоритму рекуррентного обращения выборочной оценки 

ковариационной матрицы входных сигналов с ограничениями, в дискретном време-

ни имеет вид [18]: 

q
T

k WkWkXkXkVPkW


  )}()1()1()ˆ()1()({)1( *
PPRP . (2.2.1) 

Указанный алгоритм отличается от градиентного алгоритма наличием матричного 

коэффициента адаптации  )ˆ()1( PRP k , который позволяет осуществлять пово-

рот вектора градиента в подпространстве ограничений для скорейшего достижения 

ААР своего оптимального состояния. 

 Чтобы проанализировать выражение (2.2.1) воспользуемся формулами первой 

главы (1.2.4), которые позволяют представить весовой вектор W


 и стохастическую 

матрицу входных сигналов )()( kXkX T


  в виде сумм их средних значений и флукту-

ационных составляющих. 

 Найдём уравнение для среднего значения весового вектора W


 в прибли-

жении, что constxxk   )()ˆ( PPRPRP . Для этого усредним (2.2.1) и используем 

обозначения (1.2.4): 

qWxxxx WkWkVkW


  })({)()1()1()1( PRPPRPP  . (2.2.2) 

Мы предположили выше, что оценку псевдообратной корреляционной матрицы 

входных сигналов при анализе можно заменить на истинное значение псевдообрат-

ной матрицы. Это предположение справедливо при малых флуктуациях и достаточ-

но больших моментах времени k , когда адаптивная антенна находится в стационар-

ном состоянии. Именно стационарное состояние и изучается в данной работе на 

предмет выявления влияния флуктуаций вектора весовых коэффициентов. 

 Чтобы определить стационарное среднее значение весового вектора 

 )(kWWCT


 и других статистических характеристик адаптивной антенны вос-

пользуемся методом возмущений по параметру (1-). Будем полагать его малым ((1-

)<<1). В качестве нулевого приближения возьмём среднее значение весового век-

тора 00 WW


 , которое получается из усреднения уравнения (2.2.1) в приближе-

нии "прямого размыкания" всех смешанных моментов: 

qxxxx WkWkVkW


  )()()1()1()1( 000 PRPPRPP  .   (2.2.3) 
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В этом приближении мы пренебрегаем флуктуациями вектора весовых коэффициен-

тов, считая )()()( 00 kWkWkW


 . В нулевом приближении стационарное значе-

ние вектора весовых коэффициентов будет удовлетворять уравнению: 

qxxxx WWW


 

00 ))(1( PRPPRD  .      (2.2.4) 

Решение уравнения (2.2.4) может быть записано в виде: 

qxxxxqCT WWW


PRPPR
 )(0

.       (2.2.5) 

 Для адаптивной антенной решётки с однократным линейным ограничением 

на диаграмму направленности решение (2.2.5) записывается следующим образом: 
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1

0

1

)(

,       (2.2.6) 

где 1,   - мощности соответственно помехи и собственного шума адаптивной ан-

тенны, 


- вектор - фазор помехи. 

 Получим уравнение для вектора поправки )()()( 0 kWkWkW


  к нулевому 

приближению. Для этой цели введём вектор поправки для V


: )()()( 0 kVkVkV


 , 

и после этого вычтем (2.2.3) из (2.2.1). Учтём также, что )()( kVkW  


P , 

)()( kVkW  


PP . Тогда после преобразований имеем: 

)]}()1(
~

)([))(1()({)1( kWkkWkWkW xxxx


 



 ФRPPPRP  .  (2.2.7) 

Поскольку в установившемся режиме настройка адаптивной антенной решёт-

ки и флуктуации вектора весовых коэффициентов происходят в подпространстве 

ограничений и матрицу 
xxPR  в (2.2.4) можно заменить на эквивалентную эрмитов-

скую PPR xx , то для дальнейшего анализа перейдём в Q  - матричное представле-

ние, диагонализирующее эрмитовскую матрицу PPR xx .  

В Q  - матричном представлении алгоритм настройки вектора весовых коэф-

фициентов приобретает вид: 

),()1(
~

)()1()(ˆ)1( 1 kWkkYkY xx


 

ФPPPRQ     (2.2.8) 

где Y


 - вектор поправки вQ  - матричном представлении; 

PQPRQ xx

1 ,         (2.2.9) 
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Стационарное решение уравнения (2.2.8) имеет вид: 






 
0

0

1 )],()[1(
~

)(~)1()1(
n

xx

n nkYWnkkY


QФPPPRQ   (2.2.10) 

где  - коэффициент, определяющий скорость забывания корреляционной функцией 

предыдущих отсчётов сигналов. 

Итерируя уравнение (2.2.10), можно построить ряд теории возмущений по 

малому параметру (1-)<<1 [28,65,170]. Тогда вектор )(kY


 и соответствующий ему 

вектор поправки )()( kYkW


Q  можно записать следующим образом:  

...,321  YYYY


         (2.2.11) 

. kWkWkWkYkW ...)()()()()( 321  


Q      (2.2.12) 

Члены ряда (2.2.11) соответственно будут равны: 
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QФPPPRQ . 

 Чтобы вычислить средние значения членов ряда поправок (2.2.13) предполо-

жим, что исследуемая адаптивная антенна является узкополосной, т.е. корреляцион-

ная матрица входных сигналов может быть представлена в виде произведения про-

странственной и временной частей, как и в первой главе. 

 Ряд поправок (2.2.13) даёт возможность вычислять различные статистические 

характеристики с учётом флуктуаций вектора весовых коэффициентов с любой сте-

пенью точности. Однако, все поправки, начиная со второй, могут не учитываться 

при анализе, поскольку имеют следующий порядок малости по отношению к первой 

поправке. В силу этого будем находить статистические характеристики в первом, так 

называемом, борновском, приближении. 
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2.3 КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА 

ААР [115,116]. 

 Найдём корреляционную функцию выходного сигнала ААР с быстрым ре-

куррентным алгоритмом настройки, с учётом флуктуаций вектора весовых коэффи-

циентов. В первой главе было предположено, что входной сигнал )(kX


 является 

комплексным гауссовским, случайным вектором и имеет место негауссовская стати-

стическая зависимость между флуктуациями весового вектора и вектором входных 

сигналов. В этих предположениях был получен общий вид корреляционной функции 

(1.3.1): 
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 С помощью метода возмущений по малому параметру (1-), можно с учётом 

флуктуаций вектора весовых коэффициентов найти в первом борновском приближе-

нии выражения для слагаемых, входящих в данную формулу: 
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  (2.3.2) 

 Подставляя формулы (2.3.1), (2.3.2) в выражение (1.3.1) и проводя преобразо-

вания, получим формулу корреляционной функции выходного сигнала антенной 

решётки, настраивающейся по быстрому алгоритму, в стационарном режиме работы: 
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 Из (2.3.3) можно видеть, что флуктуации вектора весовых коэффициентов 

приводят к искажениям выходного сигнала ААР и его корреляционной функции. 

Сравнение данного выражения с соответствующей формулой, полученной для ан-

тенной решётки с градиентным алгоритмом настройки, показывает, что отличия 

определяются величинами коэффициентов адаптации   и )1(   обоих алгоритмов, 

а также значениями )( PRSp  и ))(( PRPPR


xxSp , и носят, скорее количествен-

ный, чем качественный, характер. 

 Для наглядности проанализируем формулу (2.3.3) в случае воздействия на 

антенную решётку мощной узкополосной по сравнению с полезным сигналом, по-

мехи ( Srr  ). При выполнении условия узкополосности имеем: 
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 Из выражения (2.3.4) следует, что в адаптивной антенной решётке с быстрым 

рекуррентным алгоритмом настройки воздействие мощной помехи приводит к иска-

жениям корреляционных характеристик выходного сигнала. Это явление в первой 

главе было названо эффектом «перекомпенсации». Обсуждение данного эффекта 

проведём позднее, в разделе о спектральных характеристиках выходного сигнала 

адаптивной антенной решётки. Непосредственно ниже рассмотрим одномоментные 

статистические характеристики ААР, настраивающейся по быстрому рекуррентному 

алгоритму. 

 Необходимо отметить, что в процессе вычисления средних значений, в кото-

рые входят кратные суммы, использовалось предположение о малости времени кор-

реляции входных сигналов по сравнению со временем релаксации системы. Запишем 

данное условие в несколько видоизмененной форме: 
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Данное выражение представляет собой достаточное условие применимости методов 

теории возмущений для анализа влияния флуктуаций на статистические характери-

стики ААР с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки. Оно накладывает огра-

ничения на величину параметров , r . 
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2.4. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ И МОДЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОМО-

МЕНТНЫХ СТАТИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ААР [108,114,115,116]. 

 Найдём корреляционную матрицу флуктуаций вектора весовых коэффициен-

тов   T

W
WWK
 ~~

~  и суммарную мощность выходного сигнала ААР CTZ 
2

. 

 В совпадающие моменты времени матрицу ковариации весового вектора в 

первом (борновском) приближении можно представить следующим образом [49,65]: 

.)()()(
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),( 11~
TTT

W
mYmYmWmWmmK QQ  


    (2.4.1) 

Для получения формулы, описывающей матрицу 
W

K ~ , подставим выражение для 

первой поправки к вектору весовых коэффициентов (2.2.13) в (2.4.1). В итоге после 

преобразований получим окончательный вид корреляционной матрицы флуктуаций 

вектора весовых коэффициентов: 
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 Из формулы (2.4.2) следует, флуктуации в адаптивной антенной решётке, 

настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, не являются изотропны-

ми. Их величина определяется собственными числами матрицы 
 ])[( PPR xx , а 

направления – ориентацией собственных векторов данной матрицы. Неизотропность 

флуктуаций в пространстве весовых коэффициентов составляет одно из отличий 

быстрого рекуррентного алгоритма от дискретного градиентного.  

 Cуммарная мощность флуктуаций весовых коэффициентов адаптивной ан-

тенной решётки находится по формуле: 
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 Необходимо отметить, что из–за проблем с определением )])([( 
PPR xxSp  

для произвольной ААР с многократными линейными ограничениями в общем случае 

нахождение вида )( ~
W

KSp  затруднено. Однако в случае антенной решётки с одно-

кратным линейным ограничением )])([( 
PPR xxSp  легко находится: 
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где   - мощность помехи, а 1  - мощность собственного шума ААР, 

  SinU  - угол прихода помехи. 

 Конкретный вид суммарной мощности флуктуаций вектора весовых коэффи-

циентов для адаптивной антенной решётки с однократным линейным ограничением 

на ДН легко получить, если подставить (2.4.4) в (2.4.3): 

])(1[1

])(1)[2()1(
1

1

1
 

1

1
  )1(

2

1
)(

2

1

2

1

1

22

2

2

~





































UfN

UfNNN

Z
rr

rr
Z

r

r
KSp S

S

S

W































.   (2.4.5) 

Сравним данное выражение с общей формулой для )( ~
W

KSp . Эта формула была 

найдена в первой главе для адаптивной антенной решётки, настраивающейся по гра-

диентному алгоритму. Сравнение показывает, что вид суммарной мощности флукту-

аций вектора весовых коэффициентов ААР, настраивающейся по быстрому рекур-

рентному алгоритму, существенно усложняется. В нём появляется явная зависи-

мость от мощностей помехи и собственного шума ААР, а также достаточно сложная 

функциональная зависимость от угла прихода помехи. 

 Найдём мощность выходного сигнала ААР. Согласно выражению (1.4.6), вы-

ходная мощность адаптивной антенной решётки состоит из четырёх слагаемых. Пер-

вое слагаемое есть выходная мощность без учёта флуктуаций весового вектора. 

Остальные слагаемые определяются флуктуациями вектора весовых коэффициентов. 

Они записаны в предположении негауссовской статистической зависимости между 

вектором весовых коэффициентов и вектором входных сигналов: 
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 Если положить n=0 в выражениях (2.3.1), (2.3.2), то можно найти слагаемые в 

формуле (1.4.6), учитывающие влияние флуктуаций весового вектора. В итоге име-

ем: 
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Подставляя выражения (2.4.6) и (2.4.7) в формулу (1.4.6) и проводя преобразования, 

получим окончательное выражение для выходной мощности ААР, настраивающейся 

по быстрому рекуррентному алгоритму: 
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  (2.4.8) 

Рассмотрим частный случай равных коэффициентов автокорреляции между отсчё-

тами полезного сигнала и помехи rrS  . При этом предположении выражение 

мощности выходного сигнала адаптивной антенной решётки (2.4.8) упрощается и 

принимает вид: 
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Из формулы (2.4.9) видно, что флуктуации вектора весовых коэффициентов в адап-

тивной антенной решётке, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, 

могут приводить как к увеличению мощности на выходе ААР (эффекту рассогласо-

вания, misadjustment, Уидроу [17]), так и к её уменьшению (эффекту “перекомпенса-

ции” [49,65,116]) по сравнению с величиной мощности выходного сигнала при по-

стоянном стационарном векторе весовых коэффициентов. Аналогичные эффекты 

присутствовали также в дискретном градиентном алгоритме. 

Найдём формулу выходной мощности ААР, в которой учтено условие узко-

полосности помехи по сравнению с полезным сигналом ( Srr  ). Для этого поло-

жим n=0 в выражении (2.3.4), описывающем корреляционную функцию выходного 

сигнала адаптивной антенной решётки в случае прихода на ААР мощной узкополос-

ной помехи: 
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 Ниже приведены результаты проверки формул данного раздела методом ком-

пьютерного моделирования. 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Для проверки обоснованности приближений, которые были сделаны при тео-

ретическом анализе флуктуаций вектора весовых коэффициентов адаптивной антен-

ной решётки, было проведено численное моделирование узкополосной ААР, содер-

жащей N - элементов (N=7). Эта адаптивная антенная решётка настраивалась по 

быстрому рекуррентному алгоритму (2.2.1) и имела однократное линейное ограни-

чение (L=1) на ДН. Расстояние между элементами бралось равным половине длины 

волны. Для однократных ограничений матрица С имеет размерность [ N 1] и равна 

C  
 
C S1

, где S


- вектор волнового фронта полезного сигнала. 

 Предполагалось, что на адаптивную антенну поступают статистически неза-

висимые полезный сигнал и одна помеха с некоррелированными отсчётами. Углы 

прихода полезного сигнала и помехи были равны соответственно S=0
0
,  =45

0
. 

Комплексные входные сигналы были формированы с помощью рекурсивных филь-

тров первого порядка из двух независимых источников гауссовского “белого” шума. 

Мощность помехи была в 10 раз больше мощности полезного сигнала. В адаптивной 

антенной решётке присутствовал также некоррелированный собственный шум. 

Мощность собственного шума ААР составляла 0.1 мощности полезного сигнала. 

 Чтобы проверить результаты статистического анализа, в компьютерном экс-

перименте находилась выходная мощность ААР. Определение мощности выходного 

сигнала велось в стационарном режиме работы путём усреднения по 40000 незави-

симых отсчётов. На рис. 2.2 приведён график зависимости выходной мощности 

адаптивной антенной решётки от величины коэффициента адаптации быстрого ре-

куррентного алгоритма  1R . Теоретическая зависимость описывается кривой 

(1), модельная зависимость - кривой (2). Из рисунка видно, что компьютерное моде-

лирование подтверждает гипотезу линейного роста мощности выходного сигнала 

адаптивной антенной решётки с увеличением коэффициента адаптации, возникаю-

щего при флуктуациях вектора весовых коэффициентов в ААР. Конечное время 

усреднения приводит к некоторому расхождению результатов статистического ана-

лиза и численного моделирования. 

 Для рассматриваемой с 7-ми элементной адаптивной антенной решётки была 

исследована также зависимость выходного отношения сигнал /шум 
outN

S








от вели-
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чины коэффициента адаптации R  быстрого алгоритма (рис. 2.3). Необходимо от-

метить, что при отсутствии флуктуаций в ААР ( optWW


 ) данное отношение имеет 

постоянное значение 69








outN

S
 (кривая 3) и находится по формуле 

S

S

out ZZ

Z

N

S













2

0

2

2

. Флуктуации приводят к ухудшению отношения сиг-

нал/шум на выходе адаптивной антенной решётки. Величина уменьшения зависит от 

величины коэффициента адаптации R . Теоретическое выходное отношение сигнал 

/ шум при учёте флуктуаций весовых коэффициентов (для случая, когда коэффици-

енты корреляции между отсчётами входных сигналов таковы, что отсутствует эф-

фект "перекомпенсации":  rrr S 3/1;3/1  ) может быть рассчитано с учётом 

выражений (1.4.7), (2.4.8) из формулы 
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 (кривая 1). От-

ношение сигнал/шум на выходе адаптивной антенной решётки для случая компью-

терного моделирования находилось с помощью формулы - 
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  (кривая 2). 

 Из рисунка 2.3 можно видеть, что отношение сигнал/шум на выходе ААР, 

найденное при учёте флуктуаций вектора весовых коэффициентов, резко убывает 

при увеличении коэффициента адаптации R . Выходное отношение сигнал/шум, 

рассчитанное с учётом флуктуаций вектора весовых коэффициентов, уже при 

01.0R значительно меньше (в два раза), чем отношение сигнал/шум на выходе 

адаптивной антенной решётки, найденное без учёта флуктуаций. 

 

2.5. АНАЛИЗ СПЕКТРАЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ААР [115,116]. 

 Рассмотрим влияние флуктуаций весового вектора на спектральные характе-

ристики выходного сигнала ААР, настраивающейся по быстрому рекуррентному 

алгоритму. В первой главе было показано, что спектр дискретного сигнала на выхо-

де адаптивной антенной решётки описывается выражением (1.5.1) и может быть за-

писан в виде [17]: 
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n
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Рис. 2.2. Зависимость выходной мощности ААР от 

величины коэффициента адаптации  

быстрого рекуррентного алгоритма  

(1 - теория, 2 – компьютерное моделирование). 
 

 

Рис. 2.3. Зависимость выходного отношения сиг-

нал/шум  от величины коэффициента 

адаптации  (1 – теория, 2 – компьютерное мо-

делирование, 3 – отношение сигнал/шум в случае 

отсутствия флуктуаций в антенной решётке). 
 



 90 

 Получим формулу спектральной плотности мощности выходного сигнала 

ААР. Для этого подставим формулу для корреляционной функции выходного сигна-

ла адаптивной антенной решётки (2.3.3) в выражение (1.5.1),: 


























































))(()1(
2

1
{

)1()1(

)1(

))((
1

)1(1
)1()1(

)1(

)(

2

22

2

2

22

2

























PRPPR

PRPPR

xx

S

S

S

xx

SS

S

S

SS

S

Z

Sp
rr

rr
Z

zrrz

rz

Sp
rr

r

rr

rr
Z

zrrz

rz

S

 

))(()1(
)1()1(

}))((
1

31
)1(

2

1
1

2

21

1

2

2

2
2























PRPPR

PRPPR














































xx

xx

SpZ
zr

zr

zr

zr

Sp
r

r
Z

.                           (2.5.1) 

Выражение (2.5.1) отражает влияние флуктуаций вектора весовых коэффициентов на 

спектр выходного сигнала адаптивной антенной решётки. Тем не менее, эта формула 

не является наглядной и удобной для обсуждения. По этой причине преобразуем 

формулу (2.5.1) в случае воздействия на адаптивную антенную решётку мощной, 

узкополосной, по сравнению с сигналом, помехи ( Srr  ). При этих предположе-

ниях данное выражение можно упростить, и СПМ дискретного выходного сигнала 

адаптивной антенной решётки может быть записана следующим образом: 
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 (2.5.2) 

Рассмотрим последнее слагаемое формулы (2.5.2). Оно описывает СПМ полезного 

сигнала на выходе ААР. Из данного выражения видно, что воздействие мощной по-

мехи на адаптивную антенную решётку приводит к появлению таких флуктуаций 

вектора весовых коэффициентов, которые создают «провал» в спектре полезного 

выходного сигнала на частотах действия этой помехи - эффекту «перекомпенсации». 

Необходимо отметить, что эффект «перекомпенсации» имеет место и для помехово-

го сигнала на выходе адаптивной антенной решётки. В стационарном состоянии при 

хорошей компенсации остаточная мощность помехи на выходе ААР много меньше 
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мощности полезного выходного сигнала. По этой причине влияние флуктуаций ска-

зывается, преимущественно, на полезном сигнале, что ухудшает точность настройки 

ААР. Сравним выражение (2.5.2) с аналогичной формулой (1.5.4), полученной в пер-

вой главе для градиентного алгоритма. Сравнение показывает, что отличия между 

данными формулами носят, в основном, количественный, а не качественный харак-

тер. Таким образом, в адаптивных антенных решётках, настраивающихся по обоим 

алгоритмам, могут наблюдаться как эффект рассогласования, так и эффект «пере-

компенсации». Вид эффекта зависит от характеристик входных сигналов. 

 

2.6. ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ РАБОТЫ ААР С УЧЕТОМ 

ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА - ДИАГРАММА НАПРАВЛЕННО-

СТИ, КОЭФФИЦИЕНТ НАПРАВЛЕННОГО ДЕЙСТВИЯ, КОЭФФИЦИЕНТ 

УСИЛЕНИЯ, ПОТЕРИ В ВЫХОДНОМ ОТНОШЕНИИ СИГНАЛ / ШУМ 

[108,112,116,147,150,169]. 

Диаграмма направленности антенны. 

 Рассмотрим влияние флуктуаций вектора весовых коэффициентов на ДН 

ААР, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. В первой главе бы-

ло показано, что флуктуации вектора весовых коэффициентов приводят к тому, что 

выражение средней по мощности ДН )(cpg  состоит из двух слагаемых: ДН адап-

тивной антенной решётки без учёта флуктуаций весового вектора )(0 g и флуктуа-

ционной диаграммы направленности ( )
W

g  : 

  npW

T

npCT

T

npnp

H

CTWcp SSWSSWggg


~~0 )()()( K . 

 Получим выражение флуктуационной ДН адаптивной антенной решётки, 

настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. С этой целью подставим 

формулу для 
W
~K  (2.4.2) в выражение (1.6.5), описывающее )(~ 

W
g . После преобра-

зований и учёта свойств матрицы 
 ])[( PPR xx , получим флуктуационную диаграмму 

направленности ААР с быстрым рекуррентным алгоритмом: 
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Из формулы (2.6.1) видно, что форма флуктуационной ДН определяется модулем 

некоторого вектора, полученного путём проецирования вектора – фазора пробного 

сигнала в подпространство ограничений и поворота там этой проекции на некоторый 

угол. В общем случае )(~ 
W

g  будет отличаться от флуктуационной диаграммы 
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направленности адаптивной антенной решётки, настраивающейся по градиентному 

алгоритму. Это связано с тем, что форма флуктуационной диаграммы направленно-

сти ААР с градиентным алгоритмом определяется свойствами 
2



pnS


P  - модуля про-

екции вектора – фазора пробного сигнала в подпространстве ограничений без опера-

ции поворота. 

Пример. Флуктуационная ДН ААР с однократным линейным ограничением, 

настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. 

 Если подставить в формулу (2.6.1) конкретный вид проекционной матрицы P   

для адаптивной антенной решётки с однократным линейным ограничением (1.6.8), 

то можно найти выражение флуктуационной ДН ААР, настраивающейся по алго-

ритму рекуррентного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы 

входных сигналов. Тогда получим следующую формулу: 
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 На рис. 2.4 приведён график флуктуационной ДН, вычисленной согласно вы-

ражению (2.6.2), в зависимости от угла прихода пробного сигнала  . Стрелкой ука-

зано направление, с которого поступает помеха. Из рисунка можно видеть, что 

флуктуационная диаграмма направленности адаптивной антенной решётки с одно-

кратным линейным ограничением, настраивающейся по алгоритму рекуррентного 

обращения выборочной оценки корреляционной матрицы входных сигналов, не яв-

ляется изотропной: она имеет минимальное значение в направлении помехи и равна 

нулю в направлении прихода полезного сигнала. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Было проведено численное моделирование узкополосной ААР, имеющей  N - 

элементов (N=7), с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки (2.2.7). Данная 

адаптивная антенная решётка имела однократные линейные ограничения (L=1) на 

ДН. Расстояние между элементами было равно половине длины волны. Для одно-

кратных ограничений матрица С имеет размерность [ N 1] и равна C  
 
C S1

, где 

S


- вектор волнового фронта полезного сигнала. 
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 Предполагалось, что на адаптивную антенну поступают статистически неза-

висимые полезный сигнал и одна помеха с некоррелированными отсчётами. Углы 

прихода полезного сигнала и помехи были равны соответственно S=0
0
,  =45

0
. 

Комплексные входные сигналы были формированы с помощью рекурсивных филь-

тров первого порядка из двух независимых источников гауссовского “белого” шума. 

Мощность помехи была в 10 раз больше мощности полезного сигнала. В адаптивной 

антенной решётке присутствовал также некоррелированный собственный шум. 

Мощность собственного шума ААР составляла 0.1 мощности полезного сигнала. 

Коэффициент "забывания" принимался равным 99.0 . 

 Определение статистических характеристик адаптивной антенной решетки 

при компьютерном моделировании велось в стационарном режиме работы путём 

усреднения по 40000 независимых отсчетов. В процессе компьютерного моделиро-

вания находилась флуктуационная ДН ААР (рис. 2.5).  

На рисунке 2.5 теоретическая зависимость представлена кривой 1, результаты 

компьютерного моделирования показаны кривой 2. Стрелкой показан угол прихода 

помехи на ААР. Из рисунка можно видеть, что в направлении прихода полезного 

сигнала флуктуационная ДН равна нулю из - за наложенных на адаптивную антен-

ную решётку ограничений, а в направлении помехового сигнала - имеет минималь-

ное значение. Из рисунка 2.5 также видно, что диаграмма направленности,  получен-

ная при компьютерном моделировании, хорошо согласуется с ДН, найденной в ре-

зультате статистического анализа. 

Коэффициент направленного действия антенны. 

 Найдём коэффициент направленного действия с учётом флуктуаций весового 

вектора адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму рекуррент-

ного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы входных сигналов. 

Согласно результатам, полученным в предыдущей главе, общий вид коэффициента 

направленного действия можно записать следующим образом: 

 











0

~0

~0

sin))()((

)(2)(2
)(

dgg

gg
D

W

W
.     (2.6.3) 

Из выражения (2.6.3) видно, что коэффициент направленного действия адаптивной 

антенны представляет собой сумму двух слагаемых: полученного при постоянном 

стационарном весовом векторе и «флуктуационного» слагаемого. 
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Рис. 2.4. Флуктуационная диаграмма направленности ААР с 

однократным линейным ограничением, настраивающейся 

по быстрому рекуррентному алгоритму, в зависимости от 

угла прихода пробного сигнала . Стрелкой указано 

направление, с которого поступает помеха. 
 

 

 
Рис. 2.5. Флуктуационная диаграмма направленности ААР с одно-

кратным линейным ограничением, настраивающейся по быстрому 

рекуррентному алгоритму 

(1 – теория, 2 – компьютерное моделирование). 
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«Стационарный» коэффициент направленного действия для адаптивной ан-

тенной решетки, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, имеет 

вид: 

0 2
22

0 2

0

2
( )

(1 ) 1
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2 1

H T

CT np np CT
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 (2.6.4) 

В формуле (2.6.4) для простоты рассмотрен случай равенства коэффициентов авто-

корреляции между отсчётами полезного сигнала и помех rrrS   . 

 «Флуктуационный» коэффициент направленного действия ААР, настраива-

ющейся по быстрому рекуррентному алгоритму, может быть представлен в виде: 
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(2.6.5) 

 Из выражений (2.6.4) и (2.6.5) можно видеть, что флуктуации весовых коэф-

фициентов приводят, с одной стороны, к увеличению коэффициента направленного 

действия, но с другой стороны, к «размазыванию» этого направленного действия по 

направлениям угла  . 

 Для того, чтобы более наглядно представить, как же именно флуктуации ве-

сового вектора искажают форму коэффициента направленного действия, рассмотрим 

пример. 

Пример. Коэффициент направленного действия адаптивной антенной решетки 

с однократным линейным ограничением, настраивающейся по быстрому ре-

куррентному алгоритму. 

 Запишем коэффициент направленного действия с учётом флуктуаций весово-

го вектора адаптивной антенной решетки, настраивающейся по быстрому рекур-

рентному алгоритму с однократным линейным ограничением на диаграмму направ-

ленности. Тогда имеем: 
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 (2.6.6) 

Здесь: 

CT
T
npnp

H
CT WSSWg


0 - ДН, найденная при постоянном стационарном весовом век-

торе; 1,   - соответственно мощности помехи на входе ААР и мощность соб-

ственного шума, присутствующего в адаптивной антенне; N  - число приемных ан-

тенных элементов.   sin;sin  UU , где   и   - углы прихода пробного 

сигнала и помехи соответственно. 

 В данном примере для больше наглядности представлен случай прихода на 

адаптивную антенную решетку полезного сигнала и помех с различными коэффици-

ентами автокорреляции между отсчётами Sr  и r  соответственно. 

 Из формулы (2.6.6) можно видеть, что флуктуации весового вектора приводят 

в целом к ухудшению коэффициента направленного действия, и хотя имеет место 

его увеличение на величину, пропорциональную коэффициенту адаптации )1(  , 

тем не менее, из-за флуктуаций весового вектора страдает распределение коэффици-

ента направленного действия по углу  . 
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Коэффициент усиления адаптивной антенной решётки. 

 Найдем с учетом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов коэф-

фициент усиления адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму 

рекуррентного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы входных 

сигналов. Коэффициент усиления в данном случае представляет собой сумму двух 

слагаемых – найденного при постоянном стационарном весовом векторе и «флукту-

ационного» коэффициента усиления и имеет вид: 

2
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(2.6.7) 

Из выражения (2.6.7) следует, что флуктуации весового вектора увеличивают 

величину коэффициента усиления. Однако это увеличение имеет первый порядок 

малости по коэффициенту адаптации )1(  , а потому незначительно. С другой 

стороны, флуктуации весовых коэффициентов искажают величину коэффициента 

усиления адаптивной антенны по направлениям угла  . 

Таким образом, флуктуации весовых коэффициентов оказывают двоякое дей-

ствие на коэффициент направленного действия и коэффициент усиления адаптивной 

антенной решётки, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. С од-

ной стороны, флуктуации увеличивают значения этих коэффициентов (правда не-

значительно, на величину, даже меньшую, чем первого порядка малости по коэффи-

циенту адаптации )1(  , поскольку в знаменателе данных выражений присутству-

ет тоже «флуктуационное» слагаемое – «флуктуационная» диаграмма направленно-

сти. С другой стороны, флуктуации весового вектора вносят искажения в форму 

КНД и КУ по углу  . 

 

Потери в выходном отношении сигнал / шум, вызванные наличием флуктуаций ве-

сового вектора. 

 Флуктуации весового вектора ухудшают качество настройки адаптивных ан-

тенных решеток и эффективность их работы. В качестве одного из возможных пока-

зателей эффективности можно использовать потери в выходном отношении сигнал / 

шум, вызванные флуктуациями: 
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10 lg
fl

opt

SNR

SNR


 
    

 

        (2.6.8) 

Как отмечалось в первой главе, здесь 
flSNR  - выходное отношение сигнал / шум, 

найденное с учетом флуктуаций весового вектора; 
optSNR - выходное отношение 

сигнал / шум, найденное без учета флуктуаций весового вектора. 

Используя формулу выходной мощности ААР, настраивающейся по быстро-

му рекуррентному алгоритму (2.4.9), а также, учитывая, что корреляционная матри-

ца входных сигналов адаптивной антенной решетки состоит из суммы корреляцион-

ных матриц полезного сигнала, помех и собственного шума адаптивной антенны 

. .XX SS с ш  R R R R и, соответственно, мощности полезного сигнала и помех 

на выходе антенны при постоянном стационарном весовом векторе имеют вид 

2 H

S CT SS CTZ W W   R , 
2

. .( )H

CT с ш CTZ W W    R R  имеем следующее выра-

жение потерь в выходном отношении сигнал / шум ААР из-за флуктуаций весового 

вектора: 

. .

2

. . 2

( )
10 lg

1 1 3
( ) (( ) )

2 1

H

CT с ш CT

H H

CT с ш CT XX XX CT XX CT

W W

r
W W Sp W W

r







 

 
 

   
   

  

R R

R R PR P PR R

 (2.6.9) 

 На рисунке 2.6 представлена зависимость потерь в выходном отношении сиг-

нал / шум от величины коэффициента адаптации  . График построен для адаптив-

ной антенной решетки, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму с 

однократными линейными ограничениями (L=1) на диаграмму направленности, 

имеющей 7 элементов (N=7). Расстояние между элементами было равно половине 

длины волны ( / 2d  ). Для однократных ограничений матрица С имеет размер-

ность [ N 1] и равна C  
 
C S1

, где S


- вектор волнового фронта полезного сигна-

ла. 

 Предполагалось, что на ААР поступают статистически независимые полез-

ный сигнал и одна помеха 0.5Sr r  . Комплексные амплитуды входных сигналов 

формировались из двух независимых источников гауссовского “белого” шума. Углы 

прихода полезного сигнала и помехи были равны соответственно  S=0
0
,   =45

0
, 

мощность помехи была в 100 раз больше мощности полезного сигнала. В каждом 
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элементе ААР присутствовал также некоррелированный собственный шум, мощ-

ность которого составляла 0.1 мощности полезного сигнала. 

 Из рисунка 2.6 можно видеть, что имеют место потери из-за флуктуаций ве-

сового вектора в выходном отношении сигнал / шум адаптивной антенной решетки с 

однократным линейным ограничением, настраивающейся по быстрому рекуррент-

ному алгоритму. Из рисунка также следует, что по мере увеличения коэффициента 

адаптации   растут потери, вызванные наличием флуктуаций весового вектора, 

причем потери в выходном отношении сигнал / шум больше в ААР с дискретным 

градиентным алгоритмом (кривая ААР gr), чем в адаптивной антенне с быстрым ре-

куррентным алгоритмом настройки (кривая ААР smi).  
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Рис.2.6. Потери  в выходном отношении сигнал / шум в зави-

симости от величины коэффициента адаптации . ААР с быст-

рым рекуррентным и дискретным градиентным алгоритмом 

настройки. 
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2.7. ИССЛЕДОВАНИЕ ААР, ИСПОЛЬЗУЮЩЕЙ АЛГОРИТМ ПРЯМОГО ОБ-

РАЩЕНИЯ ВЫБОРОЧНОЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ [116]. 

 Исследованию флуктуаций вектора весовых коэффициентов посвящено до-

статочно мало работ. Тем не менее, важность изучения данного вопроса признаётся 

большинством специалистов, деятельность которых связана с адаптивными антен-

ными решётками [16-18]. В работах [67-68] была проанализирована адаптивная ан-

тенная решётка, настраивающаяся по алгоритму прямого обращения выборочной 

оценки корреляционной матрицы входных сигналов. Данная оценка корреляционной 

матрицы входных сигналов была получена на основе выборок входных данных раз-

личной длины. В статьях показано, что замена истинной корреляционной матрицы 

её оценкой приводит к уменьшению выходной мощности адаптивной антенной ре-

шётки (эффекту «перекомпенсации»). Необходимо отметить, что в работах отсут-

ствовали  результаты численного моделирования, которые бы подтвердили описан-

ные в статьях эффекты. В диссертационной работе приведены данные компьютерно-

го моделирования, подтверждающие выводы этих статей. 

Рассмотрим работу N - элементной ААР с многократными линейными огра-

ничениями на ДН. Как указывалось в начале данной главы, оптимальный вектор ве-

совых коэффициентов такой адаптивной антенной решётки, может быть представлен 

суммой двух слагаемых. Первое слагаемое принадлежит подпространству ограниче-

ний. Второе слагаемое принадлежит дополнительному подпространству: 

qxxxxqopt WWW


PRPPR
 )( .       (2.7.1) 

Истинное значение мощности на выходе адаптивной антенной решётки при опти-

мальной работе ААР можно получить, если в выражение мощности выходного сиг-

нала WWp xx

H


R  подставить формулу для оптимального вектора весовых коэффи-

циентов (2.7.1). Тогда получим: 

qxxxxxx

H

qqxx

H

q WWWWp


PRPPRRR
 )( .      (2.7.2) 

Пусть на ААР поступают статистически независимые полезный сигнал и помеха. 

Тогда корреляционная матрица входных сигналов xxR  может быть представлена в 

виде суммы сигнальной 
SS

R  и помеховой 


R  корреляционных матриц 


RRR 

SSxx
. В этом случае можно видеть, что выражение мощности на выходе 

ААР распадается на два слагаемых: 


ppp

S
 , где  

qSS

H

qS
WWp


R          (2.7.3) 
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q

H

qq

H

q
WWWWp



PRPPRRR

 )(      (2.7.4) 

соответственно сигнальная и помеховая части выходной мощности. 

 Необходимо отметить, что на практике истинное значение xxR  неизвестно и 

оценивается из данных. Предположим, что на адаптивную антенную решётку посту-

пает M  - векторов данных )(nx


, Mn ,...,2,1 . Выборочная оценка корреляционной 

матрицы 
xx

R̂  имеет вид: 





M

n

H

xx
nxnx

M 1

)()(
1

ˆ 
R .        (2.7.5) 

Введём матрицу данных )]()...2()1([ Mxxx


X . Тогда с учётом структуры входных 

сигналов, поступающих на адаптивную антенную решётку, получим, что данная 

матрица может быть представлена в виде суммы двух слагаемых: 


XXX 

SS
,         (2.7.6) 

где 
SS

X  - матрица данных полезного сигнала; 


X  - матрица данных помехи. 

Выражение (2.7.5) в матричном виде запишется следующим образом: 

][
11

ˆ HH

SS

H

SS

H

SSSS

H

xx
MM


XXXXXXXXXXR     (2.7.7) 

Из (2.7.7) можно видеть, что оценка корреляционной матрицы состоит из оценок ав-

токорреляционных матриц полезного сигнала и помехи, а также из оценок взаимных 

корреляционных матриц входных сигналов. В выражении (2.7.7) используется толь-

ко M  - выборочных векторов. По этой причине некоррелированность полезного 

сигнала и помехи не достигается. В силу этого при дальнейшем анализе необходимо 

учитывать как автокорреляционные, так и кросскорреляционные слагаемые. 

 Получим выборочную оценку весового вектора Ŵ


. Для этого подставим вы-

ражение выборочной корреляционной матрицы (2.7.7) в формулу оптимального век-

тора весовых коэффициентов (2.7.1). Тогда имеем: 

q

HH

SS

H

qqq
WWWWW


)()(ˆ)ˆ(ˆ


XXPXPXPXRPPRP
xxxx

    (2.7.8) 

 Формула для оценки мощности выходного сигнала p̂  получается при под-

становке в выражение мощности (2.7.2) выборочной оценки корреляционной матри-

цы HM XX
1  вместо её истинного значения xxR : 

])([
1

ˆ q

HHHH

qq

HH

q
WWWW

M
p


PXXPPXXPXXXX

     (2.7.9) 

 В формуле (2.7.9) оценка мощности выходного сигнала p̂  не равна сумме 

оценок сигнальной и помеховой частей выходной мощности 


pp
S ˆˆ  , получаемых из 
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(2.7.3) и (2.7.4) посредством подстановки H

SSSSSS
M XXR

1  и HM


XXR
1  (в 

(2.7.3) и (2.7.4) соответственно). Это связано с тем, что существуют также ненулевые 

кросскорреляционные слагаемые H

SS 
XX  и H

SS
XX


. 

 Оценка мощности выходного сигнала p̂  является случайной величиной. По 

этой причине она имеет свои статистические характеристики. В [65] показано, что 

полученная оценка мощности является смещённой и её среднее значение имеет вид:  

p
M

KM
pE


}ˆ{ ,         (2.7.10) 

где K  - число адаптивных степеней свободы; M  - число векторов данных (

1 KM ). Множитель MKM /)(   определяет сходимость при адаптации среднего 

значения выходной мощности как функции от M  и представляет собой потери, воз-

никающие из–за оценивания корреляционной матрицы 
xxR .  

 Таким образом, при замене корреляционной матрицы 
xxR  её оценкой среднее 

значение выходной мощности ААР уменьшается по сравнению с точным значением 

мощности выходного сигнала. Возникает эффект «перекомпенсации».  

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Моделировалась (на MatLab 4.0) 7-ми элементная узкополосная ААР с одно-

кратным линейным ограничением на ДН в направлении полезного сигнала. Расстоя-

ние между элементами ААР было равно половине длины волны входных сигналов.  

 В этом случае матрица C  имеет размерность [N1] и равна  SC


1
C , где 

}}sin7exp{},...,sin2exp{},sin{exp{
SSS

jjjS  


 - вектор - фазор полезно-

го сигнала. Весовой вектор адаптивной антенной решетки настраивался по алгорит-

му непосредственного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы, т.е. 

в выражение оптимального вектора весовых коэффициентов подставлялась выбо-

рочная оценка корреляционной матрицы входных сигналов. Выходной сигнал ААР 

находили посредством умножения массива входных данных, (на основе которого 

была получена данная выборочная оценка корреляционной матрицы), на вектор ве-

совых коэффициентов, найденный с помощью этой же оценки. 

 На ААР подавалась сумма полезного сигнала, приходящего с направления, 

нормального к плоскости решётки, и одной помехи, приходящей под углом 45

 к 

нормали решётки. Комплексные амплитуды входных сигналов формировались из 

двух независимых источников гауссовского “белого” шума. Мощность помехи была 

в 10 раз больше мощности полезного сигнала. В ААР присутствовал также соб-

ственный шум, мощность которого составляла 0.1 мощности полезного сигнала. 
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 Определение статистических характеристик адаптивной антенной решётки 

при компьютерном моделировании велось путём усреднения по ансамблю из 2000 

реализаций. Для нахождения эффектов, описанных в статье [67], длина одной реали-

зации менялась и была равна последовательно 10, 20, 50 и 100 выборкам. 

 При компьютерном моделировании определялись значения мощности выход-

ного сигнала ААР в зависимости от количества выборок входных данных. Найден-

ное  значение мощности выходного сигнала адаптивной антенной решётки  (для за-

данной длины реализации входных сигналов) является случайной величиной. Сред-

нее значение мощности на выходе антенны было получено путём усреднения значе-

ний мощности, найденных на основе ансамбля реализаций входных сигналов. 

 Полученное среднее значение мощности выходного сигнала ААР сравнива-

лось с аналитически найденным средним, представленным в выражении (2.7.10): 

p
M

KM
pE


}ˆ{ , где 

optxx

H

opt
WWp


R  - выходная мощность адаптивной антенны при 

оптимальном значении вектора весовых коэффициентов (2.7.1), полученном на ос-

нове истинного значения корреляционной матрицы. Численный расчёт оптимально-

го значения мощности выходного сигнала ААР для нашей задачи дал значение 

9718.4p . Число адаптивных степеней свободы для адаптивной антенной решётки, 

имеющей 7 элементов, равно 6171  NK . 

 График зависимости среднего значения выходной мощности ААР }ˆ{pE  от 

числа выборок входных данных M  показан на рис. 2.7. Кривая (1) представляет тео-

ретические значения мощности выходного сигнала ААР, найденные согласно выра-

жению (2.7.10). Результаты компьютерного моделирования иллюстрируются кривой 

(2). Значение мощности на выходе ААР при оптимальном векторе весовых коэффи-

циентов показано кривой (3). Из рисунка можно видеть, что при увеличении количе-

ства выборок входных сигналов мощность на выходе ААР приближается к своему 

оптимальному значению. Таким образом, достаточно хорошее согласование теоре-

тических результатов и результатов компьютерного моделирования подтверждает  

справедливость статистического анализа. 
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Рис. 2.7. Зависимость среднего значения мощности  на вы-

ходе антенной решётки от числа выборок входных данных  

(1 – теория, 2 – компьютерное моделирование, 3 - значение вы-

ходной мощности при оптимальном весовом векторе). 
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2.8. ВЫВОДЫ [116]. 

 Проведённое во второй главе исследование статистических характеристик 

адаптивной антенной решетки с алгоритмом рекуррентного обращения выборочной 

оценки корреляционной матрицы входных сигналов с учетом флуктуаций настраи-

ваемого весового вектора позволяет сделать следующие выводы: 

 

1. Статистический анализ влияния флуктуаций весовых коэффициентов на характе-

ристики адаптивных антенных решёток без нелинейной функции в цепи корре-

ляционной обратной связи с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки и 

различными коэффициентами автокорреляции между отсчётами входных сигна-

лов необходимо проводить методами теории возмущений. Данные методы поз-

воляют учесть негауссовскую статистическую зависимость между весовым век-

тором и вектором входных сигналов. 

2. Анализ статистических характеристик ААР, настраивающихся по быстрым алго-

ритмам, показал, что флуктуации вектора весовых коэффициентов приводят к 

искажениям выходного сигнала адаптивных антенных решёток, его мощности и 

спектра. Данные искажения определяются величиной коэффициентов автокорре-

ляции между отсчётами полезного сигнала и помехи. Статистический анализ 

позволил показать, что в адаптивных антенных решетках с быстрым рекуррент-

ным алгоритмом настройки, также как и в ААР с дискретным градиентным алго-

ритмом, могут иметь место из-за флуктуаций весового вектора как эффект рассо-

гласования [51], так и эффект «перекомпенсации» [49,65,116]. 

3. Исследование корреляционной матрицы флуктуаций весового вектора в случае 

входных сигналов с различными коэффициентами автокорреляции между отсчё-

тами для ААР с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки позволило про-

следить влияние коэффициентов автокорреляции полезного сигнала и помех на 

величину собственных значений данной матрицы. Исследование показало, что 

флуктуации вектора весовых коэффициентов в ААР, настраивающейся по быст-

рому рекуррентному алгоритму, неизотропны: отсутствуют в направлениях огра-

ничений, а внутри подпространства ограничений определяются величиной нену-

левых собственных чисел матрицы  ])[( PPR xx  и направлением соответствую-

щих им собственных векторов, а также значениями коэффициентов автокорреля-

ции между отсчётами полезного сигнала и помех. 

4. Исследование «флуктуационной» диаграммы направленности адаптивной антен-

ной решётки, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, в случае 
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входных сигналов с различными коэффициентами автокорреляции между отсчё-

тами позволило аналитически изучить влияние величин коэффициентов автокор-

реляции полезного сигнала и помех на значения данной ДН. Флуктуационная ДН 

адаптивной антенной решётки с однократным линейным ограничением мини-

мальна в направлении помехи и имеет нулевое значение в направлении прихода 

полезного сигнала (направлении ограничений). Величина флуктуационной диа-

граммы направленности при различных углах прихода пробного сигнала опреде-

ляется значениями коэффициентов автокорреляции между отсчетами полезного 

сигнала и помех, приходящих на адаптивную антенну. 

5. Флуктуации весовых коэффициентов приводят к ухудшению коэффициента 

направленного действия и коэффициента усиления адаптивной антенной решёт-

ки, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму – искажениям дан-

ных статистических характеристик по углу  . 

6. Флуктуации весового вектора приводят к потерям в выходном отношении сиг-

нал/шум адаптивной антенной решетки с однократным линейным ограничением, 

настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. По мере увеличения 

коэффициента адаптации   растут потери, вызванные наличием флуктуаций ве-

сового вектора. Потери в выходном отношении сигнал/шум меньше в ААР с 

быстрым рекуррентным алгоритмом, чем в адаптивной антенне с дискретным 

градиентным алгоритмом настройки. 
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Глава 3. Статистический анализ характеристик адаптивной антенной решетки, 

настраивающейся по алгоритму Хэбба. 

 Алгоритм Хэбба является классическим алгоритмом настройки 

искусственной нейронной сети (ИНС) [75,82]. Он позволяет (в зависимости от 

формы записи алгоритма) выделять самый мощный или самый слабый по мощности 

сигнал из суммы полезного сигнала и помех, поступающих на приёмные элементы 

адаптивной системы. По этой причине алгоритм Хэбба может быть использован для 

решения задач пространственной фильтрации. Другие алгоритмы настройки 

искусственной нейронной сети менее пригодны для решения задач 

пространственной фильтрации. Они могут быть более подходящими для решения 

другого класса задач – распознавания образов, задач прогнозирования и пр. [75,82]. 

Кроме того, алгоритм Хэбба не является градиентным и к тому же  имеет высокую 

степень нелинейности по весовому вектору. Весовой вектор входит в уравнение 

алгоритма в третьей степени. 

В силу этого представляет интерес разработка методов статистического  

анализа с учетом флуктуаций весового вектора адаптивных антенных решеток, 

настраивающихся по алгоритму Хэбба – классическому нейросетевому алгоритму,  

нелинейному по весовому вектору и не являющемуся градиентным. Данные методы 

представляют собой переходный этап от анализа адаптивных антенных решеток с 

градиентными алгоритмами настройки к искусственным нейронным сетям, в 

которых для настройки используются не только градиентные алгоритмы. Разработка 

методов статистического анализа ААР с алгоритмом Хэбба даёт возможность в 

дальнейшем получить методы анализа искусственных нейронных сетей с учетом 

флуктуаций весовых коэффициентов. 

   

3.1.ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДОВ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ АНАЛИЗА 

СТАТИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК АДАПТИВНОЙ АНТЕННОЙ 

РЕШЕТКИ, НАСТРАИВАЮЩЕЙСЯ ПО АЛГОРИТМУ ХЭББА [138,142]. 

Рассмотрим работу N -элементной адаптивной антенной решетки. Пусть 

настройка вектора весовых коэффициентов W  данной системы осуществляется по 

алгоритму Хэбба и в дискретном времени имеет вид: 

)]()()([)()()1( kWkykXkykWkW


  .    (3.1.1) 
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Здесь )(kX


 – вектор входных сигналов в момент времени k , )(ky  - выходной 

сигнал ААР,   - масштабный коэффициент, определяющий скорость сходимости 

алгоритма адаптации (1), ”*” - знак комплексного сопряжения. 

Данный алгоритм осуществляет успешное функционирование при выполнении 

двух уравнений ограничений [75,77,82]: 

  WWW i ,      (3.1.2) 

CconstW
N

i

i 
1

.      (3.1.3) 

Адаптивная антенная решетка, настраивающаяся по алгоритму Хэбба, будет 

выделять один полезный сигнал, а искусственная нейронная сеть с алгоритмом 

Хэбба дает возможность выделить все приходящие на её приемные элементы 

сигналы. Это становится возможным при условии, что число слоев искусственной 

нейронной сети равно числу входных сигналов. Каждый последующий слой ИНС 

выделяет следующий по мощности входной сигнал, начиная от самого мощного и 

заканчивая самым слабым по мощности сигналом, или, наоборот – от самого слабого 

по мощности сигнала к самому мощному, в зависимости от формы записи алгоритма 

Хэбба [75,82].  

 Проведём статистический анализ уравнения (3.1.1) методами теории 

возмущений, которые подробно изложены в работах [65,107]. Введём следующие 

обозначения: 

 ,  ( ) ( )XX XXW W W k k    M R Ф     (3.1.4) 

где случайный вектор весовых коэффициентов W и стохастическая матрица входных 

сигналов ( ) ( )T

XX X k X kM  представлены в виде сумм их средних значений 

, XXW  R  и флуктуационных составляющих ( ),  ( )W k kФ . 

 Найдём уравнение для среднего значения весового вектора W   вблизи 

стационарного состояния. Для этой цели усредним выражение (3.1.1), используя для 

этого обозначения (3.1.4). Тогда получим: 

2

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

TW k W k X k X k W k

y k W k





       

  
   (3.1.5) 

 Для определения стационарного среднего значения весового вектора 

( )CTW W k   и других статистических характеристик ААР воспользуемся методом 

теории возмущений по параметру  , который будем полагать малым ( 1  ). В 
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качестве нулевого приближения возьмём среднее значение весового вектора 

0 0W W   , получающееся из уравнения (3.1.5), в приближении «прямого 

размыкания» всех смешанных моментов: 

0 0 0

2

0

( 1) ( ) ( )

( ) ( )

xxW k W k W k

y k W k





   

  

R
      (3.1.6) 

 Стационарный весовой вектор в нулевом приближении будет удовлетворять 

уравнению: 

2

0 0( )xxW y k W R        (3.1.7) 

Из уравнения (3.1.7) следует, что стационарный весовой вектор алгоритма Хэбба 

является собственным вектором корреляционной матрицы входных сигналов 
xxR , 

соответствующим собственному числу 
2

( )y k    данной матрицы. 

 Проведём анализ статистических характеристик адаптивной антенной 

решётки при учёте флуктуаций весовых коэффициентов. Для этого получим 

уравнение для вектора поправки к нулевому приближению: 

0( )W W k W   .      (3.1.8) 

Вычтем из формулы (3.1.1) выражение (3.1.6). Тогда получим: 

0

2 2

0

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T

xxW k W k X k X k W k W k

y k W k y k W k

 

 



     

   

R
   (3.1.9) 

Для дальнейшего преобразования выражения (3.1.8) учтём, что в стационарном 

состоянии мгновенное значение выходной мощности стремится к своему среднему 

значению: 

2 2
lim CT
k

y y


  .      (3.1.10) 

Тогда, учитывая (3.1.9), выражение (3.1.8) запишется в виде: 

2

0

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

CT

T

xx

W k W k y W k

X k X k W k W k



 

  



     

  R
.     (3.1.11) 

Учтём также, что стохастическая матрица входных сигналов имеет вид: 

( ) ( ) ( )T

XX xx xxX k X k k  M R .       

Это позволяет переписать формулу (3.1.10) следующим образом: 

2
( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

CT

xx xx

W k W k y W k

W k k W k



 

  



     

  R
 .    (3.1.12) 
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 Перейдём в Q -матричное представление, диагонализирующее 

корреляционную матрицу входных сигналов 
xxR : 

1W

 Q ; W  Q ; 
1 H
Q Q ,      (3.1.13) 

где  - вектор поправки к нулевому приближению в Q -матричном представлении. 

 Подставляя формулу (3.1.12) в выражение (3.1.11), получим вид уравнения 

для вектора поправки в Q -матричном представлении: 

2 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( )CT xxk y k k W k             I I Q    (3.1.14) 

Здесь 

1

21

0 0

0 0

0 0

xx

N









 
 
   
 
 
  

Q R Q ,      (3.1.15) 

- матрица собственных значений корреляционной матрицы входных сигналов 

xxR : 

max 1 2 minN         . 

 Решение уравнения (3.1.14) может быть записано в виде: 

1

0

0

ˆ( 1) ( ) ( )[ ( )]xx

n

k n k n W k n 






        Q Q .    (3.1.16) 

Здесь ˆ( )k - диагональная матрица, имеющая вид, представленный ниже: 

2

1

2

2

2

(1 ) 0 0

0 (1 ) 0ˆ( )

0 0 (1 )

k

CT

k

CT

k

CT N

y

y
k

y

 

 


 

    
 
    

  
 
 

     

 (3.1.17) 

 Обсудим сходимость элементов матрицы ˆ( )k при больших значениях k  (в 

стационарном режиме работы). Рассмотрим сходимость элемента матрицы 11
ˆ ( )k  и 

учтём, что 
2

1CTy    . Тогда: 

2

11 1 1 1
ˆ ( ) (1 ) (1 ) 1 1k k k

CTk y              .    (3.1.18) 

Из выражения (3.1.18) следует, что элемент 11
ˆ ( )k  при сколь угодно больших k  

будет равен единице. 
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 Рассмотрим сходимость произвольного диагонального элемента матрицы 

ˆ ( ), 1ii k i   (остальные элементы матрицы ˆ( )k , не лежащие на диагонали, равны 

нулю): 

2

1

ˆlim ( ) lim(1 )

lim(1 ( )) 0

k

ii CT i
k k

k

i
k

k y  

  

 



     

   
, т.к. 

10 ( ) 1i        (3.1.19) 

Таким образом, из формул (3.1.18) и (3.1.19) следует, что элементы матрицы ˆ( )k  

являются быстро спадающими с ростом k . Исключение составляет элемент 
11
ˆ ( )k , 

который при любых значениях k  равен единице. 

 Обобщая сказанное выше, можно видеть, что при k   матрица ˆ( )k

принимает вид: 

1 0 0

0 0 0
ˆlim ( )

0 0 0

k
k



 
 
 
 
 
 

 .      (3.1.20) 

 Ряд теории возмущений по малому параметру   ( 1  ) можно построить, 

итерируя уравнение (3.1.15). В результате вектор ( )k  и соответствующий ему 

вектор поправки ( ) ( )W k k  Q  будут представлены в виде суммы слагаемых, 

каждое из которых соответствует приближениям различного порядка: 

1 2 3      ,        (3.1.21) 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )W k k W k W k W k        Q      (3.1.22) 

Члены ряда (3.1.21) соответственно будут равны: 

1

1 0

0

ˆ( 1) ( ) ( )xx CT

n

k n k n W 






     Q       

 

1

2 1

0

2 1 1

0

0 0

ˆ( 1) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( 1)

xx

n

xx xx CT

n m

k n k n k n

n k n m k n m W

 

  






 
 

 

       

      



 

Q Q

Q Q Q

;  (3.1.23) 

1

1

0

ˆ( 1) ( ) ( ) ( )p xx p

n

k n k n k n 








       Q Q       

 Для вычисления средних значений ряда поправок (3.1.22) необходимо задать 

конкретный вид временной зависимости вектора входных сигналов. Ниже 

рассмотрим случай узкополосной антенной решётки и будем считать, что на 

приёмные элементы ААР поступают полезный сигнал и помехи с различными 
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коэффициентами автокорреляции между соседними отсчётами. Корреляционную 

функцию полезного сигнала зададим формулой: 

n

SSS

T

SS rnkSkSnkk RR   )()(),(


, 

а корреляционную функцию помех выражением: 

nT rnkknkk   RR   )()(),(


, 

где rrS ,  - коэффициенты корреляции между соседними отсчётами полезного 

сигнала и помехи соответственно. Общая корреляционная матрица входных 

сигналов, с учётом некоррелированности (между собой) полезного сигнала и помех, 

примет следующий вид: 

nn

SSSSS

T

xx rrnkknkknkXkXnkk  RRRRR   ),(),()()(),(


. 

           (3.1.24) 

 В следующих разделах данной статьи получены аналитические выражения 

для основных статистических характеристик адаптивной антенной решётки, 

настраивающейся по алгоритму Хэбба. 
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3.2 КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА 

ААР ПРИ УЧЕТЕ ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА [137-138,142]. 

 Рассмотрим влияние флуктуаций весовых коэффициентов на корреляционные 

характеристики сигнала на выходе ААР. Из формул (3.1.4) и (3.1.23) видно, что в 

первом (борновском) приближении поправка к среднему значению весового вектора 

равна нулю 
1 1( ) 0, ( ) 0k W k     , поскольку ( ) 0xx k   . Будем предпола-

гать, что вектор входных сигналов ( )X k  является комплексным гауссовским слу-

чайным вектором. 

 Корреляционная функция выходного сигнала ААР может быть записана в ви-

де [49]: 

( , ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )

H

y

T H T

H T

K m m n y m y m n

X m W m X m n W m n

W m X m X m n W m n

   

   

   

.    (3.2.1) 

Для того, чтобы учесть наличие флуктуаций в ААР, подставим в данную формулу 

выражения (3.1.4), представляющие стохастическую матрицу входных сигналов и 

весовой вектор в виде сумм их средних значений и флуктуационных составляющих. 

Тогда имеем: 

( , ) [ ] 2 ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

y yCT CT xx

H H

xx xx

K m m n K n W m m n W m n

W m m m n W m n W m m m n W m n

        

          R

. (3.2.2) 

Здесь: 

2 2

0 0[ ] ( ) ( )
n nH T

yCT CT CT s sK n W X m X m n W r y r y 

           (3.2.3) 

корреляционная функция выходного сигнала при постоянном стационарном весовом 

векторе CTW . 

 Вычислим в первом (борновском) приближении каждое слагаемое, входящее 

в формулу для корреляционной функции выходного сигнала (3.2.2). Для этого учтём, 

что в первом приближении можно считать, что 
11

~
ΨWW


Q


. Подставляя из 

формулы (3.1.23) выражение для 1  в каждое слагаемое формулы (3.2.2) и проводя 

преобразования, получаем следующие формулы для слагаемых, входящих в 

( , )yK m m n . Первое слагаемое представлено выражением (3.2.3). Второе слагаемое 

имеет вид: 
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 (3.2.4) 

Третье слагаемое может быть описано следующим образом: 

2 22
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 (3.2.5) 

Четвертое слагаемое можно представить выражением: 

2 2 2
22 3

02 2

( ) ( , ) ( )

(3 )
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   (3.2.6) 

Здесь под обозначением s   понимается, что суммирование выражения, стояще-

го под знаком суммы, производится с симметричным выражением, где коэффициен-

ты полезного сигнала sr  и помехи r  поменялись местами. 

 Суммируя приведённые слагаемые (3.2.3)-(3.2.6) и проводя преобразования, 

получаем, что выражение для корреляционной функции выходного сигнала является 

суммой трёх слагаемых: 

[ ] [ ] [ ] [ ]y s CMK n K n K n K n   ,     (3.2.7) 

где 
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 (3.2.8) 

-«сигнальная часть корреляционной функции выходного сигнала ААР; 
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 (3.2.9) 

--«помеховая» часть корреляционной функции выходного сигнала ААР; 
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 (3.2.10) 

-«смешанная» часть корреляционной функции выходного сигнала ААР. 
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 Первые два слагаемых в выражении (3.2.7) представляют собой вклад полез-

ного сигнала и помехи в корреляционную функцию выходного сигнала адаптивной 

антенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба. Из формул (3.2.8) – (3.2.9) 

можно видеть, что только первое слагаемое в первой скобке каждого выражения яв-

ляется корреляционной функцией выходного сигнала ААР при постоянном стацио-

нарном весовом векторе. Остальные слагаемые данных выражений «флуктуацион-

ные» - обусловлены флуктуациями настраиваемых весовых коэффициентов и имеют 

первый и второй порядок малости по коэффициенту адаптации  . Необходимо от-

метить, что слагаемых второго порядка малости существенно больше, чем слагае-

мых, пропорциональных коэффициенту адаптации в первой степени. 

 Появление третьего слагаемого в формуле, представляющей общий вид кор-

реляционной функции на выходе ААР с алгоритмом Хэбба (3.2.7), обусловлено не-

гауссовской статистической зависимостью между вектором весовых коэффициентов 

и вектором входных сигналов, которая приводит в процессе обработки сигналов в 

адаптивной антенне к взаимодействию «сигнальной» и «помеховой» компонент 

входного сигнала. Механизмом, передающим это взаимодействие в выходной сигнал 

ААР, служат флуктуации весового вектора. Из формулы (3.2.10) можно видеть, что 

«смешанная» часть корреляционной функции выходного сигнала является слагае-

мым второго порядка малости по коэффициенту адаптации  .  

 Таким образом, учёт флуктуаций весового вектора при анализе корреляцион-

ной функции выходного сигнала адаптивной антенной решётки, настраивающейся 

по существенно нелинейному (третьего порядка по весовому вектору) алгоритму – 

алгоритму Хэбба, в случае полезного сигнала и помехи с различными коэффициен-

тами автокорреляции между отсчётами приводит к появлению «флуктуационных» 

слагаемых в выражении выходной корреляционной функции, а также к эффекту вза-

имодействия полезного сигнала и помехи в процессе обработки сигналов в адаптив-

ной антенне. 

 Рассмотрим вид корреляционной функции выходного сигнала адаптивной ан-

тенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба, в случае прихода на неё по-

лезного сигнала и помех с одинаковыми коэффициентами автокорреляции между 

отсчётами rrr
S




. В этом случае выражение для корреляционной функции су-

щественно упрощается и приобретает следующую форму: 

3
[ ]

n n

yK n A r C r    ,        (3.2.11) 
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Здесь A  - коэффициент при первой степени временной части корреляционной мат-

рицы входных сигналов ААР: 
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,  (3.2.12) 

C  - коэффициент при третьей степени временной части корреляционной матрицы 

входных сигналов ААР: 
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 .  (3.2.13) 

 Из формул (3.2.11) – (3.2.13) следует, что в наиболее простом случае прихода 

на адаптивную антенную решётку, настраивающуюся по алгоритму Хэбба, полезно-

го сигнала и помех с одинаковыми коэффициентами автокорреляции между отсчё-

тами учёт флуктуаций настраиваемого весового вектора приводит к появлению до-

полнительных («флуктуационных») слагаемых в выражении выходной корреляци-

онной функции (все слагаемые, кроме первого, в коэффициенте A  и весь коэффици-

ент C ). Необходимо отметить, что коэффициент C  имеет отрицательные значения, 

что ещё более искажает сигнал на выходе антенны. 

 Таким образом, учёт флуктуаций весового вектора в адаптивной антенной 

решётке, настраивающейся по алгоритму Хэбба, в наиболее простом случае прихода 

на ААР полезного сигнала и помех с одинаковыми коэффициентами автокорреляции 

между отсчётами приводит к появлению дополнительных («флуктуационных») сла-

гаемых не только при первой степени временной части корреляционной матрицы 

входных сигналов 
n

r , но также и при третьей степени 
n

r
3

временной части этой 

матрицы, которая отсутстсвует в структуре входного сигнала адаптивной антенной 

решётки. 

 При вычислении средних, в которые входят кратные суммы, использовалось 

предположение о малости времени корреляции входных сигналов по сравнению со 

временем релаксации системы. Это условие в несколько видоизмененной форме 

можно записать так: 
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Данная формула накладывает ограничения на величину параметров , r  и пред-

ставляет собой достаточное условие применимости методов теории возмущений для 

анализа влияния флуктуаций на статистические характеристики адаптивной антен-

ной решетки, настраивающейся по алгоритму Хэбба. 

 Если выразить данную формулу через геометрические характеристики поме-

ховой обстановки и адаптивной антенной решетки, то она примет вид: 
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,  

где 1  - мощность выделяемого антенной сигнала. 
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3.3. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ И МОДЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОМО-

МЕНТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ААР С АЛГОРИТМОМ ХЭББА С УЧЕТОМ 

ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА [137-138,140]. 

 Получим выражение для выходной мощности ААР, настраивающейся по ал-

горитму Хэбба. Для этого положим 0n  в формулах корреляционной функции 

(3.2.7) – (3.2.10). Тогда имеем: 
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Здесь: 

2 2

0

2 2 2
2 2 2 2

2 2

2

2

2

22
{1 ( ) ( )

1 1

(1 ) (2 )
( ) ( )

(1 )(1 ) 1

(1 ) 2(1 )
(

1 1

sH H

s s CT CT ss CT CT

s s

s H Hs s
CT CT CT CT ss

s s

s s s H

CT CT ss

s s

r r
y y Sp W W Sp W W

r r r

r r r r r
Sp W W Sp W W

r r r r

r r r r r
Sp W W

r r r







 



 

 



 

 



       
 

 
  

  

  


 

R R

R R

R ) ( )}H

CT CTSp W W  R

  

2 2
2 2 2

0 2 2

2 2

2

2

2 2
2 3 2

0 2 2

1 (1 )
( ) { ( )

(1 )

1 3
( )}

(1 )

(2 )
( ) { }

(1 )

Hs s
s CT CT ss

s

s s H

CT CT

s

s s
s

s

r r
y Sp W W

r

r r r r
Sp W W

r r

r r
y

r

 











 
    



 
 




   



R

R     (3.3.2) 

-«сигнальная» часть выходной мощности; 
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R     (3.3.3) 

-«помеховая» часть выходной мощности; 
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  (3.3.4) 

-«смешанная» часть выходной мощности. 

 Из формул (3.3.1) – (3.3.4) можно видеть, что в составе выражения выходной 

мощности ААР, настраивающейся по алгоритму Хэбба, также имеется «сигнальная» 

и «помеховая» составляющие, а также составляющая, обусловленная взаимодей-

ствием полезного сигнала и помехи в процессе обработки сигналов в данной антен-

не. 

 Из выражений (3.3.2) – (3.3.3) следует, что только первое слагаемое в первой 

скобке каждой из формул представляет «сигнальную» и «помеховую» части мощно-

сти при постоянном стационарном весовом векторе. Остальные слагаемые обуслов-

лены присутствием флуктуаций весового вектора. «Флуктуационные» слагаемые в 

выражениях (3.3.2) – (3.3.3) имеют первый и второй порядок малости по коэффици-

енту адаптации  . Необходимо отметить также, что «флуктуационные» слагаемые, 

находящиеся при второй степени «сигнальной» и «помеховой» мощности, найден-

ных при постоянном стационарном весовом векторе, могут иметь отрицательные 

значения. 

 Обратимся к формуле (3.3.4). Из неё следует, что «смешанная» часть выход-

ной мощности – это выражение, появление которого обусловлено флуктуациями ве-

сового вектора. Все слагаемые данного выражения имеют второй порядок малости 
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по коэффициенту адаптации  . «Смешанная» часть выходной мощности также мо-

жет иметь отрицательные значения.  

 Наличие слагаемых в выражении выходной мощности, имеющих отрицатель-

ные значения, создаёт принципиальную возможность появления эффекта «переком-

пенсации» [49,65] на выходе адаптивной антенной решётки, настраивающейся по 

алгоритму Хэбба – ситуации, когда выходная мощность оказывается меньше мощно-

сти, найденной при постоянном стационарном весовом векторе. 

 При положительных значениях «флуктуационных» слагаемых, входящих в 

выражение выходной мощности, на выходе адаптивной антенны с алгоритмом Хэбба 

будет иметь место эффект рассогласования [17], т.е. ситуация, когда выходная мощ-

ность оказывается  больше значений мощности, найденной при постоянном стацио-

нарном весовом векторе. 

 Рассмотрим выражение выходной мощности в наиболее простом случае при-

хода на адаптивную антенную решетку, настраивающуюся по алгоритму Хэбба, 

входных сигналов с одинаковыми коэффициентами автокорреляции между отсчёта-

ми rrr
S




. Для этого необходимо положить 0n  в формуле корреляционной 

функции выходного сигнала (3.2.11). Тогда имеем: 
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  (3.3.5) 

 Из формулы (3.3.5) следует, что флуктуации весового вектора приводят к по-

явлению дополнительных слагаемых, причём знак этих слагаемых как положитель-

ный, так и отрицательный. По этой причине в ААР, настраивающейся по алгоритму 

Хэбба, выходная мощность может быть как больше, так и меньше мощности, 

найденной при постоянном стационарном весовом векторе, т.е. может иметь место 

как эффект рассогласования [17], так и эффект «перекомпенсации» [49,65]. 

 Таким образом, анализ выходной мощности при учёте флуктуаций весового 

вектора показал, что в адаптивной антенной решётке, настраивающейся по алгорит-

му Хэбба, в процессе обработки сигналов имеет место искажение выходного сигнала 

вследствие флуктуаций, что проявляет себя в появлении эффекта рассогласования 
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или эффекта «перекомпенсации» в зависимости от уровня автокоррелированности 

отсчётов полезного сигнала и помехи. 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Моделировалась N - элементная полуволновая линейная узкополосная адап-

тивная антенная решётка (N=7), работающая по алгоритму Хэбба (3.1.1). Предпола-

галось, что на ААР поступают статистически независимые два входных сигнала с 

одинаковыми коэффициентами корреляции между отсчётами 0 rrS . Углы при-

хода первого и второго сигналов были соответственно равны S=45
0
 и =0

0
. Мощ-

ность первого сигнала была в 100 раз больше мощности второго сигнала. В ААР 

присутствовал также собственный шум, мощность которого составляла 0.1  

(-10 dB) мощности второго сигнала. Нормирование значений мощностей входных 

сигналов было осуществлено относительно мощности собственного шума ААР, ко-

торая была приведена к единице. 

 Проводилось сравнение теоретически найденного относительного изменения 

величины выходной мощности адаптивной антенной решётки, настраивающейся по 

алгоритму Хэбба, 
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с соответствующим значением, полученным на основании компьютерного модели-

рования: %100

0

2

0

22







Z

ZZ
M

CT
 (рис. 3.1). 

 Определение мощности выходного сигнала ААР при компьютерном модели-

ровании велось путём усреднения по ансамблю 20000 реализаций выходного слу-

чайного процесса. Длина реализации была равна 100 дискретным временным отсче-

там. Стартовыми весовыми коэффициентами служили CTW


, определяемые формулой 

(3.1.7). Исследовалась зависимость величины M  от значения   - коэффициента 

адаптации. 
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Рис. 3.1. Зависимость относительного изменения  мощно-

сти выходного сигнала адаптивной антенной решётки  

от коэффициента адаптации . 
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Из сравнения теоретических кривых и кривых, полученных методом компью-

терного моделирования, рисунка 3.1 можно видеть, что влияние флуктуаций весовых 

коэффициентов на мощность сигнала на выходе ААР зависит от величины коэффи-

циента адаптации  . По мере роста коэффициента адаптации увеличивается вели-

чина рассогласования выходной мощности со своим значением, полученным при по-

стоянном стационарном весовом векторе. Имеет место эффект misadjustment, 

0M . Некоторые различия между теоретическими и экспериментальными данны-

ми обусловлены конечным временем усреднения при получении модельных значе-

ний мощности и наличием в ААР собственного шума. Различия между теоретиче-

скими результатами и результатами компьютерного моделирования при величинах 

коэффициента адаптации 
6

5 10 
   обусловлены несоблюдением малости пара-

метра  , по которому строился ряд теории возмущений. 

 

МАТРИЦА КОВАРИАЦИИ ВЕКТОРА ВЕСОВЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ. 

 Ковариационную матрицу флуктуаций весового вектора в стационарном ре-

жиме работы в совпадающие моменты времени в первом (борновском) приближении 

можно представить следующим образом [49,65]: 

1 1( , ) ( ) ( )T T T

W W
m m W m W m        K K Q Q .    (3.3.6) 

Используя формулы (3.1.23) для поправок к весовому вектору можно получить вид 

матрицы ковариации флуктуаций весовых коэффициентов: 

2 1 1

0 0

( , )

ˆ ˆ( ( ) ) ( )( ) ( )( ( ) )

W

T T T

XX ст ст XX

n m

k k

n k n W W k m m  
 

   

 



       

K

Q Q Q Q
. (3.3.7) 

Проводя операцию усреднения и учитывая, что адаптивная антенная решётка явля-

ется узкополосной, получаем выражение: 

2
22

2

1
( , ) ( )( )

(1 )

T H

ст ст ст XX ст стW

r r
k k y Sp W W W W

r
    

  


K R .   (3.3.8) 

 Для того, чтобы понять смысл выражения (3.3.8), вспомним, что стационар-

ным весовым вектором адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алго-

ритму Хэбба, является собственный вектор 1q  корреляционной матрицы входных 

сигналов XXR , соответствующий ее максимальному собственному числу 1 . Тогда 

формула (3.3.8) перепишется в виде: 

2
22

1 1 1 12

1
( , ) ( )( )

(1 )

T H

ст XXW

r r
k k y Sp q q q q

r
    

  


K R     (3.3.9) 
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Направление максимальных флуктуаций весового вектора определяется собствен-

ным вектором матрицы 
W

K , соответствующим её максимальному собственному 

числу. Как следует из вышеприведённого выражения, корреляционная матрица 

флуктуаций весового вектора 
W

K  прямо пропорциональна матрице 
1 1( )Hq q  , состав-

ленной на основе оптимального весового вектора 1q  антенной решётки, настраива-

ющейся по алгоритму Хэбба. По этой причине направления флуктуаций весовых ко-

эффициентов определяются собственными векторами данной матрицы.  

 Прежде, чем проанализировать направление максимальных флуктуаций весо-

вого вектора в ААР с алгоритмом Хэбба, вспомним, что оптимальный вектор 1q  

данной антенной решётки является оптимальной оценкой вектора самого мощного 

из входных сигналов 
1( )X k [75,82]. Матрица, сформированная на основе такого век-

тора, имеет единственное ненулевое собственное число, которому в качестве соб-

ственного вектора соответствует вектор 1q . Это означает, что в адаптивной антенной 

решётке с алгоритмом Хэбба флуктуации весовых коэффициентов будут максималь-

ны в направлении самого мощного из входных сигналов. 

 В разделе, приведённом ниже, рассматриваются спектральные характеристи-

ки (а именно, спектральная плотность мощности) выходного сигнала ААР с алго-

ритмом Хэбба при учёте флуктуаций весовых коэффициентов. 

 

3.4. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ МОЩНОСТИ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА 

ААР, НАСТРАИВАЮЩЕЙСЯ ПО АЛГОРИТМУ ХЭББА, ПРИ УЧЕТЕ 

ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА [140,142]. 

 Дискретный спектр мощности выходного сигнала может быть получен из вы-

ражения корреляционной функции по формуле [17]: 

( ) [ ]
n

y y

n

S K n z






   ,       (3.4.1) 

где exp{ }z j  . 

 Учитывая, что корреляционная функция выходного сигнала (3.2.7) состоит из 

трёх частей – «сигнальной», «помеховой» и «смешанной», последовательно получим 

три слагаемых, составляющих спектральную плотность мощности. Для наших целей 

удобно переписать все части корреляционной функции в виде полиномов по степе-

ням коэффициентов автокорреляции между отсчётами полезного сигнала sr  и поме-



 

 

129 

 

хи r . Тогда «сигнальная» часть корреляционной функции запишется следующим 

образом: 

3 2
[ ]

n n n n n

s s s s s s s sK n A r B r C r D r r     ,     (3.4.2) 

здесь: 
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  (3.4.3) 

-коэффициент при первой степени временной части корреляционной функции по-

лезного сигнала 
n

sr ; 

2
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0

3 2
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s s H H

CT CT ss CT CT
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Sp W W Sp W W
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R R -   (3.4.4) 

-коэффициент при первой степени временной части корреляционной функции поме-

хи 
n

r ; 

2
2 22 2

0 02 2
( ) { ( ) }

(1 )

Hs
s s CT CT ss s

s

r
C y Sp W W y

r
      


R -  (3.4.5) 

-коэффициент при третьей степени временной части корреляционной функции по-

лезного сигнала 
3 n

sr ; 



 

 

130 

 

2 2 2

0 2
( ) { } ( )

(1 )

s H

s s CT CT

s

r r
D y Sp W W

r r







    


R -   (3.4.6) 

-коэффициент при произведении второй степени временной части корреляционной 

функции полезного сигнала 
2 n

sr  и первой степени временной части корреляционной 

функции помехи 
n

r . 

 Подставляя формулы (3.4.2) – (3.4.6) в выражение дискретного спектра мощ-

ности (3.4.1), получаем следующую формулу «сигнальной» части спектральной 

плотности мощности на выходе ААР, настраивающейся по алгоритму Хэбба, с учё-

том флуктуаций весовых коэффициентов: 

22

2 2

2 26

3 6 2 2 2

11
( )

1 2 cos 1 2 cos

1 ( )1

1 2 cos 1 2( )cos ( )

s
s s s

s s

ss
s s

s s s s

rr
S A B

r r r r

r rr
C D

r r r r r r



 



 


   

     


 

     

.   (3.4.7) 

Поступая аналогичным образом, имеем следующую запись «помеховой» части кор-

реляционной функции на выходе адаптивной антенны с алгоритмом Хэбба: 

3 2
[ ]

n n n n n

s sK n A r B r Q r E r r           ,     (3.4.8) 

где коэффициенты корреляционной функции имеют вид: 
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R R -   (3.4.9) 

-коэффициент при первой степени временной части корреляционной функции по-
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2 2 2 2
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  (3.4.10) 

-коэффициент при первой степени временной части корреляционной функции поме-

хи 
n

r ; 
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R -  (3.4.11) 

-коэффициент при третьей степени временной части корреляционной функции по-

мехи 
3 n

r ; 

2 2 2
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s H
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r r
E y Sp W W

r r



 



    


R -   (3.4.12) 

-коэффициент при произведении первой степени временной части корреляционной 

функции полезного сигнала 
n

sr  и второй степени временной части корреляционной 

функции помехи 
2 n

r . 

Тогда «помеховая» часть спектральной плотности мощности ААР, настраивающейся 

по алгоритму Хэбба, запишется следующим образом: 
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.   (3.4.13) 

 И, наконец, запишем вид «смешанной» части спектральной плотности мощ-

ности на выходе адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму 

Хэбба, с учётом флуктуаций весового вектора. Для этого представим «смешанную» 

часть корреляционной функции выходного сигнала в виде полинома по степеням ко-

эффициентов автокорреляции между отсчётами полезного сигнала sr  и помехи r : 

2 2 2 2
[ ]

n n n n n n n n

CM CM s CM CM s CM s CM s CMK n A r B r D r r E r r F r G r         (3.4.14) 
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Тогда соответствующая данному выражению спектральная плотность мощности 

имеет вид: 
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. (3.4.15) 
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; (3.4.16) 

( ; ) ( ; )CM s CM sB r r A r r  -       (3.4.17) 

-коэффициенты при первой степени временной части корреляционной функции со-

ответственно полезного сигнала 
n
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n

r ; 
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,(3.4.18) 

( ; ) ( ; )CM s CM sE r r D r r  -       (3.4.19) 

-коэффициенты при временной части корреляционных функций следующего вида 

2 n n
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,   (3.4.20) 

( ; ) ( ; )CM s CM sG r r F r r  -       (3.4.21) 
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-коэффициенты при второй степени временной части корреляционной функции со-

ответственно полезного сигнала 
2 n

sr и помехи 
2 n

r . 

 Суммируя все части корреляционной функции (3.4.2), (3.4.8), (3.4.14), полу-

чим в представленных обозначениях в виде полинома следующее окончательное вы-

ражение: 

3 3

2 2 2 2

[ ] ( ) ( )

( ) ( )

n n n n

y s CM s s CM s s

n n n n n n

s CM s CM s CM s CM

K n A A A r B B B r C r Q r

D D r r E E r r F r G r

    

   

        

     
. (3.4.22) 

Сравним данную формулу с формулой корреляционной функции входных сигналов 

(3.1.24). Из сравнения выражений видно, что на входе адаптивной антенной решётки 

имеют место такие составляющие полезного сигнала и помехи, скорость убыли кор-

реляционной функции которых пропорциональна соответственно 
n

sr  и 
n

r . 

Присутствующие при обработке входных сигналов в ААР, настраивающейся 

по алгоритму Хэбба, флуктуации весового вектора приводят к появлению в выход-

ном сигнале адаптивной антенны таких составляющих, корреляционная функция ко-

торых имеет иные скорости убыли во времени, пропорциональные 
2 n

sr , 
2 n

r , 
3 n

sr , 

3 n
r , 

2 n n

sr r , 
2n n

sr r . Появление указанных составляющих в выходном сигнале адап-

тивной антенной решётки приводит также к искажениям спектральной плотности 

мощности на выходе антенны. 

Для пояснения сказанного запишем полное выражение выходного дискретно-

го спектра мощности, соответствующее корреляционной функции (3.4.22) выходно-

го сигнала ААР, настраивающейся по алгоритму Хэбба: 
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Для того, чтобы обсудить выражение (3.4.23), запишем общий вид спектральной 

плотности мощности на выходе ААР без учёта флуктуаций весового вектора: 
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 ,    (3.4.24) 

где 
S

yA
0

2ˆ   и 
0

2ˆ  yB  - «сигнальная» и «помеховая» части выходной 

мощности при постоянном стационарном весовом векторе. 

 Сравнение формул (3.4.23) и (3.4.24) показывает, что флуктуации весового 

вектора приводят к изменениям величин «сигнальной» и «помеховой» частей спек-

тра выходного сигнала (первое и второе слагаемые формулы (3.4.23)), а также к по-

явлению дополнительных слагаемых в выражении спектральной плотности мощно-

сти. 

 Таким образом, флуктуации весовых коэффициентов искажают выходной 

сигнал адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба, вносят 

дополнительные слагаемые в его корреляционную функцию и дискретный спектр 

мощности. 

Пример. Спектральная плотность мощности выходного сигнала адаптивной 

антенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба, в случае прихода на 

ААР входных сигналов с одинаковыми коэффициентами автокорреляции меж-

ду отсчётами. 

 Рассмотрим влияние флуктуаций весовых коэффициентов на спектральные 

характеристики сигнала на выходе ААР. Спектральная плотность мощности (СПМ) 

дискретного по времени выходного сигнала определяется выражением [17]: 

( ) [ ]
n

y y

n

S K n z






   ,        (3.4.25) 

где  

 expz j  ,         (3.4.26) 

  - нормированная частота; [ ]yK n  - корреляционная функция на выходе адаптив-

ной антенной решётки. 

 В предыдущем разделе было показано, что с учётом флуктуаций весового 

вектора корреляционная функция выходного сигнала ААР, настраивающейся по ал-

горитму Хэбба, имеет вид: 

3
[ ]

n n

yK n A r C r    ,        (3.4.27) 

где коэффициенты A  и C  записываются следующим образом: 
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Подставляя выражение для корреляционной функции в формулу дискретного спек-

тра мощности ((20) – (22) в (18)), имеем: 
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3 3
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rz z r z z
S A C

rz z r r z z r

  
         

      
,     (3.4.30) 

 Из формулы (3.4.30) можно видеть, что учёт флуктуаций весовых коэффици-

ентов приводит к появлению искажений в спектре мощности выходного сигнала 

ААР с алгоритмом Хэбба. 

 Для наглядности сравним данное выражение с аналогичной формулой спек-

тральной плотности мощности, только полученной без учёта флуктуаций весового 

вектора. Поскольку корреляционная функция сигнала на выходе ААР без учёта 

флуктуаций весовых коэффициентов имеет вид: 

2

0[ ]
n

yK n y r   ,        (3.4.31) 

то дискретный спектр мощности запишется следующим образом: 
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.       (3.4.32) 

Сравнивая формулы спектральных плотностей мощности без учёта (3.4.32) и при 

учёте (3.4.30) флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов, видим, что СПМ 

без учёта флуктуаций (3.4.32) является первым слагаемым в выражении (3.4.30) дис-

кретного спектра мощности выходного сигнала, найденного с учётом флуктуаций, 

если в него подставить коэффициенты A  и C , и записать данное выражение в яв-

ном виде. Все остальные слагаемые в формуле (3.4.30) обусловлены учётом флукту-

аций весового вектора. 

 Таким образом, флуктуации настраиваемых весовых коэффициентов приво-

дят к появлению ряда дополнительных слагаемых в выражении для спектральной 

плотности мощности. Данные слагаемые, как следует из формул для коэффициентов 

A  и C  (3.4.28) – (3.4.29) имеют первый и второй порядок малости по   - коэффи-
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циенту адаптации и зависят также от r  - коэффициента автокорреляции между от-

счётами входных сигналов. Необходимо отметить, что коэффициенты A  и C  имеют 

разные знаки. При любых значениях r  коэффициент A  принимает положительные 

значения, а коэффициент C  - отрицательные. 

 В таблице 3.1, представленной ниже, приведены численные значения коэф-

фициентов A  и C  в зависимости от значений коэффициентов автокорреляции меж-

ду отсчётами входных сигналов r . Предполагалось, что на полуволновую адаптив-

ную антенную решётку, настраивающуюся по алгоритму Хэбба с числом элементов 

7N   поступают два входных сигнала. Первый сигнал, мощность которого была 

принята равной 1, приходил с направления 
1 45  . Второй сигнал, мощность кото-

рого составила 0.1 мощности первого сигнала, приходил под углом 
2 0  . В ААР 

присутствовал также собственный шум, мощность которого была в 100 раз меньше 

мощности первого сигнала. Коэффициент адаптации 0.01  . 

       Таблица 3.1 

r  0 0.5 0.9 0.95 0.97 0.99 Без флукт. 

A  8.1604 9.3397 20.979 40.573 75.4 398.779 7.0296 

C  0 -0.0325 -1.6409 -6.943 -19.7 -180.998 0 

 

Из таблицы можно видеть, что на протяжении всего диапазона изменений коэффи-

циента [0;1)r  коэффициенты A  и C  сохраняют неизменными собственные зна-

ки: 0A ; 0C  . Кроме того, по мере стремления r  к единице, т.е. при переходе 

входных сигналов от случая некоррелированных отсчётов к случаю сильно коррели-

рованных отсчётов, происходит увеличение значений модулей коэффициентов A  и 

C , причём данное увеличение проявляется особенно значительно при 

[0.9;0.99]r . 

 Для большей наглядности приведём запись выражения для дискретного спек-

тра мощности на выходе ААР, настраивающейся по алгоритму Хэбба, записанного 

через   - нормированную частоту. Для этого подставим формулу (3.4.26) для нор-

мированной частоты в выражение спектральной плотности мощности (3.4.30). Тогда 

имеем: 

2 6

2 3 6

1 1
( )

1 2 cos 1 2 cos
y

r r
S A C

r r r r

 
    

       
.    (3.4.33) 

 Для того, чтобы понять формулу (3.4.33), запишем её значения на нулевой 

частоте. Итак, при 0   данное выражение имеет вид: 
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.        (3.4.34) 

Из выражения (3.4.34) следует, что максимальное значение спектральной плотности 

мощности выходного сигнала определяется величиной коэффициента автокорреля-

ции между отсчётами входных сигналов r . В таблице 3.2, представленной ниже, да-

ны значения (0)yS  в зависимости от коэффициента r . Параметры адаптивной ан-

тенной решётки и помеховая обстановка были те же, что и в случае таблицы 3.1. 

         Таблица 3.2 

r  0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 0.95 0.97 0.99 

(0)yS  8.160 10.124 16.059 27.977 62.20 388 1491 4520 46.74 10  

0 (0)yS

 

7.029 8.591 13.054 21.088 39.83 133 274 461 1399 

(0)yS

 

1.130 1.532 3.004 6.885 22.37 255 1220 4058 46.59 10  

 

Из таблицы 3.2 можно видеть, что флуктуации весового вектора приводят к эффекту 

рассогласования [17], при котором спектральная плотность мощности выходного 

сигнала ААР, найденная с учётом флуктуаций, при любых значениях коэффициента 

автокорреляции между отсчётами входных сигналов r  всегда имеет большие значе-

ния, чем соответствующая величина СПМ, рассчитанная при постоянном стацио-

нарном весовом векторе. 

 На рисунках, приведённых ниже, показаны графики спектральной плотности 

мощности выходного сигнала адаптивной антенной решётки, настраивающейся по 

алгоритму Хэбба в зависимости от уровня коррелированности отсчётов входных 

сигналов. Данные графики были построены для адаптивной антенной решётки, со-

держащей 7N   элементов, расположенных вдоль прямой. На ААР приходили два 

входных сигнала, заданные в виде плоских волн. Первый сигнал с мощностью, при-

нятой за единицу, приходил с направления 
1 45   относительно нормали, прове-

дённой к плоскости решётки. Второй сигнал, мощность которого составляла 0.1 

мощности первого сигнала, приходил под углом 
2 0  . В ААР присутствовал так-

же собственный шум, мощность которого была в 100 раз меньше мощности первого 

сигнала. Коэффициент адаптации 0.01  . 

 На рисунках 3.2 и 3.3 показан дискретный спектр мощности выходного сиг-

нала при низкокоррелированных ( 0.1r  ) и высококоррелированных ( 0.7r  )  
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Рис. 3.2. Дискретный спектр мощности выходного сигна-
ла при низкокоррелированных ( ) отсчётах вход-

ных сигналов (кривая 1 – СПМ при учёте флуктуаций ве-
сового вектора; кривая 2 – СПМ без учёта флуктуаций 

весового вектора).  
 

 
Рис. 3.3. Дискретный спектр мощности выходного сигна-

ла при высококоррелированных ( ) отсчётах вход-

ных сигналов (кривая 1 – СПМ при учёте флуктуаций ве-

сового вектора; кривая 2 – СПМ без учёта флуктуаций 

весового вектора). 

 



 

 

139 

 

отсчётах входных сигналов (кривая 1 – СПМ при учёте флуктуаций весового векто-

ра; кривая 2 – СПМ без учёта флуктуаций весового вектора). Из рисунков можно ви-

деть, что флуктуации весового вектора приводят к искажению спектральной плотно-

сти мощности на выходе антенны и увеличению ее значений, что свидетельствует о 

появлении эффекта рассогласования, описанного в работе [17]. 

 Таким образом, проведённое исследование показало, что флуктуации весово-

го вектора адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба, 

приводят к искажениям выходного сигнала данной ААР, что отражается в спек-

тральной плотности мощности этого сигнала. 
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3.5 ВЛИЯНИЕ ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА НА ХАРАКТЕРИСТИ-

КИ ЭФФЕКТИВНОСТИ РАБОТЫ ААР, НАСТРАИВАЮЩЕЙСЯ ПО АЛГО-

РИТМУ ХЭББА - ДИАГРАММУ НАПРАВЛЕННОСТИ, КОЭФФИЦИЕНТ 

НАПРАВЛЕННОГО ДЕЙСТВИЯ, КОЭФФИЦИЕНТ УСИЛЕНИЯ, ПОТЕРИ В 

ВЫХОДНОМ ОТНОШЕНИИ СИГНАЛ / ШУМ [140,147,150,169]. 

Диаграмма направленности антенны. 

 Флуктуации весового вектора искажают выходной сигнал адаптивной антен-

ной решётки, и это приводит к появлению дополнительных слагаемых в различных 

статистических характеристиках ААР, в том числе и в диаграмме направленности 

адаптивной антенны. 

 Рассмотрим среднюю по мощности ДН )(
cp

g , где   - угол прихода пробно-

го сигнала trS


 относительно нормали, проведённой к плоскости антенной решётки 

[49]: 


2

)(kWSg T

npcp


.        (3.5.1) 

 Подставляя в выражение (3.5.1) представление весового вектора (3.1.4), полу-

чаем формулу для диаграммы направленности, состоящую из суммы двух слагаемых 

– диаграммы направленности при постоянном стационарном весовом векторе и 

«флуктуационной» диаграммы направленности [49]: 
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ggg  ,        (3.5.2) 
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  -         (3.5.3) 

- диаграмма направленности ААР без учёта флуктуаций весовых коэффициентов; 

npW

H

npW
SkkSg


),()( ~~ K  -        (3.5.4) 

- дополнительный член, обусловленный увеличением эквивалентной мощности 

пробного сигнала на выходе ААР по причине модуляции его флуктуациями весовых 

коэффициентов [49]. 

 Найдем конкретный вид диаграммы направленности при постоянном стацио-

нарном весовом векторе для адаптивной антенной решётки, настраивающейся по ал-

горитму Хэбба. Для этого вспомним, что оптимальным весовым вектором для алго-

ритма Хэбба (3.1.1) является собственный вектор корреляционной матрицы входных 

сигналов 1q , соответствующий её максимальному собственному числу и удовлетво-

ряющий уравнению [75,82]: 
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1 1 1XX q qR          (3.5.5) 

где 
1  - максимальное собственное число корреляционной матрицы входных сигна-

лов 
XXR . 

Подставляя 
1q  вместо 

CTW  в выражение (3.5.3) и проводя преобразования, получим 

следующий вид диаграммы направленности без учёта флуктуаций весового вектора 

для ААР, настраивающейся по алгоритму Хэбба: 

22

0 1( ) ( )g N f U U   ,        (3.5.6) 

где sinU   ,   - угол прихода пробного сигнала; 
1 1sinU    - угол прихода 

самого мощного сигнала; 
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 - нормированная ДН равноамплитудной 

антенной решётки, сфазированной на нормально падающую волну. 

 Найдём вид «флуктуационной» диаграммы направленности для адаптивной 

антенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба. Для этого подставим в 

выражение «флуктуационной» ДН (3.5.4) формулу ковариационной матрицы флук-

туаций весового вектора: 
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Тогда получим следующий вид «флуктуационной» диаграммы направленности ААР 

с алгоритмом Хэбба: 
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 -     (3.5.7) 

 На рисунках, приведённых ниже, приведены графики средней и «флуктуаци-

онной» диаграмм направленности при нулевых значениях коэффициента автокорре-

ляции между отсчётами входных сигналов r . Графики строились для случая 7N   

- элементной полуволновой адаптивной антенной решётки, элементы которой рас-

полагались вдоль прямой. Угол прихода сигналов   отсчитывался относительно 

нормали, проведённой к плоскости решётки. Угол прихода наиболее мощного сиг-

нала (мощность которого была принята за 1), составлял 
1 45  . Второй по мощно-

сти сигнал (со значением мощности 0.1 относительно мощности первого) приходил с 

направления нормали, проведенной к плоскости решётки (
2 0  ). В ААР присут-

ствовал также собственный шум, мощность которого была в 100 раз меньше мощно-
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сти первого сигнала. Адаптивная антенная решётка настраивалась по алгоритму 

Хэбба с коэффициентом адаптации 0.01  . На рисунке 3.4 изображена «флуктуа-

ционная» диаграмма направленности рассматриваемой ААР в зависимости от угла 

прихода пробного сигнала   при некоррелированных отсчётах входных сигналов (

0r  ). Из рисунка можно видеть, что в случае некоррелированных отсчётов вход-

ных сигналов «флуктуационная» ДН имеет положительные значения, с максимумом 

флуктуаций, приходящимся на направление, соответствующее углу прихода наибо-

лее мощного сигнала. 

 Для пояснения эффекта, показанного на рисунке 3.4, на рисунке 3.5 приведе-

ны графики средней по мощности диаграммы направленности 
cp

g  (кривая 1) и ДН, 

найденной без учёта флуктуаций весового вектора 0g  (кривая 2) в зависимости от 

угла прихода пробного сигнала  . Из рисунка следует, что учёт флуктуаций весо-

вых коэффициентов приводит к увеличению значений средней по мощности диа-

граммы направленности по сравнению с ДН, найденной без учета флуктуаций, при-

чём максимальное значение флуктуаций соответствует углу прихода наиболее мощ-

ного сигнала, который алгоритм Хэбба и выделяет при настройке ААР из смеси с 

другими сигналами и шумом. 

Коэффициент направленного действия антенны. 

 Найдём коэффициент направленного действия с учётом флуктуаций весового 

вектора адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба. Со-

гласно результатам, полученным в первой главе, общий вид коэффициента направ-

ленного действия можно записать следующим образом: 

 











0

~0

~0

sin))()((

)(2)(2
)(

dgg

gg
D

W

W
.     (3.5.8) 

Из выражения (3.5.8) видно, что коэффициент направленного действия адаптивной 

антенны представляет собой сумму двух слагаемых: полученного при постоянном 

стационарном весовом векторе и «флуктуационного» слагаемого. 
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Рис. 3.4. Зависимость «флуктуационной» диаграммы 
направленности адаптивной антенной решётки от угла 

прихода пробного сигнала  при некоррелированных от-

счётах входных сигналов ( ).Коэффициент адаптации 
. 

 

 
 
Рис. 3.5. Зависимость средней по мощности диаграммы 

направленности  (кривая 1) и ДН, найденной без учёта 

флуктуаций весового вектора  (кривая 2) от угла при-

хода пробного сигнала  при некоррелированных отсчё-
тах входных сигналов ( ). Коэффициент адаптации 

. 
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«Стационарный» коэффициент направленного действия для адаптивной антенной 

решетки, настраивающейся по алгоритму Хэбба, имеет вид: 

0
0 2

222

0 0 2

0

2 ( )
( )

1
( ( ) ( ) )sin

(1 )

T T

CT CT XX CT np

g
D

r r
g Z Sp W W W S d

r






    


 

   
 R

 (3.5.9) 

Здесь CT
T
npnp

H
CT WSSWg


0 - ДН, найденная при постоянном стационарном весовом 

векторе. В формуле (3.5.9) для простоты рассмотрен случай равенства коэффициен-

тов автокорреляции между отсчётами полезного сигнала и помех rrrS   . 

 «Флуктуационный» коэффициент направленного действия ААР, настраива-

ющейся по алгоритму Хэбба, может быть представлен в виде: 
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(3.5.10) 

 Из выражений (3.5.9) и (3.5.10) можно видеть, что флуктуации весовых коэф-

фициентов приводят, с одной стороны, к увеличению коэффициента направленного 

действия, но с другой стороны, к «размазыванию» этого направленного действия по 

направлениям угла  . 

Коэффициент усиления адаптивной антенной решётки. 

 Найдем с учетом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов коэф-

фициент усиления адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму 

Хэбба. Коэффициент усиления в данном случае представляет собой сумму двух сла-

гаемых – найденного при постоянном стационарном весовом векторе и «флуктуаци-

онного» коэффициента усиления и имеет вид: 
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(3.5.11) 

Из выражения (3.5.11) следует, что флуктуации весового вектора увеличива-

ют величину коэффициента усиления. Однако это увеличение имеет второй порядок 

малости по коэффициенту адаптации  , а потому незначительно. С другой стороны, 
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флуктуации весовых коэффициентов искажают величину коэффициента усиления 

адаптивной антенны по направлениям угла  . 

Таким образом, флуктуации весовых коэффициентов оказывают двойствен-

ное действие на коэффициент направленного действия и коэффициент усиления 

адаптивной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба. С одной сто-

роны, флуктуации увеличивают значения этих коэффициентов правда незначитель-

но, на величину, даже меньшую, чем второго порядка малости по коэффициенту 

адаптации  , поскольку в знаменателе данных выражений присутствует тоже 

«флуктуационное» слагаемое – «флуктуационная» диаграмма направленности. С 

другой стороны, флуктуации весового вектора вносят искажения в форму КНД и КУ 

по углу  . 

Потери в выходном отношении сигнал / шум, вызванные наличием флуктуаций ве-

сового вектора. 

 Рассмотрим в качестве одного из возможных показателей эффективности ра-

боты адаптивной антенной решетки потери в выходном отношении сигнал / шум, 

вызванные флуктуациями: 

10 lg
fl

opt

SNR

SNR


 
    

 

        (3.5.12) 

Как отмечалось в первой главе, здесь 
flSNR  - выходное отношение сигнал / шум, 

найденное с учетом флуктуаций весового вектора; 
optSNR - выходное отношение 

сигнал / шум, найденное без учета флуктуаций весового вектора. 

Используя формулу выходной мощности ААР, настраивающейся по алгорит-

му Хэбба (3.3.5), и учитывая, что корреляционная матрица входных сигналов адап-

тивной антенной решетки состоит из суммы корреляционных матриц полезного сиг-

нала, помех и собственного шума адаптивной антенны 
. .XX SS с ш  R R R R и, 

соответственно, мощности полезного сигнала и помех на выходе антенны при посто-

янном стационарном весовом векторе имеют вид 

2 H

S CT SS CTZ W W   R , 
2

. .( )H

CT с ш CTZ W W    R R  получим выражение для 

остаточной мощности помехи на выходе ААР с алгоритмом Хэбба: 
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После преобразований имеем следующее выражение потерь в выходном от-

ношении сигнал / шум ААР, настраивающейся по алгоритму Хэбба, из-за флуктуа-

ций весового вектора: 

. .( )
10 lg
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CT с ш CT
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W W
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R R
      (3.5.14) 

 На рисунке 3.6 представлена зависимость потерь в выходном отношении сиг-

нал / шум от величины коэффициента адаптации  . График построен для адаптив-

ной антенной решетки, настраивающейся по алгоритму Хэбба, имеющей 7 элемен-

тов (N=7). Расстояние между элементами было равно половине длины волны (

/ 2d  ).  

 Предполагалось, что на ААР поступают статистически независимые два сиг-

нала 
1 2 0.5r r  . Комплексные амплитуды входных сигналов формировались из 

двух независимых источников гауссовского “белого” шума. Углы прихода сигналов 

были равны соответственно  1 =45
0
,  2=0

0
, мощность первого сигнала была в 100 

раз больше мощности второго сигнала. В каждом элементе ААР присутствовал так-

же некоррелированный собственный шум, мощность которого составляла 0.1 мощ-

ности второго сигнала. Необходимо отметить, что ААР, настраивающаяся по алго-

ритму Хэбба, выделяет самый мощный сигнал и гасит все остальные, имеющие 

меньшую мощность. Таким образом, в данной задаче адаптивная антенна выделяла 

сигнал, приходящий с направления  1 =45
0
. 

 Из рисунка 3.6 можно видеть, что имеют место потери из-за флуктуаций ве-

сового вектора в выходном отношении сигнал / шум адаптивной антенной решетки, 

настраивающейся по алгоритму Хэбба. Из рисунка также следует, что по мере уве-

личения коэффициента адаптации   растут потери, вызванные наличием флуктуа-



 147 

ций весового вектора. Если сравнить графики потерь в выходном отношении сигнал 

/ шум, приведенные в первых двух главах для ААР с дискретным градиентным и 

быстрым рекуррентным алгоритмами, то можно видеть, что потери в ААР с алго-

ритмом Хэбба существенно больше, и при этом настройка данной антенны идет 

медленнее – имеет место другой диапазон значений коэффициента адаптации   , 

при котором потери можно считать приемлемыми (от 
510

 до 
35 10  в ААР с алго-

ритмом Хэбба и от 
410

 до 
25 10  в ААР с ограничениями). 
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Рис.3.6. Потери  в выходном отношении сигнал / шум в зави-

симости от величины коэффициента адаптации .  

ААР с алгоритмом Хэбба. 
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3.6. ВЫВОДЫ. 

Проведённое в третьей главе исследование статистических характеристик адаптив-

ной антенной решетки, настраивающейся по классическому алгоритму настройки искус-

ственных нейронных сетей - алгоритму Хэбба, с учетом флуктуаций весового вектора 

позволяет сделать следующие выводы: 

 

1. Алгоритм Хэбба является существенно нелинейным по весовому вектору алгоритмом 

адаптации. Весовой вектор входит в него в третьей степени. 

2. Статистический анализ влияния флуктуаций настраиваемого весового вектора на ха-

рактеристики «линейных» по структуре адаптивных антенных решёток с существенно 

нелинейным по весовому вектору алгоритмом адаптации  - алгоритмом Хэбба и раз-

личными коэффициентами автокорреляции между отсчётами входных сигналов необ-

ходимо проводить методами теории возмущений. Данные методы позволяют учесть 

негауссовскую статистическую зависимость между весовым вектором и вектором 

входных сигналов. 

3. Учёт флуктуаций весового вектора в адаптивной антенной решётке, настраивающейся 

по алгоритму Хэбба, позволяет выявить искажения выходного сигнала ААР, которые 

вносят флуктуации весовых коэффициентов. Данные искажения выходного сигнала 

адаптивной антенной решётки математически проявляют себя в появлении в выраже-

ниях корреляционной функции, мощности и спектральной плотности мощности вы-

ходного сигнала ААР дополнительных слагаемых, обусловленных флуктуациями ве-

сового вектора. 

4. В составе формул корреляционной функции, мощности и спектральной плотности 

мощности выходного сигнала ААР, полученных с учетом флуктуаций весовых коэф-

фициентов, имеются «сигнальная» и «помеховая» составляющие, а также составляю-

щая, обусловленная взаимодействием полезного сигнала и помехи в процессе обработ-

ки сигналов посредством алгоритма Хэбба в данной антенне и связанная с наличием 

флуктуаций весового вектора. Такая составляющая взаимодействия полезного сигнала 

и помех отсутствовала в ААР с дискретным градиентным и быстрым рекуррентным 

алгоритмами. 

5. Флуктуации весового вектора приводят к искажению спектральной плотности мощно-

сти на выходе адаптивной антенной решетки, настраивающейся по алгоритму Хэбба, и 

увеличению ее значений по сравнению со спектральной плотностью мощности, 

найденной без учёта флуктуаций весовых коэффициентов. 
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6. Флуктуации весовых коэффициентов приводят к появлению «флуктуационных ча-

стей» в диаграмме направленности, коэффициенте направленного действия адаптив-

ной антенной решётки, настраивающейся по алгоритму Хэбба, что искажает указан-

ные характеристики ААР. 

7. При входных сигналах с некоррелированными отсчетами учёт флуктуаций весовых 

коэффициентов приводит к увеличению значений средней по мощности диаграммы 

направленности по сравнению с ДН, найденной без учета флуктуаций, причём макси-

мальное значение флуктуаций соответствует углу прихода наиболее мощного сигнала, 

который выделяет алгоритм Хэбба при настройке ААР. 

8. Результаты компьютерного моделирования показали, что для входных сигналов ан-

тенной решетки, мощность которых была нормирована относительно собственного 

шума ААР (мощность собственного шума 1, мощности первого и второго сигнала со-

ответственно 1000 и 10) первое борновское приближение перестает соблюдаться при 

значении коэффициента адаптации 
6

5 10 
  . Это связано с несоблюдением мало-

сти параметра  , по которому строился ряд теории возмущений. 
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Глава 4. Анализ влияния флуктуаций весового вектора на статистические ха-

рактеристики адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи 

обратной связи с градиентными алгоритмами настройки. 

 Использование адаптивных антенных решёток для пространственной обра-

ботки сигналов позволяет добиться улучшения качества работы различных систем, 

применяемых в радиолокации и связи. ААР с нелинейной функцией в цепи обратной 

связи способны решать большее число задач по сравнению с линейными адаптив-

ными антенными решётками, но при этом содержат в себе трудности для аналитиче-

ского изучения. Адаптивные антенные решётки с нелинейной функцией в цепи кор-

реляционной обратной связи являются простейшим обобщением линейных ААР и по 

схеме представляют собой вариант искусственного нейрона, используемого для по-

строения искусственных нейронных сетей. По этой причине представляется инте-

ресным исследование влияния флуктуаций весового вектора на статистические ха-

рактеристики такой системы. Представленная задача решалась без уточнения кон-

кретного вида нелинейной функции в цепи обратной связи, предполагалось только, 

что она может быть разложена в ряд Вольтерра [177]. 

 В настоящем разделе детально исследуется влияние флуктуаций весовых ко-

эффициентов на характеристики адаптивных антенных решёток с многократными 

линейными ограничениями, настраивающихся по дискретному градиентному алго-

ритму и содержащих нелинейную функцию в цепи корреляционной обратной связи. 

 

4.1. СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ХАРАКТЕРИСТИК «НЕЛИНЕЙНОЙ» 

ААР С ДИСКРЕТНЫМ ГРАДИЕНТНЫМ АЛГОРИТМОМ НАСТРОЙКИ 

[117]. 

Рассмотрим работу N  - элементной адаптивной антенной решётки с много-

кратными линейными ограничениями на диаграмму направленности, настраиваю-

щейся по дискретному градиентному алгоритму и содержащей нелинейную функ-

цию в цепи обратной связи. Настройка вектора весовых коэффициентов W


 данной 

системы описывается N  - мерным векторным уравнением и в дискретном времени 

будет иметь вид:  

qWkZkXkWkW


 )}()()({)1( *P .     (4.1.1) 

Здесь )(kX


 - вектор комплексных огибающих входных сигналов на приёмных эле-

ментах решётки. При анализе предполагалось, что вектор входных сигналов и вектор 

весовых коэффициентов связаны между собой негауссовской статистической зави-
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симостью. P - проекционная матрица (матричный фильтр в контуре управления 

адаптивной антенной решётки), обеспечивающая введение многократных линейных 

ограничений на диаграмму направленности ААР вида HH
CCCCIP

1)(  ; 

],,,[ 21 LCCC





C  - матрица ограничений размерности LN  , столбцами которой 

являются линейно - независимые векторы ограничений lC


, L - число вводимых 

ограничений;  - коэффициент адаптации дискретного градиентного алгоритма; 
qW


- 

вектор комплексных весовых коэффициентов, соответствующих диаграмме направ-

ленности покоя (при отсутствии внешних помех); H, *, + соответственно знаки эр-

митовского и комплексного сопряжения, а также псевдообращения, I - единичная 

NN   матрица [65]. 

 В выражении (4.1.1) )(kZ  - выходной сигнал антенной решётки, который мо-

жет быть записан в виде ряда Вольтерра [177]: 

  



1

1

)()()(
N

j

j
j kyakyFkZ ,       (4.1.2) 

где  F  - нелинейная функция в цепи корреляционной обратной связи, )(ky  - вы-

ходной сигнал линейной части ААР, ja  - коэффициенты разложения нелинейности 

F  в ряд Вольтерра [177]. Указанные коэффициенты могут быть представлены сле-

дующим образом [177]: 

 0
!

1 )(  yF
j

a j
j .         (4.1.3) 

Использование нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи 

адаптивной антенной решётки обеспечивает устойчивую работу ААР при больших 

значениях коэффициента адаптации. Это становится возможным, если выбранная 

нелинейная функция ограничена сверху и снизу, как, например, сигмоидальная 

функция, которая используется в схемах искусственных нейронов при формирова-

нии искусственной нейронной сети [79]. Кроме того, наличие нелинейной функции в 

цепи корреляционной обратной связи адаптивной антенной решётки позволяет более 

эффективно работать адаптивной системе с негауссовским входными сигналами (с 

негауссовской плотностью вероятности) [20]. 

 Запишем выходной сигнал )(kZ  в матричной форме. Введём два 1N -мерных 

вектора:  вектор коэффициентов ряда Вольтерра  TNaaaA
121 


  и вектор 

 TN
kykykykY )()()()( 12 


 , представляющий собой вектор степеней выходного 
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сигнала линейной части адаптивной антенной решётки. Тогда выходной сигнал ААР 

примет вид: 

)()( kYAkZ T 
 .         (4.1.4) 

 Учитывая (4.1.4), перепишем уравнение (4.1.1) следующим образом: 

q
T WkYAkXkWkW


 )}()()({)1( *P .     (4.1.5) 

 Для статистического анализа уравнения (4.1.5) воспользуемся методами тео-

рии возмущений по коэффициенту адаптации  , который будем полагать малым. 

Данные методы были  подробно изложены в [49,65,107,115-116]. Введём следующие 

обозначения: 

)(
~

)(,
~

             , 
~

kkYYYWWW XXXX ФRM 


  (4.1.6) 

где случайный весовой вектор W


, вектор степеней выходного сигнала линейной 

части адаптивной антенной решётки Y


 и стохастическая матрица 

)()( kXkX T
XX

 M  представлены в виде сумм их средних значений 

XXW R,Y , 


 и флуктуационных составляющих )(
~

(k),Y
~

 ),(
~

kkW Ф


 [49,65]. 

 Усредняя (4.1.5) и используя обозначения (4.1.6), найдём уравнение для 

W


 вблизи стационарного состояния, учитывая при этом, что  0R XA  - корре-

ляционная матрица входных сигналов и коэффициентов ряда Вольтерра является 

нулевой матрицей, поскольку A


 - детерминированный вектор, а среднее значение 

вектора входных сигналов равно нулю: 

qXA WkWkW


 })({)1( P .      (4.1.7) 

Здесь  YXAXA

 ~~
Ф  - вектор кумулянтных функций третьего порядка, учитываю-

щих статистическую зависимость флуктуаций выходного сигнала линейной части 

ААР Y
~

 (и, следовательно, флуктуаций весовых коэффициентов W

~

) и входных сиг-

налов )1( kX


. 

 Для определения стационарного среднего значения вектора весовых коэффи-

циентов  )(kWWCT


 и других статистических характеристик адаптивной антен-

ной решётки воспользуемся методом возмущений по параметру  , который будем 

полагать малым ( 1 ). В качестве нулевого приближения возьмём среднее значе-

ние вектора весовых коэффициентов 00 WW


 , получающееся из усреднения 

уравнения (4.1.5) в приближении "прямого размыкания" всех смешанных моментов: 

qWkWkW


 )()1( 00 P .        (4.1.8) 
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В этом приближении мы вообще пренебрегаем флуктуациями весового вектора, счи-

тая )()()( 00 kWkWkW


 . Заметим, что для получения (4.1.8) из уравнения (4.1.7) 

следует положить: 

0
~~ 

 XAXAXA YФ .        (4.1.9) 

Стационарное значение весового вектора в нулевом приближении будет удовлетво-

рять уравнению: 

qWW


0D ,          (4.1.10) 

где HH
CCCCPID

1)(  - проекционная матрица, дополнительная к P . 

Решение уравнения (4.1.10) имеет вид: 

qCT WW
 D0 .         (4.1.11) 

 Для анализа флуктуаций весового вектора около стационарного решения 

найдём уравнение для вектора поправки )(
~

)()()( 0 kWkWWkWkW


   к ну-

левому приближению. Вычитая выражение (4.1.8) из формулы (4.1.5), получим вид 

данного уравнения: 

)}()1(
~

)({)1( kYkkWkW XA


  ФP  .     (4.1.12) 

В установившемся режиме 0)(  ,)()(


  kWkWkW DP . Это означает, что все по-

правки (средние и флуктуационные) к нулевому приближению лежат в подпростран-

стве ограничений. Поэтому матрицу XAPR  можно заменить на эквивалентную эрми-

товскую PPR XA .  

Преобразуем уравнение для флуктуаций (4.1.12), переходя в Q - матричное 

представление, диагонализирующее эрмитовскую матрицу PPR XA , по следующим 

формулам: 

HWW QQQQ  


 11 ,  ,


,      (4.1.13) 

Тогда получим для 


- флуктуационной составляющей весового вектора в Q - мат-

ричном представлении следующее уравнение: 

)()(
~

)()1( 1 kYkkk XA


ФPQ

  .      (4.1.14) 

Здесь 0PQPRQ  
XAXA

1 .       (4.1.15) 

Решение уравнения (4.1.14) можно формально записать следующим образом: 






 
0

0
1 )]()()[(

~
)(ˆ)1(

n

XA nkkYnknk


QФPQ ,   (4.1.16) 

здесь )(ˆ k  - диагональная матрица следующего вида: 
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)(ˆ k  

Ряд теории возмущений по малому параметру 1  можно построить, итерируя 

уравнение (4.1.16) [65,107,115-116]. В результате вектор )(k


 и соответствующий 

ему вектор поправки )()( kkW 


Q  запишутся в виде:  

...,321 


        (4.1.17) 

. ...)()()()()( 321   kWkWkWkkW


Q     (4.1.18) 

Члены ряда (4.1.17) соответственно будут равны: 






 
0

0
1

1 )(
~

)(ˆ)1(
n

CTXA Ynknk


ФPQ , 






 
0

1
1

2 )()(
~

)(ˆ)1(
n

XA nknknk


QФPQ     (4.1.19) 










 
0 0

0
112 )1(

~
)(ˆ)(

~
)(ˆ

n m

CTXAXA Ymnkmnkn


ФPQQФPQ  , 

............................................................................................................. 







 

0

1
1 )()(

~
)(ˆ)1(

n

pXAp nknknk


QФPQ . 

 Для вычисления интересующих нас статистических характеристик адаптив-

ной антенной решётки с помощью формул (4.1.19) необходимо задать конкретный 

вид временной зависимости вектора входных сигналов. Ниже рассмотрим случай 

узкополосной адаптивной антенной решётки и будем считать, что корреляционная 

матрица входных сигналов имеет следующий вид: 

n

XX
T

XX rnkXkXnkk RR   )()(),(


,  

где r  - коэффициент корреляции между отсчётами входного сигнала. 

 На основе полученных соотношений (4.1.17) - (4.1.19) в следующих разделах 

получены аналитические выражения для основных статистических характеристик 

антенной решётки с ограничениями. 

 

 

 

 

 

 



 

 

156 

 

4.2. КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА 

ААР [117-118,164]. 

 Рассмотрим влияние флуктуаций весовых коэффициентов на корреляцион-

ную функцию сигнала на выходе адаптивной антенной решётки. Непосредственно из 

(4.1.6) и (4.1.19) видно, что в первом (борновском) приближении поправка к средне-

му значению весового вектора равна нулю 0)( ,0)( 11   kWk


, поскольку 

0)(
~

 kXAФ . Для нахождения моментных функций более высокого порядка всюду 

ниже будем дополнительно предполагать, что )(kX


 является комплексным гауссов-

ским случайным вектором. 

 Корреляционная функция выходного сигнала может быть записана в виде 

[49,65]: 

   

.)(
~

)(
~

))(())(())(())((

)()(),(







 nmYAAmYYY

nmYAmYAnmyFmyF

nmZmZnmmK

TH
CTAA

H
CT

THTH

H
Z





R

   (4.2.1) 

В данной формуле первое слагаемое найдено при постоянном стационарном весовом 

векторе (и, следовательно, при постоянном стационарном выходном сигнале линей-

ной части адаптивной антенной решётки). 

 Стационарный выходной сигнал линейной части ААР определяется выраже-

нием: 

    TN
CT

T
CT

T
CT

TTN

CTCTCTCT WXWXWXyyyY 11 )()(
22 






 ,  (4.2.2) 

где стационарный весовой вектор CTW


 представлен формулой (4.1.11). 

 Последнее слагаемое в (4.2.1) может быть представлено в виде произведения 

двух сомножителей: 
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)(())(
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~
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THTTHHTH

nmWnmXamWmXa

nmYAmYAnmYAAmYnmYAAmY





QQ

QQQQ

 (4.2.3) 

Найдём значение выражения (4.2.3) в первом борновском приближении. Для этого 

учтём, что флуктуационную часть весового вектора можно считать приближённо 

равной значению первой поправки к весовому вектору, находимую методом теории 

возмущений )()(
~

1 mWmW 


. Тогда получим: 
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QQ
  (4.2.4) 

Для нахождения окончательного вида (4.2.4) воспользуемся формулами (4.1.19). По-

сле преобразований имеем: 

   

1 1

1 2

1 1 0 1 2 0

0 0

( ) ( )

.
( ) ( ) ( ) ( )

H T

j p

j p
N N

j
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H H T H
j p CT XA XA CT

n n

Y m A A Y m n

a a

Y m n X m X m n m n n Y







 


 

 

  

 
 

  
         
 


 P P

  

(4.2.5) 

Из выражения (4.2.5) видно, что последнее слагаемое корреляционной функции сиг-

нала на выходе ААР с нелинейной функцией в цепи обратной связи представляет 

собой смешанную моментную функцию pj  -ого порядка. Для вычисления такой 

функции необходимо использовать операцию pj  -кратного дифференцирования 

случайного процесса, которая позволяет свести вычисления к нахождению смешан-

ной моментной функции второго порядка, а затем результат необходимо проинте-

грировать pj   раз для получения общего вида данного слагаемого. 

В данной работе мы будем считать, что ряд Вольтерра (4.1.2) содержит в себе 

только первое слагаемое, а остальные малы, и ими можно пренебречь, т.е. 11 N . 

Рассчитаем корреляционную функцию выходного сигнала ААР с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному 

градиентному алгоритму, в предположении, что первый коэффициент разложения 

нелинейной функции в ряд Вольтерра 1a  много больше остальных коэффициентов 

2,3...a  этого ряда. В этом случае имеем: 
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  (4.2.6) 
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 Найдём последовательно слагаемые, входящие в выражение для корреляци-

онной функции (4.2.6). Первое слагаемое выражения (4.2.6) может быть представле-

но в виде: 

0[ ] ( , )
nH H

Z CT XX CT CT XX CTK n W m m n W W W r  R R      (4.2.7) 

Формула (4.2.7) является корреляционной функцией выходного сигнала при посто-

янном стационарном весовом векторе CTW . 

 Второе слагаемое (4.2.6) в первом борновском приближении имеет следую-

щий вид: 

1

2
( , ) ( ) ( )

1

nH H

CT CT XX CT XX

a
W m m n W m n W W r Sp

r


    


XX R PR   (4.2.8) 

 Третье слагаемое формулы (4.2.6) может быть записано следующим образом: 

2 2 2
2 2

1 2 2

1
( ) ( , ) ( ) ( )

(1 )

n
nH H

XX CT XX CT XX XX

r r
W m m m n W m n a W W r Sp

r


 
   


R R PR PR  

           (4.2.9) 

 И, наконец, последнее слагаемое корреляционной функции выходного сигна-

ла (4.2.6) в первом борновском приближении запишется в виде: 

2 2
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2
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r
a W W r Sp
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XX R PR PR

R PR

 

           (4.2.10) 

 Тогда окончательное выражение для корреляционной функции выходного 

сигнала адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи корреляцион-

ной обратной связи, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму, в 

стационарном режиме работы примет вид: 
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R PR PR
PR

R

 (4.2.11) 

Из выражения (4.2.11) видно, что влияние флуктуаций весового вектора определяет-

ся коэффициентом адаптации  , взятом в первой и второй степенях, а также коэф-

фициентом автокорреляции между отсчётами входного сигнала r . Нелинейная 

функция в цепи обратной связи адаптивной антенной решётки в данном случае 
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представлена коэффициентом 1a , также влияющим на статистические характеристи-

ки ААР. 

 Вернемся к формуле (4.2.5). В первом борновском приближении для частного 

случая j p  можно получить вид корреляционной функции на выходе ААР для 

любого 1N : 
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Из выражения (4.2.11) также следует, что в формуле для корреляционной 

функции на выходе ААР присутствуют слагаемые второго порядка малости по ко-

эффициенту адаптации  . Корректный статистический анализ требует вычисления 

слагаемых такого же порядка малости для второго приближения, что дает следую-

щий вид корреляционной функции: 
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 При вычислении средних, в которые входят кратные суммы, использовалось 

предположение о малости времени корреляции входных сигналов по сравнению со 

временем релаксации системы. Это условие в несколько видоизмененной форме 

можно записать так: 

1 1 12 2 2
1

1 1 1
( ) 1

1 1 1

N L

n n XX

n

a a a Sp
r r r

    




  
  

 PR .   (4.2.14) 

 Если выразить данную формулу через геометрические характеристики поме-

ховой обстановки, то для линейной эквидистантной адаптивной антенной решетки с 
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нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи и однократным ли-

нейным ограничением она примет вид: 
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,     (4.2.15) 

здесь ,n 
   - мощности n-ого помехового сигнала и собственного шума ААР. 

Данные формулы накладывают ограничения на величину параметров , r  и 

представляет собой достаточное условие применимости методов теории возмущений 

для анализа влияния флуктуаций на статистические характеристики адаптивной ан-

тенной решетки, содержащей нелинейную функцию в цепи корреляционной обрат-

ной связи и настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму. 

 

4.3. СРАВНЕНИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО ИССЛЕДОВАНИЯ И РЕЗУЛЬТАТОВ 

ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ОДНОМОМЕНТНЫХ СТАТИСТИЧЕ-

СКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ААР [117-120,122-124,128-129,164]. 

 Рассмотрим более подробно одномоментные характеристики флуктуаций ве-

совых коэффициентов и их влияние на суммарную мощность выходного сигнала 

CTZ 
2

. Матрицу ковариации вектора весовых коэффициентов в стационарном 

режиме работы в совпадающие моменты времени в борновском приближении можно 

представить так [49,65]: 
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Используя (4.1.19), можно получить вид корреляционной матрицы для вектора весо-

вых коэффициентов 
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(4.3.2) 

Вычисляя (4.3.2) и учитывая, что адаптивная антенная решётка является узкополос-

ной, получаем: 
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Из приведённой формулы видно, что поскольку собственные числа корреляционной 

матрицы входных сигналов XXR  при воздействии внешних помех различны, то в 

общем случае собственные числа корреляционной матрицы флуктуаций весового 
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вектора 
W
~K  также различны. Поэтому флуктуации весового вектора в ААР с нели-

нейной функцией в цепи обратной связи, настраивающейся по дискретному гради-

ентному алгоритму, неизотропны в пространстве весовых коэффициентов. Они рав-

ны нулю в направлении ограничений, максимальны в направлении помех, а во всех 

остальных направлениях имеют минимальную ненулевую величину, определяемую 

мощностью собственного шума адаптивной антенной решётки. Заметим, что для 

линейной ААР с градиентным алгоритмом настройки флуктуации весов изотропны, 

т.е. являются одинаковыми по величине во всех направлениях подпространства 

ограничений [65,107].  

 Рисунок 4.1 иллюстрирует выводы, которые следуют из выражения (4.3.3). На 

нём качественно показана диаграмма рассеяния в подпространстве ограничений для 

случайного весового вектора ААР с нелинейной функцией в цепи обратной связи, 

настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму (4.1.1). Для сравнения на 

этом же рисунке приведена диаграмма рассеяния для случайного весового вектора 

адаптивной антенной решётки с дискретным градиентным алгоритмом настройки, не 

содержащей нелинейной функции в цепи обратной связи (4.2.2). Из рисунка можно 

видеть, что для нелинейного дискретного градиентного алгоритма поверхностью 

равной вероятности рассеяния является эллипсоид, большая полуось которого соот-

ветствует направлению помехового сигнала, т.е. флуктуации весового вектора в ААР 

с нелинейной функцией в цепи обратной связи максимальны в направлении прихода 

помехи. Расположение малой полуоси эллипсоида соответствует другим ( 2N )-м 

собственным векторам матрицы 
W
~K , в направлении которых флуктуации суще-

ственно меньше и определяются величиной мощности собственного шума данной 

адаптивной антенной решётки. На этом же рисунке приведена поверхность равной 

вероятности диаграммы рассеяния для линейного дискретного градиентного алго-

ритма, при котором собственные числа матрицы 
W
~K  равны друг другу, и данная 

поверхность является сферой, т.е. флуктуации весового вектора в ААР, не содержа-

щей нелинейной функции в цепи обратной связи, являются изотропными. 

 Суммарную мощность сигнала на выходе адаптивной антенной решётки с 

учётом флуктуаций весовых коэффициентов можно записать в виде [49,65]: 
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Рис.4.1. Диаграмма рассеяния в подпространстве ограничений для 

случайного весового вектора ААР с нелинейной функцией в цепи 

обратной связи, настраивающейся по дискретному градиентному ал-

горитму. 
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где CTAA
H

CT YYZ


R 0

2
        (4.3.5) 

-выходная мощность без учёта флуктуаций весовых коэффициентов. 

 Однако для случая, когда первый коэффициент разложения нелинейной 

функции в ряд Вольтерра 1a  много больше коэффициентов следующих порядков 

2,3...a  этого ряда, формула (4.3.4) приобретает вид: 

       
2

1 1( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )
H HH

CTZ Z k Z k F y k F y k a y m a y m      , (4.3.6) 

 Данная характеристика может быть получена из общего выражения для кор-

реляционной функции выходного сигнала (4.2.11). Формула мощности выходного 

сигнала ААР получается из (4.2.11), если в данном выражении положить n=0. Тогда 

после преобразований получим: 
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.  (4.3.7) 

Здесь 
2

0

H

CT XX CTZ W W   R  - выходная мощность ААР, найденная при постоянном 

стационарном весовом векторе. 

 Сравним формулу (4.3.7) с выражением, найденным для адаптивной антенной 

решётки с дискретным градиентным алгоритмом настройки без нелинейной функ-

ции в цепи обратной связи [65]: 
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     (4.3.8) 

Сравнение выражений (4.3.7) и (4.3.8) показывает, что качественное влияние флук-

туаций на выходную мощность одинаковое. При настройке как ААР с нелинейной 

функцией в цепи обратной связи, так и адаптивной антенной решётки без нелиней-

ности может наблюдаться как увеличение выходной мощности, так и её уменьшение 

в зависимости от величины коэффициента корреляции входных сигналов r . Однако 

в первом случае флуктуации весового вектора зависят от большего числа параметров 

( 1a , r ,  , )( XXXXSp PRPR , )( XXSp PR ), в то время как в антенной решётке без не-
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линейной функции в цепи обратной связи имеет место зависимость флуктуаций 

только от r ,  , )( XXSp PR . 

 Для произвольного значения 1N  - числа слагаемых в разложении нелинейной 

функции в ряд Вольтерра имеем следующее выражение для выходной мощности 

ААР: 
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   (4.3.9) 

Кроме того, корректный статистический анализ, учитывающий слагаемые второго 

порядка малости по коэффициенту адаптации   из второго приближения дает мощ-

ность на выходе ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной свя-

зи, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму: 

2 22

1 0

2
2 21

12 2 2

2
2 2

1 2

2
2 2

1 2 2 3

2
2 2 2

1 2 2

2 1 2
1 ( ) ( )

1 (1 )

( )
2

1

3 2 1
[ ]
(1 ) 1

1
[ ]
(1 ) 1

CT

XX XX XX

H

CT XX XX XX CT

H

CT XX CT

H

CT XX XX XX CT

H

CT XX CT

Z a Z

a r
Sp a Sp

r r

W Wr
a

r W W

W Wr
a

r r W W

r
a Sp

r r












     


  

 

 





  
 

 
 

PR PR PR

R PR P PR

R

R PR PR

R

( )XX

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PR

    (4.3.10) 

Было проведено численное оценивание величин слагаемых, входящих в выражение 

(4.3.10). Оценивание было проведено для  7-ми элементной полуволновой ААР с 

нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по 

дискретному градиентному алгоритму с однократным линейным ограничением. На 

вход указанной антенной решётки подавались статистически независимые полезный 

сигнал и помеха, приходившие соответственно под углами 
0  и 

45  к нормали, про-

ведённой к плоскости решётки. Мощность помехи была в 100 раз больше мощности 

полезного сигнала. В ААР присутствовал также собственный шум, мощность кото-

рого была в 1000 раз меньше мощности помехи. В качестве нелинейной функции в 
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цепи обратной связи рассматривалась функция – сигмоид   )1/(1 ayeyF  , где 

0.5a   - коэффициент, определяющий конкретный вид данной функции. Для 

0.0001; 0.5r    были получены следующие значения слагаемых, входящих в 

выражение (4.3.10): 
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Оценивание показало, что поправка к выражению выходной мощности, найденная в 

первом борновском приближении, на шесть порядков меньше мощности, найденной 

при постоянном стационарном весовом векторе. Поправки к выражению выходной 

мощности, найденные во втором приближении, меньше поправок первого порядка в 

100 – 10000 раз. Таким образом, можно не учитывать второе приближение при ана-

лизе работы адаптивной антенной решетки с учетом флуктуаций весового вектора. 

 Для количественного сравнения влияния флуктуаций весового вектора на ве-

личину выходной мощности были построены графики зависимости флуктуационной 

части выходной мощности %100
2

0

22







CT

CT

Z

ZZ
M  от величины коэффици-

ента адаптации   и коэффициента корреляции между отсчётами входных сигналов 

r .  

Сравнивались адаптивные антенные решётки с нелинейной функцией в цепи 

обратной связи и без неё. Рассматривались ААР с однократным линейным ограниче-

нием в направлении полезного сигнала, настраивающиеся по дискретному градиент-

ному алгоритму. На входы указанных антенных решёток подавались статистически 

независимые полезный сигнал и помеха, приходившие соответственно под углами 

0  и 
45  к нормали, проведённой к плоскости решёток. Мощность помехи была в 10 

раз больше мощности полезного сигнала. В ААР присутствовал также собственный 
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шум, мощность которого была в 100 раз меньше мощности помехи. В качестве не-

линейной функции в цепи обратной связи рассматривалась функция – сигмоид 

  )1/(1 ayeyF  , где a  - коэффициент, определяющий конкретный вид данной 

функции. 

На рисунке 4.2 и рисунке 4.3 представлена зависимость «флуктуационной» 

части выходной мощности адаптивной антенной решётки при наличии (рисунок 4.2) 

и отсутствии (рисунок 4.3) нелинейной функции в цепи корреляционной обратной 

связи от величины коэффициента адаптации  . 

Из рисунков видно, что при поступлении входных сигналов с некоррелиро-

ванными отсчётами ( 0r , кривые 1) флуктуации вносят существенно больший 

вклад в величину выходной мощности ААР, не содержащей нелинейную функцию в 

цепи обратной связи, по сравнению с антенной решёткой, имеющей такую функцию. 

Надо отметить, что в данной ситуации в адаптивной антенной решётке, не содержа-

щей нелинейную функцию в цепи корреляционной обратной связи, флуктуации при-

водят к увеличению выходной мощности по сравнению с мощностью, получаемой 

при стационарном весовом векторе ( 0M , эффект misadjustment [17]). В адаптив-

ной антенне с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи имеет 

место эффект «перекомпенсации», поскольку выходная мощность при учёте флукту-

аций меньше мощности, найденной при постоянном стационарном весовом векторе. 

 При входных сигналах с сильно коррелированными отсчётами ( 9.0r , кри-

вые 2) флуктуации вносят также существенно больший вклад в величину выходной 

мощности ААР, не имеющей нелинейную функцию в цепи обратной связи. Необхо-

димо подчеркнуть, что в данном случае в сравниваемых антенных решётках имеют 

место одинаковые эффекты. Так и в ААР с нелинейной функцией в цепи обратной 

связи, и в адаптивной антенне без нелинейной функции имеет место эффект «пере-

компенсации» - выходная мощность становится меньше мощности, найденной при 

постоянном стационарном весовом векторе ( 0M , [49,65,107,115-116]). 

 На рисунке 4.4 представлен график зависимости флуктуационной части вы-

ходной мощности M  от величины коэффициента корреляции между отсчётами 

входных сигналов r  при фиксированном коэффициенте адаптации ( 0.001  ). Из 

рисунка 4.4 можно видеть, что флуктуации весового вектора вносят существенно 

меньший вклад в величину выходной мощности антенной решётки с нелинейной 

функцией в цепи обратной связи (кривая 1) по сравнению с ААР, не имеющей нели-

нейной функции в цепи корреляционной обратной связи (кривая 2). Необходимо  
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Рис. 4.2. Зависимость «флуктуационной» части 

выходной мощности адаптивной антенной ре-

шётки при наличии нелинейной функции в цепи 

обратной связи от величины коэффициента адап-

тации  (кривая 1 - , кривая 2 - ). 

 
 

 

 
Рис. 4.3. Зависимость «флуктуационной» части 
выходной мощности адаптивной антенной ре-

шётки при отсутствии нелинейной функции в це-
пи обратной связи от величины коэффициента 

адаптации  (кривая 1 - , кривая 2 - ). 
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Рис. 4.4. Зависимость флуктуационной части выходной мощно-
сти  от величины коэффициента корреляции между отсчёта-

ми входных сигналов . Коэффициент адаптации  
(кривая 1 – ААР с нелинейной функцией в цепи ОС, кривая 2 - 

ААР без нелинейной функции в цепи ОС).  
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отметить, что в ААР с нелинейной функцией в цепи обратной связи имеет место эф-

фект «перекомпенсации» вне зависимости от величины r  (кривая 1), а в антенной 

решётке, не содержащей нелинейной функции в цепи обратной связи – по мере уве-

личения r  эффект misadjustment постепенно сменяется эффектом «перекомпенса-

ции» (кривая 2). 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Моделировалась N - элементная узкополосная ААР (N=7) с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, работающая по градиентному 

алгоритму (4.1.1) с однократными линейными ограничениями (L=1) на диаграмму 

направленности. Расстояние между элементами ААР, расположенными вдоль линии, 

было равно половине длины волны входных сигналов. В качестве нелинейной функ-

ции, присутствующей в цепи корреляционной обратной связи была выбрана функ-

ция – сигмоид   )1/(1 ayeyF  , где 5.0a . 

 Предполагалось, что на ААР поступают статистически независимые полез-

ный сигнал и одна помеха с одинаковыми коэффициентами корреляции между от-

счётами 0 rrS . Углы прихода полезного сигнала и помехи были равны соответ-

ственно S=0
0
,  =45

0
. Мощность помехи была в 100 раз больше мощности полез-

ного сигнала. В ААР присутствовал также собственный шум, мощность которого 

составляла 0.1 (-10 dB) мощности полезного сигнала. Нормирование мощностей 

входных сигналов было осуществлено относительно мощности собственного шума 

ААР (мощность собственного шума была равна 1, мощности полезного сигнала и 

помехи были равны соответственно 10 и 1000). 

 Для проверки формулы (4.3.6) проводилось сравнение теоретически найден-

ного изменения относительной величины выходной мощности ААР  

2
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с соответствующим значением, полученным на основании компьютерного модели-

рования: %100

0

2

0

22







Z

ZZ
M

CT
 в зависимости от величины коэффициента 

адаптации   (рис. 4.5). 
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 Определение мощности выходного сигнала ААР при компьютерном модели-

ровании велось путём усреднения по ансамблю 200000 реализаций выходного слу-

чайного процесса. Длина реализации была равна 100 дискретным временным отсче-

там. Стартовыми весовыми коэффициентами служили CTW


, определяемые формулой 

(4.1.11). 

Исследовалась зависимость величины “перекомпенсации” мощности от зна-

чения   - коэффициента адаптации. 

 Из сравнения теоретических кривых и кривых, полученных методом компью-

терного моделирования, рисунка 4.5 можно видеть, что влияние флуктуаций весовых 

коэффициентов на мощность сигнала на выходе ААР зависит от величины  

коэффициента адаптации  . По мере роста коэффициента адаптации увеличивается 

величина рассогласования выходной мощности со своим значением, полученным 

при постоянном стационарном весовом векторе. Имеет место эффект перекомпенса-

ции 0M  . Некоторые различия между теоретическими и модельными данными 

обусловлены конечным временем усреднения при получении значений относитель-

ной величины выходной мощности M  и наличием в ААР собственного шума. Раз-

личия между теоретическими результатами и результатами компьютерного модели-

рования при величинах коэффициента адаптации 
5

5 10 
   обусловлены несо-

блюдением малости параметра  , по которому строился ряд теории возмущений. 

 Таким образом, проведённое исследование показало, что в ААР с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному 

градиентному алгоритму с однократным линейным ограничением, из-за флуктуаций 

весовых коэффициентов наблюдается уменьшение мощности выходного сигнала, по 

сравнению с мощностью, полученной при постоянном стационарном весовом векто-

ре, тем большее, чем больше значение коэффициента адаптации  . 
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Рис. 4.5. Зависимость относительной величины выходной 

мощности адаптивной антенной решетки  от значений 

коэффициента адаптации . 
 



 172 

4.4. ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ РАБОТЫ ААР С УЧЕТОМ 

ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА - ДИАГРАММА НАПРАВЛЕННО-

СТИ, КОЭФФИЦИЕНТ НАПРАВЛЕННОГО ДЕЙСТВИЯ, КОЭФФИЦИЕНТ 

УСИЛЕНИЯ, ПОТЕРИ В ВЫХОДНОМ ОТНОШЕНИИ СИГНАЛ / ШУМ [124-

125,146-147,169]. 

 Рассмотрим достаточно общую схему N  - элементной узкополосной адап-

тивной антенной решётки с линейными ограничениями на диаграмму направленно-

сти, содержащую нелинейную функцию в цепи корреляционной  обратной связи. 

 Настройка вектора весовых коэффициентов W


 антенных решёток, работаю-

щих по одному из градиентных методов, описывается N  - мерным векторным урав-

нением и в дискретном времени имеет вид: 

qWkZkXkWkW


 )}()()({)1( *
BP  .    (4.4.1) 

Здесь )(kX


 - вектор комплексных огибающих входных сигналов на приёмных 

элементах решётки. При анализе предполагалось, что вектор входных сигналов и 

вектор весовых коэффициентов связаны между собой негауссовской статистической 

зависимостью. P - проекционная матрица, обеспечивающая введение многократных 

линейных ограничений на диаграмму направленности ААР вида [49,65]:  

HH
CCCCIP

1)(  ;        (4.4.2) 

],,,[ 21 LCCC





C  - матрица ограничений размерности LN  , столбцами кото-

рой являются линейно - независимые векторы ограничений lC


, L - число вводимых 

ограничений;  - коэффициент адаптации; HW H
q


1)(  CCC - вектор комплекс-

ных весовых коэффициентов, соответствующих диаграмме направленности покоя 

(при отсутствии внешних помех); +, H, * соответственно знаки псевдообращения, 

эрмитовского и комплексного сопряжения, I  - единичная NN   матрица [49,65]. 

 Поясним оставшиеся обозначения. B  - матрица, вид которой определяется 

конкретным алгоритмом настройки, по которому работает адаптивная антенная ре-

шётка. Так для дискретного градиентного алгоритма IB  , а для быстрого рекур-

рентного алгоритма  - PPPRB
 )( xx .  

 В выражении (4.4.1) )(kZ  - выходной сигнал антенной решётки, который мо-

жет быть записан в виде ряда Вольтерра [177]: 
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1

1

)()()(
N

j

j
j kyakyFkZ ,       (4.4.3) 

где  F  - нелинейная функция в цепи обратной связи, )(ky  - выходной сигнал ли-

нейной части ААР, ja  - коэффициенты разложения нелинейности F  в ряд Вольтер-

ра [177]. Указанные коэффициенты могут быть представлены следующим образом 

[177]: 

 0
!

1 )(
 yF

j
a j

j .        (4.4.4) 

 Запишем выходной сигнал )(kZ  в матричной форме. Введём два 1N -мерных 

вектора:  вектор коэффициентов ряда Вольтерра  TNaaaA
121 


  и вектор 

 TN
kykykykY )()()()( 12 


 , представляющий собой вектор степеней выходно-

го сигнала линейной части адаптивной антенной решётки. Тогда выходной сигнал 

ААР примет вид: 

)()( kYAkZ T


 .         (4.4.5) 

 Учитывая (4.4.5), перепишем уравнение (4.4.1) следующим образом: 

q
T WkYAkXkWkW


 )}()()({)1( *

BP  .   (4.4.6) 

 Будем считать, что на приёмные элементы рассматриваемой узкополосной 

ААР поступает входной сигнал с коэффициентом автокорреляции r  между сосед-

ними временными отсчётами. Приближение узкополосности позволяет представить 

матричную корреляционную функцию входных сигналов адаптивной антенной ре-

шётки в виде произведения пространственной и временной частей: 

n

XX
T

XX rnkXkXnkk RR   )()(),(


,     (4.4.7) 

где r  - коэффициент корреляции между отсчётами входного сигнала; 

XXR  - пространственная часть корреляционной матрицы входных сигналов. 

 Необходимо подчеркнуть, что данная модель матричной корреляционной 

функции входных сигналов позволяет рассматривать случай воздействия на ААР 

произвольного числа помех, действующих с разных направлений, с одинаковыми 

коэффициентами корреляции между отсчётами. 

 Для подробного анализа уравнения (4.4.1) воспользуемся методом последова-

тельных приближений и введём следующие обозначения: 

)(
~

)(,
~

    , 
~

kkYYYWWW XXXX ФRM 


  (4.4.8) 
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где случайный весовой вектор W


, вектор степеней выходного сигнала линейной 

части адаптивной антенной решётки Y


 и стохастическая матрица 

)()( kXkX T
XX


M  представлены в виде сумм их средних значений 

XXW R,Y , 


 и «флуктуационных» составляющих )(
~

(k),Y
~

 ),(
~

kkW Ф


. 

 Для нахождения матрицы ковариации весовых коэффициентов [49,65]: 

  )(
~

)(
~

),(~ mWmWmm T

W


K        (4.4.9) 

воспользуемся методом возмущений по параметру  , который будем полагать ма-

лым ( 1 ). В качестве нулевого приближения  возьмём среднее значение весово-

го вектора 00 WW


 , получающееся из усреднения уравнения (4.4.1) в прибли-

жении "прямого размыкания" всех смешанных моментов [65]: 

qWkWkW


 )()1( 00 P .       (4.4.10) 

 Запишем уравнение для вектора поправки к нулевому приближению 

)(
~

)()()( 0 kWkWWkWkW


  : 

)}()1(
~

)({)1( kYkkWkW XA


  ФBP  .    (4.4.11) 

Решая данное уравнение методами теории возмущений в стационарном режиме ра-

боты ААР, можно получить в первом борновском приближении следующее выраже-

ние для матрицы ковариации весовых коэффициентов адаптивной антенной решёт-

ки, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму: 

2
2

2

1
( ) ( )

(1 )

T

CT CT AA XXW

r r
Sp Y Y

r
   

 


K R PR P .    (4.4.12) 

 В случае ААР с алгоритмом рекуррентного обращения выборочной оценки 

корреляционной матрицы входных сигналов данная характеристика будет иметь 

следующий вид: 

2
2

2

1
( ) ( )

(1 )

T

CT CT AA XXW

r r
Sp Y Y

r



  

    
K R PR P .    (4.4.13) 

Здесь CTY


 - вектор степеней выходного сигнала линейной части ААР, найденного 

при постоянном стационарном весовом векторе; 
T

AA AA


 
R  - матрица, полу-

ченная из коэффициентов ряда Вольтерра.  

 Из формул (4.4.12) и (4.4.13) видно, что поскольку собственные числа матриц 



 175 

)( PPR XX  и  )( PPR XX  определяются мощностью помехи, приходящей на 

ААР, и мощностью собственного шума (СШ) антенны и поэтому различны в разных 

направлениях подпространства ограничений, то и флуктуации весового вектора для 

обоих алгоритмов настройки ААР являются неизотропными. В направлении ограни-

чений они в обоих случаях равны нулю. В направлении прихода помехи флуктуации 

имеют максимальное значение для дискретного градиентного алгоритма, и мини-

мальное – для быстрого рекуррентного алгоритма. В остальных направлениях флук-

туации имеют одинаковую величину, определяемую мощностью собственного шума 

ААР, для первого алгоритма настройки, и 1/ мощность СШ ААР – для второго. 

КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЕКТОРА ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВЫХ 

КОЭФФИЦИЕНТОВ. 

 Рассмотрим более подробно матрицу ковариации весовых коэффициентов 

(выражения (4.4.12) и (4.4.13)) для наиболее часто используемых схем адаптивных 

антенных решёток. 

ААР без ограничений. 

 Предположим, что адаптивная система работает по критерию максимизации 

отношения сигнал – шум (ААР МОСШ). В этом случае матрица ограничений P  рав-

на единичной матрице IP  . Тогда выражение для матрицы ковариации весовых 

коэффициентов ААР МОСШ, настраивающейся по дискретному градиентному алго-

ритму, получается, если подставить IP   в формулу (4.4.12): 

2
2

2

1
( ) ( )

(1 )

T

CT CT AA XXW

r r
Sp Y Y

r
   

 


K R R .    (4.4.14) 

 Из формулы видно, что флуктуации весового вектора имеют максимальное 

значение в направлении прихода помехи. Второй по величине максимум наблюдает-

ся в направлении прихода полезного сигнала (поскольку второе по величине соб-

ственное число матрицы XXR - это собственное число, определяемое мощностью 

полезного сигнала). Во всех остальных направлениях флуктуации одинаковы и ми-

нимальны и определяются величиной мощности собственного шума ААР. 

 Для ААР МОСШ с быстрым рекуррентным алгоритмом данное выражение 

примет следующий вид: 

2
2

2

1
( ) ( )

(1 )

T

CT CT AA XXW

r r
Sp Y Y

r



  

    
K R R .    (4.4.15) 

 Из формулы (4.4.15) следует, что имеет место ситуация, противоположная 

описанной для дискретного градиентного алгоритма – флуктуации минимальны в 
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направлении прихода помехи, второй по величине минимум наблюдается в направ-

лении прихода полезного сигнала, а во всех остальных направлениях флуктуации 

максимальны и одинаковы по величине. 

  Таким образом, из выражений (4.4.14) и (4.4.15) видно, что в антенных ре-

шётках, работающих по критерию максимизации отношения сигнал – шум, с обоими 

рассматриваемыми алгоритмами настройки флуктуации весового вектора неизо-

тропны так же, как и в системах с многократными линейными ограничениями. 

 Для сравнения приведём выражение для матрицы ковариации весовых коэф-

фициентов ААР МОСШ, настраивающейся по дискретному градиентному алгорит-

му, но не имеющей нелинейной функции в цепи обратной связи  [108]: 

IK 
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1

1

1
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1 2

2

2
2

~ , где  (4.4.16) 

Sr , r  - соответственно коэффициенты автокорреляции между отсчётами полезного 

сигнала и помехи;  SZ 
2

, 
2

Z  - мощности (соответственно) полезного 

сигнала и помехи на выходе ААР при постоянном стационарном весовом векторе. 

 Сравнение показывает, что именно присутствие нелинейной функции в цепи 

обратной связи антенной решётки обусловливает неизотропность флуктуаций весо-

вого вектора, поскольку в линейной ААР МОСШ флуктуации изотропны. 

 Ещё одна особенность, на которую необходимо обратить внимание, состоит в 

том, что флуктуации весового вектора в антенной решётке, содержащей нелинейную 

функцию в цепи обратной связи, имеют по   второй порядок малости, в то время, 

как в линейной ААР – первый. Это означает, что флуктуации существенно меньше в 

адаптивной антенне, содержащей нелинейную функцию в цепи обратной связи по 

сравнению с ААР, не имеющей такой функции. 

 Из выражений (4.4.14) и (4.4.15) нетрудно получить формулы для дисперсии 

флуктуаций весовых коэффициентов в адаптивных антенных решётках, работающих 

по критерию максимизации отношения сигнал – шум. Так для ААР с дискретным 

градиентным алгоритмом настройки это выражение имеет вид: 

2
2 2

2

1
( )

(1 )

T

W CT CT AA X

r r
Sp Y Y

r
   

 


R ,     (4.4.17) 

где X  - суммарная мощность входных сигналов и собственного шума ААР. 

Для адаптивной антенной решётки, настраивающейся по быстрому рекуррентному 

алгоритму, дисперсия флуктуаций весового вектора описывается формулой: 
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R ,  (4.4.18) 

где   - мощность помехи; 1  - мощность собственного шума ААР. 

 Из выражений (4.4.17) и (4.4.18) следует, что в ААР МОСШ, настраивающих-

ся по любому из рассматриваемых алгоритмов, дисперсии флуктуаций всех весовых 

коэффициентов одинаковы и равны между собой. 

ААР с однократным линейным ограничением. 

 Найдём вид ковариационной матрицы весовых коэффициентов для адаптив-

ной антенны с однократным линейным ограничением. Будем считать, что полезный 

сигнал приходит с направления, перпендикулярного к плоскости решётки. В этом 

случае матрицу ограничений можно записать в виде: 

TSC ]111[1 


 
C .        (4.4.19) 

Учитывая (4.4.19), уравнение поверхности ограничений можно записать следующим 

образом: 

NWSWC TH 


1 .        (4.4.20) 

Подставляя (4.4.20) в (4.4.2), нетрудно получить явное выражение проекционной 

матрицы для ААР с однократным линейным ограничением: 

HCC
N

11

1 
 IP .         (4.4.21) 

 Будем рассматривать случай поступления на адаптивную антенную решётку 

одной помехи. Предположим также, что в ААР присутствует собственный шум. То-

гда корреляционная матрица входных сигналов будет иметь вид: 

TT
SXX SSSS 111


    IR ,      (4.4.22) 

где S


, 1S


 - соответственно вектора - фазоры полезного сигнала и помехи; 1 , S , 

  - мощности собственного шума ААР, полезного сигнала и помехи соответствен-

но. 

 Чтобы найти матрицу ковариации весового вектора, подставим формулу для 

проекционной матрицы (4.4.21) и выражение для корреляционной матрицы входных 

сигналов (4.4.22) в общую формулу для W
~K  ААР дискретным градиентным алго-

ритмом настройки (4.4.12), а затем в выражение для W
~K  антенной решётки с быст-

рым рекуррентным алгоритмом (4.4.13). 
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 Тогда после преобразований получим для адаптивной антенной решётки, 

настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму: 
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 (4.4.23) 

где )
2

1
exp(

)2/sin(

)2/sin(1
)( U

N
j

UN

NU
SS

N
Uf np

T 
 


 - нормированная диаграмма 

направленности равноамплитудной антенной решётки, сфазированной на нормально 

падающую волну;  sinU ;   - угол прихода пробного сигнала (в нашем случае 

данный угол равен углу прихода помехи    и, следовательно, 

  sinUU ). 

 Для адаптивной антенной решётки с алгоритмом рекуррентного обращения 

выборочной оценки корреляционной матрицы входных сигналов формула для W
~K  

будет иметь следующий вид: 
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   (4.4.24) 

 Необходимо отметить, что в выражении (4.4.24) проекционная матрица опи-

сывается формулой (4.4.21). 

 Приведённые выражения ((4.4.23) и (4.4.24)) для матрицы ковариации весо-

вых коэффициентов адаптивных антенных решёток с однократным линейным огра-

ничением не являются столь прозрачными для интерпретации, как выражения для 

ААР МОСШ. Однако они позволяют получить формулы для дисперсии флуктуаций 

весового вектора и обсудить полученный теоретический результат. 

 Можно показать, что в адаптивной антенной решётке с однократным линей-

ным ограничением, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму, 

дисперсия флуктуаций весовых коэффициентов имеет вид: 
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R ,  (4.4.25) 

где i  - номер весового вектора, определяющий величину набега фазы при падении 

на ААР плоской волны; d/1  - число пространственных периодов волны, «убираю-

щихся» между соседними антенными элементами. 

 Для адаптивной антенной решётки с быстрым рекуррентным алгоритмом 

настройки дисперсия флуктуаций весового вектора описывается следующим выра-

жением: 
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    (4.4.26) 

 Из формул (4.4.25) и (4.4.26) следует, что дисперсия флуктуаций весового 

вектора представляет собой вектор, т.е. является различной для каждого весового 

коэффициента iW . Это справедливо для обоих рассматриваемых алгоритмов 

настройки ААР.  

 Необходимо отметить, что ни в адаптивных антеннах, работающих по крите-

рию максимизации отношения сигнал – шум, как с нелинейной функцией в цепи 

обратной связи, так и без неё, ни в адаптивной антенной решётке с однократным 

линейным ограничением, не содержащих нелинейную функцию в цепи обратной 

связи [108], дисперсия не являлась вектором. Все весовые коэффициенты имели 

одинаковую величину дисперсии флуктуаций. Появление вектора дисперсии свиде-

тельствует о том, что каждый весовой коэффициент флуктуирует, имея собственную 

величину дисперсии. 

 

 

Диаграмма направленности антенны. 
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 Флуктуации весового вектора приводят к появлению дополнительных «флук-

туационных» слагаемых в различных статистических характеристиках адаптивных 

антенных решёток, в том числе и в диаграмме направленности адаптивной антенны. 

 Рассмотрим среднюю по мощности ДН )(
cp

g , где   - угол прихода пробно-

го сигнала 
np

S


 относительно нормали, проведённой к плоскости антенной решётки 

[49,116]: 

2

))(()( kWSFg T
npcp


 .       (4.4.27) 

 Подставляя в (4.4.27) представление весового вектора (4.4.8), получаем фор-

мулу для диаграммы направленности [49]: 

)()()( ~0 
Wcp ggg  ,        (4.4.28) 

где  

CTAA
H

CT YYg


R)(0   -         (4.4.29) 

- диаграмма направленности ААР без учёта флуктуаций весовых коэффициентов; 
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)(~ kYkYg AA
H

W


R  -        (4.4.30) 

- дополнительный член, обусловленный увеличением эквивалентной мощности 

пробного сигнала на выходе ААР из-за модуляции его флуктуациями весовых коэф-

фициентов. 

 Для простоты предположим, что в ряде Вольтерра разложения нелинейной 

функции, находящейся в цепи обратной связи, первое слагаемое существенно боль-

ше остальных, и ими можно пренебречь ( ,...3,21 aa  ). Тогда для этого случая ДН 

при постоянном стационарном весовом векторе имеет вид: 

CT
T
npnp

H
CT WSSWag


 2

10 )( ,       (4.4.31) 

а «флуктуационная» диаграмма направленности описывается выражением: 

npW

H
npW

SSag


~
2
1~ )( K .        (4.4.32) 

 Представим в «развёрнутом» виде «флуктуационную» ДН ААР. Для этого 

подставим формулу ковариационной матрицы весового вектора (4.4.12) в (4.4.32). 

Тогда для адаптивной антенной решётки, настраивающейся по дискретному гради-

ентному алгоритму, имеем: 
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PR P ,    (4.4.33) 
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где CTXX
H

CT WWaZa


R
2
10

22
1   - выходная мощность ААР при постоянном стацио-

нарном весовом векторе. 

 Поступая аналогичным образом (подставляя (4.4.13) в (4.4.32)), получаем вы-

ражение для «флуктуационной» диаграммы направленности ААР с быстрым рекур-

рентным алгоритмом настройки: 
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r r
g a Z S

r
    

   


PR P .   (4.4.34) 

 Из формул (4.4.33) и (4.4.34) видно, что «флуктуационная» диаграмма 

направленности в общем случае не является изотропной, и её форма определяется 

квадратом модуля произведения пробного сигнала и матриц )( PPR XX  (или 

 ])[( PPR XX ). 

 Рассмотрим более подробно флуктуационную ДН для адаптивной антенной 

решётки с однократным линейным ограничением. Для адаптивных антенных решё-

ток, работающих по данному алгоритму, флуктуационная диаграмма направленно-

сти имеет вид (подставляем формулу для проекционной матрицы (4.4.21) в выраже-

ние (4.4.33)): 
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 Для ААР с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки флуктуационная 

ДН описывается выражением: 
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.  (4.4.36) 

 Для обсуждения данных формул на рисунке 4.6 построены графики флуктуа-

ционной ДН в зависимости от прихода пробного сигнала для ААР с дискретным 

градиентным (кривая 1) и быстрым рекуррентным (кривая 2) алгоритмами настройки 

в случае прихода на антенную решётку входных сигналов с некоррелированными 

отсчётами ( 0r ). 

 При построении рассматривалась 7 – элементная полуволновая адаптивная 

антенная решётка с однократным линейным ограничением в направлении прихода  
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полезного сигнала и сигмоидальной нелинейной функцией в цепи обратной связи 

[79] ( 5.0a ). На ААР поступал полезный сигнал, приходивший с направления, 

нормального к плоскости решётки, и одна помеха – с направления 
45  по отноше-

нию к нормали, проведённой к плоскости решётки. Мощность полезного сигнала 

была в 10 раз меньше мощности помехи. В ААР присутствовал также собственный 

шум, мощность которого была в 100 раз меньше мощности помехи. Коэффициент 

адаптации был равен 410 . 

 Из рисунка видно, что флуктуационная диаграмма направленности адаптив-

ной антенной решётки c нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной 

связи и с дискретным градиентным алгоритмом настройки имеет максимум в 

направлении прихода помехи ( 45H ), а флуктуационная ДН ААР, настраиваю-

щейся по быстрому рекуррентному алгоритму – минимум в этом же направлении. В 

направлении ограничений флуктуационная диаграмма направленности равна нулю 

для обоих алгоритмов настройки. 

 Таким образом, проведённый статистический анализ показал, что флуктуаци-

онная диаграмма направленности адаптивной антенной решётки с однократным ли-

нейным ограничением, содержащая нелинейную функцию в цепи обратной связи, 

неизотропна как для дискретного градиентного, так и для быстрого рекуррентного 

алгоритмов, причём её минимальное или максимальное значение в направлении 

прихода помехи определяется уровнем коррелированности отсчётов входных сигна-

лов. 

 

Коэффициент направленного действия антенны. 

Найдём коэффициент направленного действия с учётом флуктуаций весового 

вектора адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи корреляцион-

ной обратной связи, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму. 

Согласно результатам, полученным в первой главе, общий вид коэффициента 

направленного действия можно записать следующим образом: 
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Рис. 4.6. Флуктуационная диаграмма направленности  в 

зависимости от угла прихода пробного сигнала  в слу-

чае поступления на ААР с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи сигналов с некоррелиро-

ванными отсчетами  (кривая 1 – дискретный гради-

ентный алгоритм, кривая 2 – быстрый рекуррентный алго-

ритм). 
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Из выражения (4.4.37) видно, что коэффициент направленного действия адаптивной 

антенны представляет собой сумму двух слагаемых: полученного при постоянном 

стационарном весовом векторе и «флуктуационного» слагаемого. 

«Стационарный» коэффициент направленного действия для адаптивной ан-

тенной решетки, настраивающейся по нелинейному дискретному градиентному ал-

горитму, имеет вид: 
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 (4.4.38) 

Здесь 
2

0 1

H T

CT np np CTg a W S S W - диаграмма направленности, найденная при постоян-

ном стационарном весовом векторе. 

 «Флуктуационный» коэффициент направленного действия ААР с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному 

градиентному алгоритму, может быть представлен в виде: 
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 (4.4.39) 

 Из выражений (4.4.38) и (4.4.39) можно видеть, что флуктуации весовых ко-

эффициентов приводят, с одной стороны, к увеличению коэффициента направленно-

го действия, но с другой стороны, к «размазыванию» этого направленного действия 

по направлениям угла  . 

 

 

Коэффициент усиления адаптивной антенной решётки. 

 Найдем с учетом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов коэф-

фициент усиления адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному градиентному 

алгоритму с многократными линейными ограничениями. Коэффициент усиления в 

данном случае представляет собой сумму двух слагаемых – найденного при посто-
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янном стационарном весовом векторе и «флуктуационного» коэффициента усиления 

и имеет вид: 

2
222 2

0 1 0 2

2
222 2

0 1 0 2

0

1
2 ( ) 2 ( )

(1 )
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  (4.4.40) 

Из выражения (4.4.40) следует, что флуктуации весового вектора увеличива-

ют величину коэффициента усиления. Однако это увеличение имеет второй порядок 

малости по коэффициенту адаптации  , а потому незначительно. С другой стороны, 

флуктуации весовых коэффициентов искажают величину коэффициента усиления 

адаптивной антенны по направлениям угла  . 

Таким образом, флуктуации весовых коэффициентов оказывают двойное дей-

ствие на коэффициент направленного действия и коэффициент усиления адаптивной 

антенной решётки с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, 

настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму с многократными ли-

нейными ограничениями. С одной стороны, флуктуации увеличивают значения этих 

коэффициентов (правда незначительно), на величину, даже меньшую, чем второго 

порядка малости по коэффициенту адаптации  , поскольку в знаменателе данных 

выражений присутствует тоже «флуктуационное» слагаемое – «флуктуационная» 

диаграмма направленности. С другой стороны, флуктуации весового вектора вносят 

искажения в форму КНД и КУ по углу  . 

Потери в выходном отношении сигнал / шум, вызванные наличием флуктуаций ве-

сового вектора. 

 Рассмотрим в качестве одного из возможных показателей эффективности ра-

боты адаптивной антенной решетки потери в выходном отношении сигнал / шум, 

вызванные флуктуациями: 

10 lg
fl

opt

SNR

SNR


 
    

 

        (4.4.41) 

Как отмечалось в первой главе, здесь 
flSNR  - выходное отношение сигнал / шум, 

найденное с учетом флуктуаций весового вектора; 
optSNR - выходное отношение 

сигнал / шум, найденное без учета флуктуаций весового вектора. 

Используя формулу выходной мощности ААР с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному градиентному 

алгоритму с ограничениями (4.3.7), и учитывая, что корреляционная матрица вход-
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ных сигналов адаптивной антенной решетки состоит из суммы корреляционных 

матриц полезного сигнала, помех и собственного шума адаптивной антенны 

. .XX SS с ш  R R R R и, соответственно, мощности полезного сигнала и помех 

на выходе антенны при постоянном стационарном весовом векторе имеют вид 

2 H

S CT SS CTZ W W   R , 
2

. .( )H

CT с ш CTZ W W    R R  получим выражение для 

остаточной мощности помехи на выходе ААР с дискретным градиентным алгорит-

мом: 
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. (4.4.42) 

После преобразований имеем следующее выражение потерь в выходном от-

ношении сигнал / шум ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обрат-

ной связи, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму с ограниче-

ниями, из-за флуктуаций весового вектора: 

2

1 . .( )
10 lg

H

CT с ш CT

grf

a W W

A


  

    
 

R R
      (4.4.43) 

 На рисунке 4.7 представлена зависимость потерь в выходном отношении сиг-

нал / шум адаптивной антенной решетки от величины коэффициента адаптации  . 

График построен для адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному градиентному 

алгоритму с однократными линейными ограничениями (L=1) на диаграмму направ-

ленности, имеющей 7 элементов (N=7). Расстояние между элементами было равно 

половине длины волны ( / 2d  ). Для однократных ограничений матрица С имеет 

размерность [ N 1] и равна C  
 
C S1

, где S


- вектор волнового фронта полезного 

сигнала. В качестве нелинейной функции была выбрана функция-сигмоид 

1
[ ]

1 exp{ }
F y

a y


  
, 0.5a  . 

 Предполагалось, что на ААР поступают статистически независимые полез-

ный сигнал и одна помеха 0.5Sr r  . Комплексные амплитуды входных сигналов 

формировались из двух независимых источников гауссовского “белого” шума. Углы 
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прихода полезного сигнала и помехи были равны соответственно  S=0
0
,   =45

0
, 

мощность помехи была в 100 раз больше мощности полезного сигнала. В каждом 

элементе ААР присутствовал также некоррелированный собственный шум, мощ-

ность которого составляла 0.1 мощности полезного сигнала. 

 Из рисунка 4.7 можно видеть, что имеют место потери из-за флуктуаций ве-

сового вектора в выходном отношении сигнал / шум адаптивной антенной решетки с 

нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по 

дискретному градиентному алгоритму. Из рисунка также следует, что по мере уве-

личения коэффициента адаптации   растут потери, вызванные наличием флуктуа-

ций весового вектора. Данные потери имеют наибольшую величину в адаптивной 

антенной решетке без нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи с 

дискретным градиентным алгоритмом настройки (кривая ААР gr) и наименьшую 

величину в ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи с 

тем же алгоритмом настройки (кривая ААР grf). Адаптивная антенная решетка с 

быстрым рекуррентным алгоритмом настройки без нелинейной функции в цепи кор-

реляционной обратной связи занимает промежуточное положение (кривая ААР smi). 
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Рис. 4.7. Потери  в выходном отношении сигнал / шум в зави-

симости от величины коэффициента адаптации . ААР grf - 

ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной 

связи с дискретным градиентным алгоритмом настройки. 
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4.5. ВЫВОДЫ. 

Проведённое в четвёртой главе исследование статистических характеристик 

адаптивной антенной решетки, содержащей нелинейную функцию в цепи корреляционной 

обратной связи, с дискретным градиентным алгоритмом настройки с учетом флуктуаций 

весового вектора позволяет сделать следующие выводы: 

 

1. Статистический анализ влияния флуктуаций весовых коэффициентов на 

характеристики адаптивных антенных решёток с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи и дискретным градиентным алгоритмом настройки 

необходимо проводить методами теории возмущений. Данные методы позволяют 

учесть негауссовскую статистическую зависимость между весовым вектором и 

вектором входных сигналов. 

2. Для успешного применения методов теории возмущений при статистическом анализе 

ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи и дискретным 

градиентным алгоритмом настройки необходимо, чтобы нелинейная функция была N 

раз дифференцируемая. Это позволяет применить при статистическом анализе 

разложение данной функции в ряд Вольтерра. 

3. Флуктуации весового вектора приводят к искажениям выходного сигнала ААР. 

Используемый алгоритм настройки адаптивной антенны определяет вид 

«флуктуационных» слагаемых в статистических характеристиках выходного сигнала 

ААР. Алгоритм настройки адаптивной антенной решетки определяет конкретный  вид 

зависимости «флуктуационных» слагаемых от коэффициента автокорреляции между 

отсчетами входных сигналов и от корреляционной матрицы входных сигналов. 

4. Исследование показало, что флуктуации весового вектора в ААР с линейным 

дискретным градиентным алгоритмом настройки изотропны во всех направлениях 

подпространства ограничений. В ААР с нелинейной функцией в цепи обратной связи 

флуктуации весового вектора неизотропны в пространстве ограничений: максимальны 

в направлении прихода помехи, а во всех остальных направлениях имеют, как 

правило, много меньшую величину (пропорциональную значению мощности 

собственного шума ААР). В направлениях, заданных ограничениями, флуктуации 

весового вектора отсутствуют. 

5. Дисперсия флуктуаций весового вектора для ААР с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи представляет собой вектор, т.е. является различной 

для каждого весового коэффициента iW . Это справедливо для обоих рассматриваемых 

алгоритмов настройки ААР – дискретного градиентного и быстрого рекуррентного 
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алгоритмов с ограничениями на диаграмму направленности. Ни в адаптивных 

антеннах, работающих по критерию МОСШ, как с нелинейной функцией в цепи 

обратной связи, так и без неё, ни в «линейной» ААР с однократным линейным 

ограничением [108], дисперсия не являлась вектором. Все весовые коэффициенты 

имели одинаковую величину дисперсии флуктуаций. Появление вектора дисперсии 

свидетельствует о том, что каждый весовой коэффициент флуктуирует, имея 

собственную величину дисперсии. 

6. Имеют место потери из-за флуктуаций весового вектора в выходном отношении 

сигнал / шум адаптивной антенной решетки с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному градиентному 

алгоритму. По мере увеличения коэффициента адаптации   растут потери, вызванные 

наличием флуктуаций весового вектора. Данные потери имеют наибольшую величину 

в ААР без нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи с дискретным 

градиентным алгоритмом настройки и наименьшую величину в ААР с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи с тем же алгоритмом настройки. 

Адаптивная антенная решетка с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки без 

нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи занимает промежуточное 

положение. 
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Глава 5. Анализ статистических характеристик адаптивной антенной решетки 

с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраиваю-

щейся по алгоритму рекуррентного обращения выборочной оценки корреляци-

онной матрицы входных сигналов с учетом флуктуаций весового вектора. 

5.1. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДОВ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ СТАТИ-

СТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ХАРАКТЕРИСТИК ААР [126]. 

Рассмотрим работу N  - элементной адаптивной антенной решётки с много-

кратными линейными ограничениями и нелинейной функцией в цепи корреляцион-

ной обратной связи, настраивающейся по алгоритму рекуррентного обращения вы-

борочной оценки корреляционной матрицы входных сигналов 

ˆ (1 ) ( ) ( )
k

n T

k

n

X k n X k n  



   R , где )(kx - вектор входных сигналов,   - коэф-

фициент “забывания”, который уменьшает вклад в выборочную корреляционную 

матрицу kR̂  более ранних по времени выборок входных сигналов по сравнению с 

более поздними; индексы Т, H, *, + обозначают соответственно знаки транспониро-

вания, эрмитовского и комплексного сопряжения, а также псевдообращения. 

Настройка вектора весовых коэффициентов W  такой ААР описывается N  - 

мерным векторным уравнением, которое в дискретном времени имеет вид:  

*ˆ( 1) { ( ) ( ) ( 1) ( )}k qW k W k X k Z k W        P PR P P .    (5.1.1) 

Здесь HH
CCCCIP

1)(  - проекционная матрица (матричный фильтр в контуре 

управления ААР), обеспечивающая введение многократных линейных ограничений 

на диаграмму направленности (ДН) антенной решётки; 1 2[ , , , ]LС С СC  - матри-

ца ограничений размерности LN  , столбцами которой являются линейно - незави-

симые векторы ограничений lС , L - число вводимых ограничений;  1  - коэф-

фициент адаптации быстрого рекуррентного алгоритма; 
qW - вектор комплексных 

весовых коэффициентов, соответствующих диаграмме направленности покоя (при 

отсутствии внешних помех); I - единичная  матрица с размерностью NN   [65].  

 В выражении (5.1.1) )(kZ  - выходной сигнал антенной решётки, который мо-

жет быть записан в виде ряда Вольтерра [177]: 

  



1

1

)()()(
N

j

j
j kyakyFkZ ,       (5.1.2) 
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где  F  - нелинейная функция в цепи обратной связи, )(ky  - выходной сигнал ли-

нейной части ААР, ja  - коэффициенты разложения нелинейности F  в ряд Вольтер-

ра [177]. Указанные коэффициенты могут быть представлены следующим образом 

[177]: 

 0
!

1 )(  yF
j

a j
j .         (5.1.3) 

 Разложение (5.1.2) является также разложением нелинейной функции F  в ряд 

Тейлора в нулевой точке, поскольку, как видно из формулы (5.1.3), коэффициенты 

данного ряда получаются путем нахождения значений различных производных рас-

кладываемой функции в нуле.  

 Выходной сигнал )(kZ  может быть записан в матричной форме: 

( ) ( )TZ k A Y k  ,         (5.1.4) 

где 
11 2

T

NA a a a     - 1N -мерный вектор коэффициентов ряда Вольтерра; 

12( ) ( ) ( ) ( )
T

N
Y k y k y k y k     - 1N -мерный вектор степеней выходного сигнала ли-

нейной части ААР. 

 Проведём статистический анализ уравнения (5.1.1) методами теории возму-

щений, подробно изложенным в [65,107]. Для этого, учитывая (5.1.4), перепишем 

уравнение (5.1.1) следующим образом: 

*ˆ( 1) { ( ) ( ) ( 1) ( )}T

k qW k W k X k A Y k W         P PR P P .   (5.1.5) 

 Введём следующие обозначения: 

 , Y , ( ) ( )XX XXW W W Y Y k k       M R Ф     (5.1.6) 

где случайный весовой вектор W , вектор степеней выходного сигнала линейной ча-

сти адаптивной антенной решётки Y  и стохастическая матрица ( ) ( )T

XX X k X kM  

представлены в виде сумм их средних значений , , XXW Y    R  и флуктуацион-

ных составляющих ( ),  Y(k), ( )W k kФ [49,65,116]. 

 Найдём уравнение для W   вблизи стационарного состояния. Для этого 

усредним (5.1.5), используя обозначения (5.1.6). При усреднении будем учитывать, 

что  0R XA  - корреляционная матрица входных сигналов и коэффициентов ряда 

Вольтерра является нулевой матрицей, поскольку A  - детерминированный вектор, а 

среднее значение вектора входных сигналов равно нулю. При усреднении положим 

также, что constxxk   )()ˆ( PPRPRP . Данное предположение может считаться 
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справедливым в стационарном режиме работы ААР, который и рассматривается в 

данной работе, поскольку в этом режиме при неизменных статистических характе-

ристиках входных сигналов их корреляционная матрица, (и следовательно, псевдо-

обратная к ней) уже оценена ААР достаточно точно и может быть при анализе заме-

нена на её истинное значение. Тогда в указанных предположениях имеем: 

( 1) { ( ) ( ) }xx XA qW k W k W         P PR P P .    (5.1.7) 

Здесь 
XA XAY  Ф - вектор кумулянтных функций третьего порядка, учитываю-

щих статистическую зависимость флуктуаций выходного сигнала линейной части 

ААР Y  (и, следовательно, флуктуаций весовых коэффициентов W ) и входных сиг-

налов ( 1)X k  . 

 Для определения стационарного среднего значения вектора весовых коэффи-

циентов ( )CTW W k   и других статистических характеристик адаптивной антен-

ной решётки воспользуемся методом возмущений по параметру  , который будем 

полагать малым ( 1 ). В качестве нулевого приближения возьмём среднее значе-

ние вектора весовых коэффициентов 0 0W W   , получающееся из усреднения 

уравнения (5.1.1) в приближении "прямого размыкания" всех смешанных моментов: 

0 0( 1) { ( ) ( ) ( 1) ( ) }xx qW k W k X k Z k W             P PR P P .  (5.1.8) 

Предполагая, что среднее значение вектора входных сигналов равно нулю 

( 1) 0X k   , получаем: 

0 0( 1) ( ) qW k W k W  P .        (5.1.9) 

Стационарное значение весового вектора в нулевом приближении будет удовлетво-

рять уравнению: 

0 qW WD ,          (5.1.10) 

где HH
CCCCPID

1)(  - проекционная матрица, дополнительная к P . 

Из формулы (5.1.10) следует, что выражение для стационарного значения весового 

вектора имеет вид: 

0CT qW WD .          (5.1.11) 

 Проведём анализ статистических характеристик ААР при учёте флуктуаций 

весового вектора. Для этого найдём уравнение для вектора поправки к нулевому 

приближению: 

0( ) ( )W k W k W   .         (5.1.12)  
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Необходимо учесть, что вектор поправок лежит в подпространстве ограничений:  

( ) ( ),  ( ) 0W k W k W k   P D .       (5.1.13) 

Тогда, вычитая из выражения (5.1.1) уравнение (5.1.9), получаем: 

( 1) { ( ) ( ) ( 1) ( )}T

xxW k W k X k A Y k  

      P PR P P .    (5.1.14) 

Заметим, что, учитывая (5.1.6), второе слагаемое в правой части формулы (5.1.14) 

может быть представлено в виде: 

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )T

xx xx XAX k A Y k k Y k            P PR P P P PR P P .  (5.1.15) 

Тогда, подставляя (5.1.15) в выражение (5.1.14), имеем: 

( 1) { ( ) ( ) ( 1) ( )}xx XAW k W k k Y k 

       P PR P P     (5.1.16) 

Поскольку все поправки к весовому вектору (средние и флуктуационные) лежат в 

подпространстве ограничений (формулы (5.1.13)), то можно перейти в Q - матрич-

ное представление, диагонализирующее эрмитовскую матрицу PPR XA , по следую-

щим формулам [49,65]:  

1 1,   W , HW 

     Q Q Q Q ,       (5.1.17) 

где   - вектор поправки к нулевому приближению в Q - матричном представлении. 

Тогда уравнение (5.1.16) в Q - матричном представлении запишется в виде: 

1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )xx XAk k k Y k          Q P PR P P Ф .    (5.1.18) 

Здесь 0PQPRQ  
XAXA

1 . Решение уравнения (5.1.18) может быть записано сле-

дующим образом: 

1

0

0

ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1 )[ ( ) ( )]xx XA

n

k n k n Y k k n 


 



          Q P PR P P Ф Q , (5.1.19) 

здесь )(ˆ k  - диагональная матрица следующего вида: 



















OO

OI







)(ˆ k  

Итерируя уравнение (5.1.19), можно построить ряд теории возмущений по малому 

параметру 1  [65]. В результате вектор ( )k  и соответствующий ему вектор 

поправки ( ) ( )W k k  Q  запишутся в виде суммы слагаемых, принадлежащих при-

ближениям различного порядка:  

1 2 3 ...,              (5.1.20) 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... .W k k W k W k W k        Q      (5.1.21) 
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Члены ряда (5.1.20) соответственно будут равны: 

1

1 0

0

ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1 )xx XA CT

n

k n k n Y 


 



       Q P PR P P Ф , 

1

2 1

0

ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1 ) ( )xx XA

n

k n k n k n 


 



          Q P PR P P Ф Q                          (5.1.22) 

2 1 1

0

0 0

ˆ ˆ( ) ( ) ( 1 ) ( ) ( ) ( )xx XA xx XA CT

n m

n k n m k n m Y  
 

   

 

       Q P PR P P Ф Q Q P PR P P Ф  

............................................................................................................. 

1

1

0

ˆ( 1) ( ) ( ) ( 1 ) ( )p xx XA p

n

k n k n k n 


 





         Q P PR P P Ф Q . 

 Для вычисления статистических характеристик исследуемой адаптивной ан-

тенной решётки необходимо задать конкретный вид временной зависимости вектора 

входных сигналов. Будем предполагать, что рассматриваемая адаптивная антенная 

решётка является узкополосной. Корреляционная матрица входных сигналов узко-

полосной антенной решётки имеет вид: 

n

XX

T

XX
rnkXkXnkk RR   )()(),(


,    (5.1.23) 

где r  - коэффициент корреляции между отсчётами входного сигнала. 

 На основе полученных соотношений (5.1.20) - (5.1.22) в следующих разделах 

получены аналитические выражения для основных статистических характеристик 

антенной решётки с ограничениями. 

 

5.2. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ И МОДЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ 

ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА НА КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАК-

ТЕРИСТИКИ И МОЩНОСТЬ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА ААР [126,127,128]. 

 Рассмотрим влияние флуктуаций весового вектора на корреляционные харак-

теристики и мощность на выходе ААР. Для этого всюду ниже будем дополнительно 

предполагать, что ( )X k  является комплексным гауссовским случайным вектором. 

 Корреляционная функция выходного сигнала адаптивной антенной решётки с 

нелинейной функцией в цепи обратной связи может быть записана в виде [49,65]: 

   

( , ) ( ) ( )

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ) .

H

Z

H T H T

H H T

CT AA CT

K m m n Z m Z m n

F y m F y m n A Y m A Y m n

Y Y Y m A A Y m n

   

    

    R

.   (5.2.1) 

В данном выражении первое слагаемое – это корреляционная функция при постоян-

ном стационарном весовом векторе, т.е. найденная без учёта флуктуаций весовых 
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коэффициентов. Второе слагаемое в выражении (5.2.1) возникает вследствие учёта 

флуктуаций весового вектора в адаптивной антенной решётке. 

 Стационарный выходной сигнал линейной части ААР определяется выраже-

нием: 

 1 12 2( ) ( ) ( )
TT

N NT T T

CT CT CT CT CT CT CTY y y y X W X W X W       ,   (5.2.2) 

где стационарный весовой вектор CTW  представлен формулой (5.1.11). 

 Рассмотрим более подробно второе слагаемое, входящее в выражение корре-

ляционной функции выходного сигнала (5.2.1): 

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) .

H
H T H H T T T

H
N N

j T p

j p

j p

Y m A A Y m n Y m A A Y m n A Y m A Y m n

a X m W m a X m n W m n

 

 

         
      

   
      

   
 

Q Q Q Q

Q Q

           (5.2.3) 

В первом борновском приближении флуктуационная часть вектора весовых коэффи-

циентов приближённо равна значению первой поправки к весовому вектору 

1( ) ( )W m W m . Учитывая это, получаем: 

1 1

1 1

1 1

( ) ( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) .

H T

H
N N

j T p

j p

j p

Y m A A Y m n

a X m W m a X m n W m n



 

 

  

   
      

   
 Q Q

  (5.2.4) 

Используя формулы (5.1.22), описывающие вид поправок различного порядка к ве-

совому вектору в Q - матричном представлении, имеем: 

 

 

1 1

1 2

1 1

0 1

0 0

2 0

( ) ( )

( 1 ) [( ) ] ( )
.

( ) ( ) ( 1 )

H T

N N
j p

j p

j p

j

H H H

CT XA xx

n n

p
T

xx XA CT

Y m A A Y m n

a a

Y m n X m

X m n m n n Y







 

 
 

 



  

 

 
      

 
 
        



 P PR P P

P PR P P

   (5.2.5) 

Из выражения (5.2.5) можно видеть, что «флуктуационное» слагаемое корреляцион-

ной функции выходного сигнала ААР с нелинейной функцией в цепи обратной связи 

даже в первом борновском приближении представляет собой смешанную момент-

ную функцию pj  -ого порядка. Чтобы вычислить такую функцию, необходимо 

использовать операцию pj  -кратного дифференцирования случайного процесса. 

Это позволяет свести все вычисления к нахождению смешанной моментной функ-
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ции второго порядка, а затем для получения общего вида данного слагаемого ре-

зультат необходимо проинтегрировать pj   раз. Однако в данной статье мы рас-

смотрим простейший случай, когда при разложении нелинейной функции ААР в ряд 

Вольтерра первое слагаемое ряда существенно больше остальных ( ,, 321 aaa  ). 

В этом случае можно считать, что вклад всех членов ряда, начиная со второго, в вы-

ражения различных статистических характеристик антенной решётки мал и им мож-

но пренебречь. Данное условие, например, описывает сигмоидальную нелинейную 

функцию, используемую при моделировании искусственных нейронных сетей [79-

80].  

Рассчитаем корреляционную функцию выходного сигнала ААР с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по быстрому 

рекуррентному алгоритму, в предположении, что первый коэффициент разложения 

нелинейной функции в ряд Вольтерра 1a  много больше остальных коэффициентов 

2,3...a  этого ряда. В этом случае имеем: 

   

1 1

2

1

( , ) ( ) ( )

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( )) ( ( ))

[ ( )] [ ( )]

( , ) 2 ( , ) ( )

( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) (

H

Z

H T H T

H

H H

CT XX CT CT

H

XX

H

K m m n Z m Z m n

F y m F y m n A Y m A Y m n

a y m a y m n

W m m n W W m m n W m n

a W m m m n W m n

W m m m n W m

   

    

  

       

      

    

XX

XX

R

R

)n

 
 
 
 
 

 
 

  (5.2.6) 

 Найдём последовательно слагаемые, входящие в выражение для корреляци-

онной функции (5.2.6). Первое слагаемое выражения (5.2.6) может быть представле-

но в виде: 

0[ ] ( , )
nH H

Z CT XX CT CT XX CTK n W m m n W W W r  R R      (5.2.7) 

Формула (5.2.7) является корреляционной функцией выходного сигнала при посто-

янном стационарном весовом векторе CTW . 

 Второе слагаемое (5.2.6) в первом борновском приближении имеет следую-

щий вид: 

1

2
( , ) ( ) (( ) )

1

nH H

CT CT XX CT XX XX

a
W m m n W m n W W r Sp

r

     


XX R PR P PR  (5.2.8) 

 Третье слагаемое формулы (5.2.6) может быть записано следующим образом: 
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2 2 2
2 2

1 2 2

( ) ( , ) ( )

1
(( ) ( ) )

(1 )

H

XX

n
nH

CT XX CT XX XX XX XX

W m m m n W m n

r r
a W W r Sp

r



 

   

 




R

R PR P PR PR P PR
  (5.2.9) 

 И, наконец, последнее слагаемое корреляционной функции выходного сигна-

ла (5.2.6) в первом борновском приближении запишется в виде: 

2 2
2 2

1 2 2

2
2 2 2

1 2 2

( ) ( , ) ( )

3 (1 )
( ) ( )

(1 )

( )
(1 )

H

n
nH

CT XX XX XX XX XX CT

nH

CT XX CT XX

W m m m n W m n

r r
a W W r

r

r
a W W r Sp

r





 

    

 
 






XX

R PR P PR PR P PR

R PR

  (5.2.10) 

 Тогда окончательное выражение для корреляционной функции выходного 

сигнала адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи корреляцион-

ной обратной связи, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, в 

стационарном режиме работы примет вид: 

2

1

1

2

2 2 2
2 2

1 2 2

2 2
2 2

1 2 2

2
2 2 2

1 2 2

( , )

2
1 (( ) )

1

1
(( ) ( ) )

(1 )

( ) ( )3 (1 )

(1 )

(
(1 )

n H

Z CT XX CT

XX XX

n

XX XX XX XX

Hn

CT XX XX XX XX XX CT

H

CT XX CT

K m m n a r W W

a
Sp

r

r r
a Sp

r

W Wr r
a

r W W

r
a Sp

r












 

 

  

 


 
 




 
 






R

PR P PR

PR P PR PR P PR

R PR P PR PR P PR

R

( ) )XX XX



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

PR P PR

  (5.2.11) 

Из выражения (5.2.11) видно, что флуктуации весовых коэффициентов приводят к 

искажениям выходного сигнала ААР, причём величина искажений определяется ве-

личиной слагаемых, начиная со второго, в формуле корреляционной функции. Эти 

слагаемые являются следствием учёта флуктуаций весового вектора. Необходимо 

также отметить, влияние флуктуаций весового вектора определяется коэффициентом 

адаптации  , взятом в первой и второй степенях, а также коэффициентом автокор-

реляции между отсчётами входного сигнала r . Нелинейная функция в цепи обрат-

ной связи адаптивной антенной решётки в данном случае представлена коэффициен-

том 1a , также влияющим на статистические характеристики ААР. 

 Вернемся к формуле (5.2.5). В первом борновском приближении для частного 

случая j p  можно получить вид корреляционной функции на выходе ААР для 

любого 1N : 
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1

2 2 2

2 2

2 2
2 2 2

2 2
1

2
2

2 2

[ ] [ ]

1
[ (( ) ( ) )

(1 )

( ) ( )3 (1 )
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(( ) )
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Z CTZ

n
n H

CT XX CT XX XX XX XX

HN n
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j H
j CT XX CT
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K n K n

r r
r W W Sp

r
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R PR P PR PR P PR

R PR P PR PR P PR

R

PR P PR

j









 (5.2.12) 

Из выражения (5.2.11) также следует, что в формуле для корреляционной 

функции на выходе ААР присутствуют слагаемые второго порядка малости по ко-

эффициенту адаптации  . Корректный статистический анализ требует вычисления 

слагаемых такого же порядка малости для второго приближения, что дает следую-

щий вид корреляционной функции: 
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1

1

2

2 2 2
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1 2 2

2
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1 2 2 3
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r
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 (5.2.13) 

 При вычислении средних, в которые входят кратные суммы, использовалось 

предположение о малости времени корреляции входных сигналов по сравнению со 

временем релаксации системы. Это условие в несколько видоизмененной форме 

можно записать так: 

1 1 12 2 2
1

1 1 1
(( ) ) 1

1 1 1

N L

n n XX XX

n

a a a Sp
r r r

    






  
  

 PR P PR  

Данная формула накладывает ограничения на величину параметров , r  и пред-

ставляет собой достаточное условие применимости методов теории возмущений для 

анализа влияния флуктуаций на статистические характеристики адаптивной антен-

ной решетки, содержащей нелинейную функцию в цепи корреляционной обратной 

связи и настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. 
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 Запишем выражение для выходной мощности адаптивной антенной решётки с 

нелинейной функцией в цепи обратной связи, настраивающейся по алгоритму ре-

куррентного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы входных сиг-

налов. Для этого необходимо положить 0n  в формуле (5.2.11), описывающей кор-

реляционную функцию выходного сигнала ААР: 

2 22

1 0

1

2

2
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1 2 2

2
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1 2 2

2
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H
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  (5.2.14) 

здесь 
2

0

H

CT XX CTZ W W   R  - выходная мощность антенной решётки, найденная при 

постоянном стационарном весовом векторе. 

 Из выражения (5.2.14) можно видеть, что выходная мощность ААР с нели-

нейной функцией в цепи обратной связи может быть как больше, так и меньше мощ-

ности, найденной при постоянном стационарном весовом векторе, т.е. может иметь 

место как эффект рассогласования [17], так и эффект «перекомпенсации» [49,65], как 

и в адаптивной антенной решетке, не содержащей нелинейной функции в цепи кор-

реляционной обратной связи. 

 Для произвольного значения 1N  - числа слагаемых в разложении нелинейной 

функции в ряд Вольтерра имеем следующее выражение для выходной мощности 
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Кроме того, корректный статистический анализ, учитывающий слагаемые второго 

порядка малости по коэффициенту адаптации   из второго приближения дает мощ-

ность на выходе ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной свя-

зи, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму: 

2 22

1 0

1

2

2
2 2

1 2 2

2
2 2

1 2

2
2 2

1 2 2 3

2
1 (( ) )

1

1 2
(( ) ( ) )

(1 )

( ) ( )
2

1

( ) (3 2 1
[ ]
(1 ) 1

CT

XX XX

XX XX XX XX

H

CT XX XX XX XX CT

H

CT XX CT

H

CT XX XX XX XX

Z a Z

a
Sp

r

r
a Sp

r

W Wr
a

r W W

Wr
a

r r











 

 



     

 



 



  



 

 

PR P PR

PR P PR PR P PR

R PR P PR P PR

R

R PR P PR PR

2
2 2 2

1 2 2

)

1
[ ] (( ) )
(1 ) 1

XX CT

H

CT XX CT

XX XX

W

W W

r
a Sp

r r






 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
   

P PR

R

PR P PR

 (5.2.16) 

Было проведено численное оценивание величин слагаемых, входящих в выражение 

(5.2.16). Оценивание было проведено для  7-ми элементной полуволновой ААР с 

нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по 

быстрому рекуррентному алгоритму с однократным линейным ограничением. На 

вход указанной антенной решётки подавались статистически независимые полезный 

сигнал и помеха, приходившие соответственно под углами 
0  и 

45  к нормали, про-

ведённой к плоскости решётки. Мощность помехи была в 100 раз больше мощности 

полезного сигнала. В ААР присутствовал также собственный шум, мощность кото-

рого была в 1000 раз меньше мощности помехи. В качестве нелинейной функции в 

цепи обратной связи рассматривалась функция – сигмоид   )1/(1 ayeyF  , где 

0.5a   - коэффициент, определяющий конкретный вид данной функции. Для 

0.0001; 0.5r    были получены следующие значения слагаемых, входящих в 

выражение (5.2.16): 
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Оценивание показало, что поправка к выражению выходной мощности, найденная в 

первом борновском приближении, на шесть порядков меньше мощности, найденной 

при постоянном стационарном весовом векторе. Поправки к выражению выходной 

мощности, найденные во втором приближении, меньше поправок первого порядка в 

3 610 10  раз. Таким образом, можно не учитывать второе приближение при анализе 

работы адаптивной антенной решетки с учетом флуктуаций весового вектора. 

 

 Для количественного сравнения влияния флуктуаций весового вектора на ве-

личину выходной мощности были построены графики зависимости флуктуационной 

части выходной мощности %100
2

0

22







CT

CT

Z

ZZ
M  от величины коэффици-

ента корреляции между отсчётами входных сигналов r  и коэффициента a , опреде-

ляющего форму нелинейной функции обратной связи (рис.5.1, рис. 5.2). 

 Сравнивались адаптивные антенные решётки с нелинейной функцией в цепи 

обратной связи, настраивающиеся по дискретному градиентному и быстрому рекур-

рентному алгоритмам. Рассматривались ААР с однократным линейным ограничени-

ем в направлении полезного сигнала. На входы указанных антенных решёток пода-

вались статистически независимые полезный сигнал и помеха, приходившие соот-

ветственно под углами 
0  и 

45  к нормали, проведённой к плоскости решёток. 

Мощность помехи была в 10 раз больше мощности полезного сигнала. В ААР при-

сутствовал также собственный шум, мощность которого была в 100 раз меньше 

мощности помехи. В качестве нелинейной функции в цепи обратной связи рассмат-

ривалась функция – сигмоид   )1/(1 ayeyF  , где a  - коэффициент, определяю-

щий конкретный вид данной функции. 

 На рисунке 5.1 представлена зависимость флуктуационной части выходной 

мощности адаптивной антенной решётки от величины коэффициента корреляции 

между отсчётами входных сигналов r  (кривая 1 – ААР с быстрым рекуррентным 
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алгоритмом настройки;  кривая 2 – ААР с дискретным градиентным алгоритмом 

настройки). 

 Из рисунка видно, что по мере увеличения коэффициента корреляции между 

отсчётами входных сигналов увеличивается величина остаточной мощности на вы-

ходе адаптивных антенных решёток, вносимая флуктуациями весового вектора. Из 

рисунка также следует, что при коэффициенте корреляции 7.0r  флуктуации в ан-

тенной решётке с быстрым рекуррентным алгоритмом (кривая 1) приводят к мень-

шему увеличению мощности выходного сигнала, чем в ААР с дискретным гради-

ентным алгоритмом (кривая 2). При больших значениях коэффициента корреляции 

7.0r  искажения выходного сигнала вследствие флуктуаций имеют существенно 

большую величину в антенной решётке с быстрым рекуррентным алгоритмом 

настройки по сравнению с ААР, настраивающейся по дискретному градиентному 

алгоритму. Надо отметить, что в данной ситуации флуктуации приводят к увеличе-

нию выходной мощности по сравнению с мощностью, получаемой при стационар-

ном весовом векторе ( 0M , эффект misadjustment [17]). 

 На рисунке 5.2 представлен график зависимости флуктуационной части вы-

ходной мощности M  от величины коэффициента a , определяющего форму нели-

нейной функции в цепи обратной связи (кривая 1 – ААР с быстрым рекуррентным 

алгоритмом настройки;  кривая 2 – ААР с дискретным градиентным алгоритмом 

настройки). Как уже отмечалось, в качестве нелинейной функции в цепи обратной 

связи была выбрана функция – сигмоид   )1/(1 ayeyF  . Величина коэффициента 

a  определяет форму нелинейной функции. Так, при 0a  функция в цепи обратной 

связи представляет собой постоянное значение на уровне 0.5, а при 1a  - вид 

функции приближается к виду пороговой функции. 

Из рисунка можно видеть, что флуктуации весового вектора вносят суще-

ственно меньший вклад в величину выходной мощности антенной решётки с быст-

рым рекуррентным алгоритмом настройки (кривая 1) по сравнению с ААР, настраи-

вающейся по дискретному градиентному алгоритму (кривая 2). Необходимо отме-

тить, что по мере увеличения коэффициента a  (приближения вида нелинейной 

функции к пороговой функции) растет и остаточная мощность на выходе антенных 

решёток, вносимая флуктуациями. 
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Рис. 5.1. Зависимость флуктуационной части выход-
ной мощности  ААР с нелинейной функцией в 

цепи обратной связи от коэффициента корреляции 
между отсчётами входных сигналов : 1 – ААР с 

быстрым рекуррентным алгоритмом настройки;  2 – 
ААР с дискретным градиентным алгоритмом 

настройки ( ; ). 

 

 

 
 

Рис. 5.2. Зависимость флуктуационной части выход-
ной мощности  ААР с нелинейной функцией в 

цепи обратной связи от коэффициента , определя-
ющего форму нелинейной функции в цепи обратной 

связи: 1 – ААР с быстрым рекуррентным алгорит-
мом настройки;  2 – ААР с дискретным градиентным 

алгоритмом настройки ( ; ). 
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РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Моделировалась N - элементная узкополосная ААР (N=7) с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, работающая по алгоритму рекур 

рентного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы входных сигна-

лов (5.1.1) с однократным линейным ограничением (L=1) на диаграмму направлен-

ности. Расстояние между элементами ААР было равно половине длины волны вход-

ных сигналов. В качестве нелинейной функции, присутствующей в цепи корреляци-

онной обратной связи была выбрана функция – сигмоид   )1/(1 ayeyF  , где 

5.0a . 

 Предполагалось, что на ААР поступают статистически независимые полез-

ный сигнал и одна помеха с одинаковыми коэффициентами корреляции между от-

счётами 0 rrS . Углы прихода полезного сигнала и помехи были равны соответ-

ственно S=0
0
,  =45

0
. Мощность помехи была в 10 раз больше мощности полезно-

го сигнала. В ААР присутствовал также собственный шум, мощность которого со-

ставляла 0.1 (-10 dB) мощности полезного сигнала. 

 Для проверки формулы (5.2.11) проводилось сравнение теоретически найден-

ной величины относительного изменения выходной мощности 
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соответствующим значением, полученным в результате компьютерного моделиро-

вания: %100
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Z

ZZ
M

CT
 (кривая 2) (рис. 5.3). 

 Определение при компьютерном моделировании мощности выходного сигна-

ла ААР велось путём усреднения по ансамблю 500000 реализаций выходного слу-

чайного процесса.  

Длина реализации была равна 10 дискретным временным отсчетам. Старто-

выми весовыми коэффициентами служили 
CTW , определяемые формулой (5.1.11). 
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Рис. 5.3. Зависимость изменения относительной величины выходной 
мощности  ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной  
обратной связи, настраивающейся по быстрому рекуррентному алго-
ритму, от значений коэффициента адаптации  (кривая 1 – теория; 

кривая 2 – результаты компьютерного моделирования). 
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 Исследовалась зависимость величины относительного изменения выходной 

мощности M  от значения   - коэффициента адаптации. Из сравнения теоретиче-

ских кривых и кривых, полученных методом компьютерного моделирования, можно 

видеть, что влияние флуктуаций весовых коэффициентов на мощность сигнала на  

выходе ААР зависит от величины коэффициента адаптации  . По мере роста коэф-

фициента адаптации растет величина рассогласования выходной мощности со своим 

значением, полученным при постоянном стационарном весовом векторе. При значе-

нии коэффициента адаптации 
2

10 
  начинают наблюдаться существенные раз-

личия между теоретическими значениями M  и значениями, найденными в резуль-

тате компьютерного моделирования. Это может быть связано с нарушением предпо-

ложения о малости коэффициента адаптации, использованного при применении ме-

тодов теории возмущений для решения данной задачи. При данных параметрах про-

граммы имеет место эффект «перекомпенсации» выходной мощности ААР ( 0M  ), 

описанный в работах [49,65]. Некоторые различия между теоретическими значения-

ми и данными компьютерного моделирования обусловлены конечным временем 

усреднения при получении значений относительного изменения выходной мощности 

M  и наличием в ААР собственного шума. 

 Таким образом, проведённый статистический анализ показал, что в адаптив-

ной антенной решётке с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной 

связи, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, из-за флуктуаций 

весовых коэффициентов наблюдается как уменьшение мощности выходного сигна-

ла, по сравнению с мощностью, полученной при постоянном стационарном весовом 

векторе (эффект «перекомпенсации» [49,65]), так и ее увеличение (эффект рассогла-

сования [17]). 

 

5.3. МАТРИЦА КОВАРИАЦИИ ВЕКТОРА ВЕСОВЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

[124,126]. 

 Матрица ковариации весового вектора в стационарном режиме работы в сов-

падающие моменты времени в первом (борновском) приближении может быть запи-

сана в виде [49,65,116]: 

1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .T T T

W W
K m m W m W m m m        K Q Q    (5.3.1) 

Используя формулы (5.1.22), можно получить вид корреляционной матрицы для век-

тора весовых коэффициентов   в Q  - матричном представлении 1 1

T    : 
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Вычисляя (5.3.2) и учитывая, что адаптивная антенная решётка является узкополос-

ной (5.1.23), получаем: 
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K R PR P .    (5.3.3) 

Из приведённого выражения следует, что поскольку собственные числа корреляци-

онной матрицы входных сигналов XXR  при воздействии внешних помех различны, 

то в общем случае собственные числа матрицы ковариации вектора весовых коэф-

фициентов 
W
~K  также будут различными. По этой причине флуктуации весового 

вектора антенной решётки с нелинейной функцией в цепи обратной связи, настраи-

вающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, неизотропны в пространстве ве-

совых коэффициентов. Они равны нулю в направлении ограничений, минимальны в 

направлении помех, а во всех остальных направлениях имеют максимальную вели-

чину, пропорциональную значению 1/мощность собственного шума ААР. Необхо-

димо отметить, что в антенной решётке, не имеющей нелинейной функции в цепи 

обратной связи, флуктуации весового вектора также неизотропны и имеют такое же 

распределение направлений максимальных и минимальных флуктуаций. Однако 

данные флуктуации имеют первый порядок малости по  , а не второй, как в случае 

присутствия нелинейной функции [115].  

 Проведённый статистический анализ характеристик адаптивных антенных 

решёток с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи и алгорит-

мом рекуррентного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы вход-

ных сигналов, при учёте флуктуаций настраиваемого весового вектора позволил по-

казать, что наличие нелинейности в цепи корреляционной обратной связи приводит 

к качественно тем же эффектам, что и в линейном случае. В таких ААР может иметь 

место как эффект рассогласования (misadjustment) [17], так и эффект «перекомпен-

сации» [49,65] выходной мощности. Вид эффекта зависит от величины коэффициен-

та автокорреляции между отсчётами входных сигналов. 

 Необходимо также отметить, что в адаптивных антенных решётках с нели-

нейной функцией в цепи корреляционной обратной связи с быстрым рекуррентным 

алгоритмом настройки также имеет место неизотропность флуктуаций весового век-
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тора в пространстве весовых коэффициентов, т.е. различный уровень флуктуаций в 

разных направлениях пространства весовых коэффициентов. 

Найденные эффекты рассогласования и «перекомпенсации» в адаптивных ан-

тенных решетках с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи и 

алгоритмом рекуррентного обращения выборочной оценки корреляционной матри-

цы входных сигналов имеют второй порядок малости по коэффициенту адаптации 

  по сравнению с ААР, не имеющей нелинейной функции в цепи корреляционной 

обратной связи. По этой причине выраженность эффектов рассогласования и «пере-

компенсации» в адаптивных антенных решетках с нелинейной функцией в цепи кор-

реляционной обратной связи существенно меньше, чем в ААР, не имеющих нели-

нейной функции в цепи корреляционной обратной связи.  
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5.4 ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ РАБОТЫ ААР С УЧЕТОМ 

ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА - ДИАГРАММА НАПРАВЛЕННО-

СТИ, КОЭФФИЦИЕНТ НАПРАВЛЕННОГО ДЕЙСТВИЯ, КОЭФФИЦИЕНТ 

УСИЛЕНИЯ, ПОТЕРИ В ВЫХОДНОМ ОТНОШЕНИИ СИГНАЛ / ШУМ 

[126,147,150,169]. 

Диаграмма направленности антенны. 

 Флуктуации весового вектора искажают выходной сигнал адаптивной антен-

ной решётки, и это приводит к появлению дополнительных слагаемых в различных 

статистических характеристиках ААР, в том числе и в диаграмме направленности 

адаптивной антенны. 

 Рассмотрим среднюю по мощности ДН )(avg , где   - угол прихода пробно-

го сигнала trS


 относительно нормали, проведённой к плоскости антенной решётки 

[49]: 

2

))(()( kWSFg T
npcp


 .       (5.4.1) 

 Подставляя в выражение (5.4.1) представление весового вектора (5.1.6), полу-

чаем формулу для диаграммы направленности, состоящую из суммы двух слагаемых 

– диаграммы направленности при постоянном стационарном весовом векторе и 

«флуктуационной» диаграммы направленности [49,116]: 

)()()( ~0 
Wcp ggg  ,        (5.4.2) 

где  

CTAA
H

CT YYg


R)(0   -         (5.4.3) 

- диаграмма направленности ААР без учёта флуктуаций весовых коэффициентов; 

)(
~

)(
~

)(~ kYkYg AA
H

W


R  -        (5.4.4) 

- дополнительный член, обусловленный увеличением эквивалентной мощности 

пробного сигнала на выходе ААР из-за модуляции его флуктуациями весовых коэф-

фициентов. 

 Для простоты предположим, что в ряде Вольтерра разложения нелинейной 

функции, находящейся в цепи обратной связи, первое слагаемое существенно боль-

ше остальных, и ими можно пренебречь ( ,...3,21 aa  ). Тогда для этого случая ДН 

при постоянном стационарном весовом векторе имеет вид: 

CT
T
npnp

H
CT WSSWag


 2

10 )( ,       (5.4.5) 
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а «флуктуационная» диаграмма направленности описывается выражением: 

npW

H
npW

SSag


~
2
1~ )( K .        (5.4.6) 

 Представим в «развёрнутом» виде «флуктуационную» ДН ААР, настраиваю-

щейся по нелинейному быстрому рекуррентному алгоритму. Для этого подставим 

формулу ковариационной матрицы весового вектора (5.3.3) в (5.4.6). Тогда имеем: 

2
222 2

1 02

1
( ) [( ) ]

(1 )
XX npW

r r
g a Z S

r
    

   


PR P .   (5.4.7) 

где CTXX
H

CT WWaZa


R
2
10

22
1   - выходная мощность ААР при постоянном стацио-

нарном весовом векторе. 

 Из формулы (5.4.7) видно, что «флуктуационная» диаграмма направленности 

в общем случае не является изотропной, и её форма определяется квадратом модуля 

произведения пробного сигнала и матрицы  ])[( PPR XX . 

 Рассмотрим более подробно флуктуационную ДН для адаптивной антенной 

решётки с однократным линейным ограничением. Для ААР с быстрым рекуррент-

ным алгоритмом настройки флуктуационная ДН описывается выражением: 

2
22 2

1 02

2

2

2

1 1 1

1
( )

(1 )

[ ( ) ( ) ( ) ]
[1 ( ) ]

1 ( / )[1 ( ) ]

W

r r
g a Z

r

f U U f U f UNN
f U

N f U

 

    

 



   

 
   



    
    

   

.  (5.4.8) 

 

Коэффициент направленного действия антенны. 

 Найдём коэффициент направленного действия с учётом флуктуаций весового 

вектора адаптивной антенной решётки нелинейной функцией обратной связи, 

настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. Согласно результатам, 

полученным в первой главе, общий вид коэффициента направленного действия 

можно записать следующим образом: 

 











0

~0

~0

sin))()((

)(2)(2
)(

dgg

gg
D

W

W
.      (5.4.9) 

Из выражения (5.4.9) видно, что коэффициент направленного действия адаптивной 

антенны представляет собой сумму двух слагаемых: полученного при постоянном 

стационарном весовом векторе и «флуктуационного» слагаемого. 
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«Стационарный» коэффициент направленного действия для адаптивной ан-

тенной решетки, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, имеет 

вид: 

0
0 2

222 2

0 1 0 2

0

2 ( )
( )

1
( ( ) [( ) ] )sin

(1 )
XX np

g
D

r r
g a Z S d

r






    


 

   
 PR P

(5.4.10) 

Здесь 
2

0 1

H T

CT np np CTg a W S S W - диаграмма направленности, найденная при постоян-

ном стационарном весовом векторе. 

 «Флуктуационный» коэффициент направленного действия ААР с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по быстрому 

рекуррентному алгоритму, может быть представлен в виде: 

2
222 2

1 0 2

2
222 2

0 1 0 2

0

1
2 [( ) ]

(1 )
( )

1
( ( ) [( ) ] )sin

(1 )

XX np

W

XX np

r r
a Z S

r
D

r r
g a Z S d

r







   

 


 

 
 




 
   



PR P

PR P

(5.4.11) 

 Из выражений (5.4.10) и (5.4.11) можно видеть, что флуктуации весовых ко-

эффициентов приводят, с одной стороны, к увеличению коэффициента направленно-

го действия, но с другой стороны, к «размазыванию» этого направленного действия 

по направлениям угла  . 

 

Коэффициент усиления адаптивной антенной решётки. 

 Найдем с учетом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов коэф-

фициент усиления адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи, настраивающейся по быстрому рекуррентному ал-

горитму. Коэффициент усиления в данном случае представляет собой сумму двух 

слагаемых – найденного при постоянном стационарном весовом векторе и «флукту-

ационного» коэффициента усиления и имеет вид: 

2
222 2

0 1 0 2

2
222 2

0 1 0 2

0

1
2 ( ) 2 [( ) ]

(1 )
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1
( ( ) [( ) ] )sin

(1 )
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r r
g a Z S
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r r
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PR P

PR P

(5.4.12) 

Из выражения (5.4.12) следует, что флуктуации весового вектора увеличива-

ют величину коэффициента усиления. Однако это увеличение имеет второй порядок 

малости по коэффициенту адаптации  , а потому незначительно. С другой стороны, 
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флуктуации весовых коэффициентов искажают величину коэффициента усиления 

адаптивной антенны по направлениям угла  . 

Таким образом, флуктуации весовых коэффициентов оказывают двойствен-

ное действие на коэффициент направленного действия и коэффициент усиления 

адаптивной антенной решётки с нелинейной функцией в цепи корреляционной об-

ратной связи, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. С одной 

стороны, флуктуации увеличивают значения этих коэффициентов (правда незначи-

тельно), на величину, даже меньшую, чем второго порядка малости по коэффициен-

ту адаптации  , поскольку в знаменателе данных выражений присутствует тоже 

«флуктуационное» слагаемое – «флуктуационная» диаграмма направленности. С 

другой стороны, флуктуации весового вектора вносят искажения в форму КНД и КУ 

по углу  . 

 

Потери в выходном отношении сигнал / шум, вызванные наличием флуктуаций ве-

сового вектора. 

 Рассмотрим в качестве одного из возможных показателей эффективности ра-

боты адаптивной антенной решетки потери в выходном отношении сигнал / шум, 

вызванные флуктуациями: 

10 lg
fl

opt

SNR

SNR


 
    

 

        (5.4.13) 

Как отмечалось в первой главе, здесь 
flSNR  - выходное отношение сигнал / шум, 

найденное с учетом флуктуаций весового вектора; 
optSNR - выходное отношение 

сигнал / шум, найденное без учета флуктуаций весового вектора. 

Используя формулу выходной мощности ААР с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи, настраивающейся по быстрому рекуррентному ал-

горитму с ограничениями (5.2.14), и учитывая, что корреляционная матрица входных 

сигналов адаптивной антенной решетки состоит из суммы корреляционных матриц 

полезного сигнала, помех и собственного шума адаптивной антенны 

. .XX SS с ш  R R R R и, соответственно, мощности полезного сигнала и помех 

на выходе антенны при постоянном стационарном весовом векторе имеют вид 

2 H

S CT SS CTZ W W   R , 
2

. .( )H

CT с ш CTZ W W    R R  получим выражение для 

остаточной мощности помехи на выходе ААР с быстрым рекуррентным алгоритмом: 
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. (5.4.14) 

После преобразований имеем следующее выражение потерь в выходном от-

ношении сигнал / шум из-за флуктуаций весового вектора ААР с нелинейной функ-

цией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по быстрому рекур-

рентному алгоритму с ограничениями: 

2

1 . .( )
10 lg

H

CT с ш CT

smif

a W W

A


  

    
 

R R
      (5.4.15) 

 На рисунке 5.4 представлена зависимость потерь в выходном отношении сиг-

нал / шум адаптивной антенной решетки с нелинейной функцией в цепи корреляци-

онной обратной связи от величины коэффициента адаптации  . График построен 

для ААР, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму с однократными 

линейными ограничениями (L=1) на диаграмму направленности, имеющей 7 элемен-

тов (N=7). Расстояние между элементами было равно половине длины волны (

/ 2d  ). Для однократных ограничений матрица С имеет размерность [ N 1] и 

равна C  
 
C S1

, где S


- вектор волнового фронта полезного сигнала. В качестве 

нелинейной функции была выбрана функция-сигмоид 
1

[ ]
1 exp{ }

F y
a y


  

, 

0.5a  . 

 Предполагалось, что на ААР поступают статистически независимые полез-

ный сигнал и одна помеха 0.5Sr r  . Комплексные амплитуды входных сигналов 

формировались из двух независимых источников гауссовского “белого” шума. Углы 

прихода полезного сигнала и помехи были равны соответственно  S=0
0
,   =45

0
, 

мощность помехи была в 100 раз больше мощности полезного сигнала. В каждом 

элементе ААР присутствовал также некоррелированный собственный шум, мощ-

ность которого составляла 0.1 мощности полезного сигнала. 
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 Из рисунка 5.4 можно видеть, что имеют место потери из-за флуктуаций ве-

сового вектора в выходном отношении сигнал / шум адаптивной антенной решетки с 

нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по 

быстрому рекуррентному алгоритму. Из рисунка также следует, что по мере увели-

чения коэффициента адаптации   растут потери, вызванные наличием флуктуаций 

весового вектора. Потери имеют наибольшую величину в адаптивной антенной ре-

шетке без нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи с дискрет-

ным градиентным алгоритмом настройки (кривая ААР gr) и наименьшую величину в 

ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи с быстрым ре-

куррентным настройки (кривая ААР smif). Адаптивная антенная решетка с быстрым 

рекуррентным алгоритмом настройки без нелинейной функции в цепи корреляцион-

ной обратной связи, а также ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной 

обратной связи с дискретным градиентным алгоритмом настройки занимают проме-

жуточное положение (кривые ААР smi, ААР grf). 

 Рассмотрим, каковы будут потери в выходном отношении сигнал / шум рас-

смотренных адаптивных антенных решеток в случае равных скоростей сходимости 

изученных алгоритмов. Условие равных скоростей сходимости данных алгоритмов 

приведено ниже: 

max

1

max 1

max

max

/

/

smi gr PRP

grf gr

smif gr PRP

gr R

Hebb H

R CT XX CT

a

a

W W

  

 

  

 











 R

.       (5.4.16) 

Из формулы (5.4.16) можно видеть, что коэффициенты адаптации всех изученных 

алгоритмов для всех схем ААР записаны через коэффициент адаптации дискретного 

градиентного алгоритма линейной ААР 
gr . При таком соотношении между коэф-

фициентами адаптации были построены графики потерь в выходном отношении 

сигнал / шум адаптивных антенных решеток с нелинейной и без нелинейной функ-

ции в цепи корреляционной обратной связи, настраивающихся по дискретному гра-

диентному, быстрому рекуррентному алгоритмам и алгоритму Хэбба. 

 На рисунке 5.5 представлена зависимость потерь в выходном отношении сиг-

нал / шум адаптивной антенной решетки от величины коэффициента адаптации 
gr  

дискретного градиентного алгоритма. Расчеты велись для ААР, имеющей 7 элемен-

тов (N=7). Расстояние между элементами было равно половине длины волны (
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/ 2d  ). Графики построены для адаптивных антенн, содержащих и не содержа-

щих нелинейную функцию в цепи корреляционной обратной связи, и настраиваю-

щихся по дискретному градиентному и быстрому рекуррентному алгоритму с одно-

кратными линейными ограничениями (L=1) на диаграмму направленности, а также 

для ААР с алгоритмом Хэбба.   

 Предполагалось, что на адаптивные антенные решетки поступают статисти-

чески независимые два сигнала 
1 2 0.5r r  . Комплексные амплитуды входных 

сигналов формировались из двух независимых источников гауссовского “белого” 

шума. Углы прихода сигналов были равны соответственно  1 =45
0
,  2=0

0
, мощность 

первого сигнала была в 100 раз больше мощности второго сигнала. В каждом эле-

менте ААР присутствовал также некоррелированный собственный шум, мощность 

которого составляла 0.1 мощности второго сигнала. Необходимо отметить, что ААР, 

настраивающаяся по алгоритму Хэбба, выделяет самый мощный сигнал и подавляет 

все остальные сигналы, имеющие меньшую мощность. Таким образом, ААР с алго-

ритмом Хэбба выделяла сигнал, приходящий с направления  

 1 =45
0
. 

 Из рисунка 5.5 можно видеть, что по мере увеличения коэффициента адапта-

ции 
gr  растут потери в выходном отношении сигнал / шум адаптивных антенных 

решеток со всеми изученными алгоритмами настройки. Из рисунка также следует, 

что при равных скоростях сходимости алгоритмов наименьшие потери наблюдаются 

в ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи, настраиваю-

щейся по дискретному градиентному алгоритму (кривая ААР grf), а наибольшие – в 

адаптивной антенне с алгоритмом Хэбба (кривая ААР Hebb). Потери в обеих ААР с 

быстрым рекуррентным алгоритмом настройки (кривые ААР smi и ААР smif), а так-

же в линейной адаптивной антенной решетке с дискретным градиентным алгорит-

мом (кривая ААР gr) занимают промежуточное положение. 
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Рис. 5.4. Потери  в выходном отношении сигнал / шум в зави-

симости от величины коэффициента адаптации . ААР smif - 

ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной 

связи с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки. 
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Рис. 5.5. Потери  в выходном отношении сигнал / шум при 

равных скоростях сходимости алгоритмов в зависимости от ве-

личины коэффициента адаптации дискретного градиентного ал-

горитма .  
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5.5. ВЫВОДЫ. 

Проведённое в пятой главе исследование статистических характеристик 

адаптивной антенной решетки, содержащей нелинейную функцию в цепи корреляционной 

обратной связи и настраивающуюся по быстрому рекуррентному алгоритму с 

многократными линейными ограничениями на диаграмму направленности, с учетом 

флуктуаций весового вектора позволяет сделать следующие выводы: 

 

1. Статистический анализ влияния флуктуаций весовых коэффициентов на 

характеристики адаптивных антенных решёток с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи и быстрым рекуррентным алгоритмом настройки 

необходимо проводить методами теории возмущений. Данные методы позволяют 

учесть негауссовскую статистическую зависимость между весовым вектором и 

вектором входных сигналов. 

2. Для успешного применения методов теории возмущений при статистическом анализе 

ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи и быстрым 

рекуррентным алгоритмом настройки необходимо, чтобы нелинейная функция была N 

раз дифференцируемая. Это позволяет применить при статистическом анализе 

разложение данной функции в ряд Вольтерра. 

3. Флуктуации весового вектора антенной решётки с нелинейной функцией в цепи 

обратной связи, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, 

неизотропны в пространстве весовых коэффициентов. Они равны нулю в направлении 

ограничений, минимальны в направлении помех, а во всех остальных направлениях 

имеют максимальную величину, пропорциональную значению 1/мощность 

собственного шума ААР. 

4. Имеют место потери из-за флуктуаций весового вектора в выходном отношении 

сигнал / шум адаптивной антенной решетки с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи, настраивающейся по быстрому рекуррентному 

алгоритму. По мере увеличения коэффициента адаптации   растут потери, вызванные 

наличием флуктуаций весового вектора. Потери имеют наибольшую величину в ААР 

без нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи с дискретным 

градиентным алгоритмом настройки и наименьшую величину в ААР с нелинейной 

функцией в цепи корреляционной обратной связи с быстрым рекуррентным 

настройки. Адаптивная антенная решетка с быстрым рекуррентным алгоритмом 

настройки без нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи, а также 
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ААР с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи с дискретным 

градиентным алгоритмом настройки занимают промежуточное положение. 

5. При равных скоростях сходимости алгоритмов наименьшие потери за счет флуктуаций 

весовых коэффициентов в выходном отношении сигнал/шум наблюдаются в ААР без 

нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи, настраивающейся по 

дискретному градиентному алгоритму, а наибольшие – в адаптивной антенне с 

алгоритмом Хэбба. Потери в «линейной» и «нелинейной» ААР с быстрым 

рекуррентным алгоритмом настройки, а также в «нелинейной» адаптивной антенной 

решетке с дискретным градиентным алгоритмом занимают промежуточное 

положение. 
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Глава 6. Статистический анализ влияния флуктуаций весовых коэффициентов 

на характеристики искусственных нейронных сетей. 

 Скорость и точность настройки адаптивных систем во многом определяется 

флуктуациями настраиваемых весовых коэффициентов. Статистический анализ 

адаптивных антенных решёток с различными алгоритмами настройки с учётом 

флуктуаций весового вектора показал, что флуктуации приводят к искажениям вы-

ходного сигнала ААР и появлению в статистических характеристиках антенных ре-

шёток дополнительных слагаемых, обусловленных флуктуациями. 

 В настоящее время внимание исследователей все более начинают привлекать 

искусственные нейронные сети (ИНС), которые позволяют решать более широкий 

спектр задач, включая и анализ качественных данных [75,78,82].  

Искусственные нейронные сети являются обобщением идеи отдельной адап-

тивной антенной решетки. Действительно, адаптивная антенная решётка представ-

ляет собой адаптивный линейный сумматор, на входные элементы которого в случае 

решения задачи пространственной фильтрации поступает волновой фронт полезного 

сигнала и помехи. 

Искусственный нейрон (ИН), согласно его схеме, является обобщением «ли-

нейной» ААР и содержит в цепи корреляционной обратной связи нелинейную функ-

цию. Появление нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи искус-

ственного нейрона обеспечивает такой адаптивной системе устойчивое функциони-

рование, если нелинейная функция ограничена сверху и снизу (пороговая функция, 

функция – сигмоид). Кроме того, у искусственного нейрона появляется возможность 

решения дополнительного класса задач за счет наличия данной нелинейной функ-

ции. Так, в частности, сигмоидальная функция обладает свойством усиливать слабые 

сигналы лучше, чем большие, и предотвращает насыщение от больших сигналов, т.к. 

они соответствуют областям аргументов, где сигмоид имеет пологий наклон [79]. 

Искусственные нейронные сети представляют собой объединенные в слои ис-

кусственные нейроны и тем самым являются своего рода обобщением искусственно-

го нейрона (и адаптивной антенной решетки) с точки зрения схемы и ее математиче-

ского описания. Искусственная нейронная сеть за счет объединения искусственных 

нейронов в слои приобретает не только дополнительные степени свободы за счет по-

явления новых элементов, но также и новые возможности по решению большего 

класса задач – пространственной фильтрации, распознавания образов, задач прогно-

зирования и т.д. [75,79,82]. 
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На рисунке 6.1 представлена наиболее общая схема многослойной полносвяз-

ной искусственной нейронной сети. Каждый квадрат и круг на схеме представляет 

собой искусственный нейрон - по сути адаптивную антенную решётку, а искус-

ственная нейронная сеть в таком случае может рассматриваться как каскад, состав-

ленный из ААР. Входные сигналы поступают на искусственные нейроны входного 

слоя ИНС (слой, состоящий из искусственных нейронов, обозначаемых кругами). 

Далее происходит обработка входных сигналов во входном слое ИНС, и выходные 

сигналы первого слоя сети становятся входными сигналами для искусственных 

нейронов второго слоя ИНС (слой, состоящий из искусственных нейронов, обозна-

чаемых квадратами). Затем процесс повторяется, и выделяемый искусственной 

нейронной сетью сигнал проходит от входного слоя сети к ее выходам (выходы ИНС 

обозначены стрелками в правой части рисунка 6.1).  Наиболее общий вид искус-

ственной нейронной сети, представленной на рисунке 6.1, является также классиче-

ской схемой искусственной нейронной сети. 

Представляет интерес разработка методов анализа характеристик искусствен-

ной нейронной сети с учётом флуктуаций весовых коэффициентов. Эти методы поз-

волили бы оптимизировать работу ИНС по критерию скорость настройки – точность 

настройки, и выявить влияние числа слоев сети на качество выделения ИНС полез-

ного сигнала на фоне помех. Использование наиболее общей схемы искусственной 

нейронной сети, приведенной на рисунке 6.1, позволяет обобщить полученные в 

предыдущих главах результаты наименее трудоемким образом. 

В данной главе приводятся результаты статистического анализа характери-

стик искусственной нейронной сети с дискретным градиентным, быстрым рекур-

рентным алгоритмами настройки и алгоритмом Хэбба, полученные при учёте флук-

туаций настраиваемых весовых коэффициентов. 

 

6.1. ИСКУССТВЕННАЯ НЕЙРОННАЯ СЕТЬ С ДИСКРЕТНЫМ 

ГРАДИЕНТНЫМ АЛГОРИТМОМ НАСТРОЙКИ [130-132,164,168]. 

Рассмотрим работу искусственной нейронной сети, имеющей M слоёв и N 

нейронов в каждом слое. Настройка весовых коэффициентов jpW


 произвольного 

нейрона j , принадлежащего слою p  данной ИНС, происходит по дискретному гра-

диентному алгоритму с ограничениями (в Приложении 2 приведено обобщение дис-

кретного градиентного алгоритма на искусственную нейронную сеть) [49,65]:  

qjppjpjp WkZkZkWkW


 
 )}()()({)1( 1P .    (6.1.1) 
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Рис. 6.1. Наиболее общая схема полносвязной прямого распро-

странения искусственной нейронной сети. 



 

 

224 

 

Здесь jpW


 - весовой вектор j -ого нейрона слоя p , P  - проекционная матрица, 

обеспечивающая введение многократных линейных ограничений вида 

HH
CCCCIP

1)(  ; ],,,[ 21 LCCC





C  - матрица ограничений размерности LN  ,  

столбцами которой являются линейно - независимые векторы ограничений lC


, L - 

число вводимых ограничений;  - коэффициент адаптации дискретного градиентно-

го алгоритма; qW


- вектор комплексных весовых коэффициентов, соответствующих 

диаграмме направленности покоя (при отсутствии внешних помех); H и * соответ-

ственно знаки эрмитовского и комплексного сопряжения [65].  

 В выражении (6.1.1) )(1 kZ p


 - входной сигнал j -ого нейрона слоя p , явля-

ющийся также вектором выходного сигнала слоя 1p . Выходной сигнал j -ого 

нейрона слоя p  )(kZ jp  может быть записан в виде [177]: 

  )()()()()()(
1

11
1 kYAkyakyFkWkZFkZ jp

T
N

l

l
jpljp

N

q
qjpqpjp











 


 ,    

где  F  - нелинейная активационная функция рассматриваемого искусственного 

нейрона, la  - коэффициенты разложения нелинейности F  в ряд Вольтерра [177], 

)(ky jp  - выходной сигнал линейной части j -ого нейрона слоя p . T
NaaaA ][

121 

  

- вектор коэффициентов разложения функции  F  в ряд Вольтерра, 

 TN
jpjpjpjp kykykykY )()()()( 12 


  - вектор степеней выходного сигнала линейной ча-

сти искусственного нейрона j , принадлежащего слою p . 

 Будем рассматривать искусственную нейронную сеть, в которой все нейроны 

являются узкополосными. Тогда корреляционная матрица входных сигналов каждо-

го из таких искусственных нейронов будет иметь вид [65]: 

n

p
T
ppp rnkZkZnkk RR   )()(),(


,  

где r  - коэффициент корреляции между отсчётами входных сигналов, pR  - про-

странственная часть корреляционной матрицы входных сигналов.  

Необходимо отметить, что данная корреляционная матрица имеет различный 

вид в зависимости от номера слоя искусственной нейронной сети. Так для всех 

скрытых слоев в частном случае одинаковой помеховой обстановки, подаваемой на 

все нейроны входного слоя, который рассматривается в данной работе, корреляци-

онная матрица будет иметь в качестве всех своих элементов единицы во всех скры-
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тых слоях ИНС. Во входном слое эта матрица будет равна корреляционной матрице 

входных сигналов искусственной нейронной сети. 

Подача на все нейроны входного слоя искусственной нейронной сети одной и 

той же помеховой обстановки является одним из возможных вариантов работы ИНС 

в задачах пространственной фильтрации. В этом случае искусственные нейроны 

входного слоя искусственной нейронной сети подобны многоэлементной антенной 

решетке с большим числом степеней свободы, чем в отдельной адаптивной антенне. 

Приемные элементы входного слоя ИНС в этом случае могут располагаться в одной 

плоскости или на одной линии. Входные сигналы будут приходить на приемные 

элементы входного слоя искусственной нейронной сети в виде волновых фронтов, 

как это и происходит в фазированной антенной решетке. Отличительной особенно-

стью искусственной нейронной сети от адаптивной антенной решетки в этом случае 

является наличие адаптивного процессора для обработки сигналов в каждом  искус-

ственном нейроне. Это дает возможность искусственной нейронной сети эффектив-

но работать в сложной помеховой обстановке, в том числе с большим количеством 

помех. Наличие параллельных вычислительных структур в ИНС обеспечивает высо-

кую скорость адаптации и работу адаптивной системы в реальном времени, что осо-

бенно актуально в задачах радиолокации. В литературе показано, что фазированная 

антенная решетка для решения задач радиолокации эквивалентна и может быть 

представлена в виде трехслойной искусственной нейронной сети [81]. 

 Алгоритм настройки (6.1.1) описывает в большей степени своего рода кас-

кадное соединение искусственных нейронов, чем единую искусственную нейронную 

сеть, поскольку весовые коэффициенты каждого отдельного нейрона зависят только 

от собственных значений и не связаны непосредственными математическими отно-

шениями с весовыми коэффициентами других искусственных нейронов. Тем не ме-

нее, косвенное  влияние весовых коэффициентов различных искусственных нейро-

нов друг на друга существует и осуществляется через выходные сигналы данных 

элементов сети, что также видно из формулы (6.1.1). 

Данное представление является наиболее простым случаем для анализа влия-

ния флуктуаций весовых коэффициентов на статистические характеристики искус-

ственной нейронной сети. Тем не менее, оно позволяет проследить динамику влия-

ния флуктуаций на статистические характеристики различных слоев сети, выявить 

вклад числа слоев сети и числа искусственных нейронов в каждом слое на искаже-

ния, вносимые флуктуациями в выделяемый ИНС полезный сигнал. Это также дает 

возможность проследить в многослоевой адаптивной системе вклад в искажения по-
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лезного сигнала тех переменных, которые определяли влияние флуктуаций весового 

вектора в адаптивной антенной решетке. 

 Будем искать статистические характеристики описанной нейронной сети с 

учётом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов. С этой целью необхо-

димо на первом этапе анализа найти статистические характеристики отдельного 

нейрона с учётом флуктуаций весового вектора, а затем обобщить полученные ре-

зультаты на искусственную нейронную сеть и получить соответствующие рекур-

рентные формулы. 

 В главе 4 были найдены статистические характеристики искусственного 

нейрона, настраивающегося по дискретному градиентному алгоритму с ограничени-

ями с учётом флуктуаций весового вектора. Для того, чтобы обобщить полученные 

результаты на искусственную нейронную сеть, для простоты будем предполагать, 

что на входные элементы каждого из нейронов входного слоя ИНС поступает один и 

тот же входной сигнал, т.е. имеет место одна и та же помеховая обстановка. В этом 

случае при старте с одних и тех же начальных условий выходные сигналы нейронов 

в каждом слое искусственной нейронной сети (и, следовательно, входные сигналы в 

каждом последующем слое сети) будут одинаковыми. Это существенно упрощает 

вид корреляционной матрицы входных сигналов скрытых слоёв сети без потери 

общности, а также соответствует одному из возможных способов использования ис-

кусственной нейронной сети в задачах пространственной фильтрации. 

 

КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ 

СЕТИ. 

 В главе 4 было показано, что для узкополосного искусственного нейрона с 

дискретным градиентным алгоритмом настройки корреляционная функция выходно-

го сигнала с учетом флуктуаций весового вектора имеет вид: 
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.   (6.1.2) 

Чтобы записать формулу (6.1.2) применительно к искусственному нейрону первого 

слоя искусственной нейронной сети, настраивающейся по дискретному градиентно-
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му алгоритму, необходимо ввести новые обозначения. В случае записи данного вы-

ражения для ИНС необходимо учесть, что корреляционная функция и вектор весо-

вых коэффициентов должны теперь иметь номер того слоя сети, к которому данные 

статистические характеристики относятся. После преобразований из выражения 

(6.1.2) получаем корреляционную функцию на выходе искусственного нейрона пер-

вого слоя искусственной нейронной сети: 
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 Учитывая, что все нейроны входного слоя сети будут иметь на выходе один и 

тот же сигнал (и, следовательно, одну и ту же корреляционную функцию) можно 

найти вид корреляционной матрицы входных сигналов второго слоя сети с учётом 

флуктуаций весовых коэффициентов. Согласно определению, корреляционная 

функция сигнала )(nZ  имеет вид [49]: 

 )()()( nmZmZnK H ,        (6.1.3) 

тогда, учитывая описанные выше свойства внутренних сигналов ИНС, можно ви-

деть, что любые взаимные корреляционные функции между выходными сигналами 

любых нейронов первого слоя будут равны между собой: 

.,1,),()()( 1111 NjinKnmZmZ j
H
i       (6.1.4) 

Учитывая выражение (6.1.4), запишем вид корреляционной матрицы выходных сиг-

налов первого слоя искусственной нейронной сети (и, соответственно, входных сиг-

налов второго слоя ИНС): 
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, (6.1.5) 

где 



















11

11







E  - матрица, все элементы которой являются единицами. (6.1.6) 

 Запишем теперь вид корреляционной функции произвольного искусственного 

нейрона, принадлежащего второму слою нейронной сети. Для этого учтём, что тре-

буемое выражение получается путём замены корреляционной матрицы входных 
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сигналов ),( nmmXX R  на корреляционную матрицу )(1 nK  (см. формулу (6.1.5)), 

описывающую корреляционную связь входных сигналов данного слоя. Тогда имеем: 
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Преобразуя (6.1.7), получаем: 

2

2 1 2 2 1

2 2 2
2 2 21

1 1 12 2 2

2 2 3
2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 1 12 2 2 2

2 2

( , ) [ ]

2 1
1 ( ) [ ] ( ) [ ]

1 (1 )

4 1
[ ] ( ) [ ]

(1 ) (1 )

n H

CT CT

n

Hn

CT CT

H

CT CT

K m m n a r W W K n

a r r
Sp K n a Sp K n

r r

W Wr r r
a K n a Sp K n

r rW W




 





   

  
     

  
 

       
   

E

PE PEPE

EPEPE
PE

E

 

Раскрывая скобки, можно видеть, что выражение для корреляционной функции вы-

ходного сигнала искусственного нейрона, принадлежащего второму слою ИНС, 

представляет собой полином по степеням корреляционной функции выходного сиг-

нала искусственного нейрона первого слоя искусственной нейронной сети: 
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   ,        (6.1.8) 

где 
2

12 1 2 2

n H

CT CTB a r W W E  - коэффициент при первой степени корреляционной функ-

ции выходного сигнала ИН, принадлежащего первому слою ИНС. Данный коэффи-

циент, умноженный на корреляционную функцию первого слоя сети, представляет 

собой 212
2
12 )( CT

H
CT

n

CT WWranK


K  - корреляционную функцию произвольного ис-

кусственного нейрона, принадлежащего второму слою искусственной нейронной се-

ти при постоянном стационарном весовом векторе, 
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E PE  - коэффициент при второй степени корреляци-

онной функции выходного сигнала ИН, принадлежащего первому слою ИНС. 
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 - коэффициент при тре-

тьей степени корреляционной функции выходного сигнала ИН, принадлежащего 

первому слою ИНС. 

 Запишем по аналогии выражение для корреляционной функции искусствен-

ного нейрона, принадлежащего третьему слою искусственной нейронной сети. По 

аналогии со вторым слоем ИНС имеем: 
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   ,    (6.1.9) 

где коэффициенты при корреляционной функции выходного сигнала искусственного 

нейрона, принадлежащего второму слою ИНС, имеющей первую, вторую или тре-

тью степень, те же, что и для предыдущего слоя искусственной нейронной сети. От-

личия заключаются только в номере стационарного весового вектора, который отра-

жает номер текущего слоя ИНС. 

 Обобщая данное выражение, можно записать итеративную формулу для кор-

реляционной функции выходного сигнала искусственного нейрона, принадлежащего 

произвольному слою p  ИНС: 
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,   (6.1.10) 

где коэффициенты при степенях корреляционных функций могут быть записаны в 

виде: 
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Продолжая обобщение и используя выражение (6.1.10), можно записать корреляци-

онную матрицу выходных сигналов слоя p  искусственной нейронной сети в следу-

ющем виде: 

EK  )()( nKn pp .         (6.1.11) 

Остановимся более подробно на выражении (6.1.10). Из данной формулы видно, что 

по мере увеличения номера слоя возрастает вклад быстро спадающих компонент в 

корреляционной функции выходного сигнала. Наличие быстро спадающих компо-

нент 
nm

r~ , (где m  - некоторый коэффициент, увеличивающийся по мере продви-

жения от входа ИНС к выходу) свидетельствует о появлении в структуре выходных 

сигналов искусственных нейронов по мере возрастания номера слоя сети компонен-

тов с меньшим временем автокорреляции, чем у исходного полезного сигнала, кото-

рый подавался на вход сети одновременно с помехой. Для иллюстрации данного 

утверждения приведём формулу, полученную без учёта флуктуаций весового векто-

ра, для корреляционной функции выходного сигнала произвольного нейрона, при-

надлежащего слою p  искусственной нейронной сети: 
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   R ,       (6.1.12) 

здесь XXRR 1 , а ER ,...3,2  - корреляционные матрицы входных сигналов соответ-

ственно входного и скрытого слоёв; CTiW


 - постоянный стационарный весовой век-

тор произвольного нейрона, принадлежащего текущему слою i . 

 Из сравнения формул (6.1.10) и (6.1.12) видно, что в случае отсутствия флук-

туаций корреляционная функция на выходе искусственного нейрона, принадлежа-

щего слою p  ИНС, представляет собой произведение корреляционных функций 

предыдущих слоев. Наличие флуктуаций приводит к появлению в структуре корре-

ляционной функции выходного сигнала слоя p  корреляционных функций преды-

дущих слоев, взятых в различных степенях. Это искажает выделяемый сетью полез-

ный сигнал, поскольку выражение для корреляционной функции содержит более 

быстро спадающие компоненты, чем 
p n

r , а также содержит слагаемые, пропорцио-

нальные различным степеням коэффициента адаптации – описывающие поправки к 

значению корреляционной функции, вызванные флуктуациями весовых коэффици-

ентов. 
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МОЩНОСТЬ ВЫХОДНЫХ СИГНАЛОВ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ. 

 Выражение для мощности выходного сигнала произвольного слоя искус-

ственной нейронной сети можно получить, положив 0n  в формуле (6.1.10), опи-

сывающей вид корреляционной функции: 
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Здесь: 
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Из формулы (6.1.13) можно видеть, что при увеличении числа слоёв растёт 

добавок к величине выходной мощности, обусловленный наличием флуктуаций ве-

совых коэффициентов в сети. Необходимо также отметить, что в искусственной 

нейронной сети, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму с огра-

ничениями, может иметь место как эффект рассогласования, так и эффект «переком-

пенсации», поскольку коэффициент 
2iB  является отрицательным и первое слагаемое 

в коэффициенте 
3iB  также может быть отрицательным. 

 Сравним данное выражение с формулой, описывающей выходную мощность 

искусственного нейрона слоя p  искусственной нейронной сети, найденной без учё-

та флуктуаций весовых коэффициентов: 
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R ,       (6.1.14) 

где 









.1,

;1,

i

iXX
i

E

R
R  - корреляционная матрица входных сигналов i -ого слоя ИНС. 

Из выражения (6.1.14) можно видеть, что выходная мощность любого слоя сети 

представляет собой произведение выходных мощностей каждого из предыдущих 

слоёв ИНС. 
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 Полученные результаты позволяют утверждать, что флуктуации весовых ко-

эффициентов вносят искажения в статистические характеристики искусственной 

нейронной сети, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму. Однако 

это утверждение справедливо только для статистических характеристик первого 

слоя ИНС, во втором и последующих слоях искусственной нейронной сети появля-

ются слагаемые, содержащие произведение проекционной матрицы P  и матрицы E

, элементами которой являются единицы. Теоретический анализ показал, что указан-

ное произведение равно нулю, а потому все «флуктуационные» слагаемые в выра-

жении, в частности, выходной мощности второго и последующих слоёв ИНС равны 

нулю. По этой причине увеличение номера слоя никак не сказывается на ухудшении 

качества выделения полезного сигнала на фоне помех искусственной нейронной се-

тью с дискретным градиентным алгоритмом настройки. Необходимо отметить, что 

указанный вывод справедлив только для той постановки задачи, что была использо-

вана в данном разделе – на искусственные нейроны ИНС подавался один и тот же 

вектор входных сигналов. 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Моделировалась в программной среде Матлаб [173-176] искусственная 

нейронная сеть, настраивающаяся по дискретному градиентному алгоритму с одно-

кратным линейным ограничением на направление прихода полезного сигнала – 

классическому алгоритму, используемому для пространственной фильтрации сигна-

лов в адаптивных антенных решётках. Искусственная нейронная сеть содержала 

3M  слоя, в каждом из которых было по 71 N  искусственных нейронов. Каждый 

искусственный нейрон представлял собой адаптивный линейный сумматор с 7N  

входными элементами и нелинейной функцией – сигмоидом на выходе. 

 На каждый искусственный нейрон входного слоя сети подавалась одна и та 

же помеховая обстановка – полезный сигнал и одна помеха, представленные в виде 

плоских волн. Полезный сигнал приходил с направления, нормального к плоскости 

каждого искусственного нейрона входного слоя ИНС (при моделировании предпола-

галось, что нейроны каждого и, в частности, первого слоя искусственной нейронной 

сети расположены так, что их приемные элементы размещены вдоль одной прямой, 

своей для каждого слоя сети). Помеха приходила с направления, равного 45

 относи-

тельно нормали, проведенной к плоскости искусственных нейронов входного слоя 

сети. Мощность помехи была принята равной единице, мощность полезного сигнала 

составляла 0.1 от мощности помехи. В каждом искусственном нейроне присутство-
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вал также собственный шум, мощность которого была 0.01 относительно мощности 

помехи. 

 При моделировании вычислялся коэффициент рассогласования между выход-

ной мощностью, найденной при постоянном стационарном весовом векторе, и 

«флуктуационной» частью выходной мощности: 
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В таблице 6.1 представлены значения коэффициента рассогласования M в зависимо-

сти от величины коэффициента адаптации   в случае прихода на искусственную 

нейронную сеть входных сигналов с некоррелированными отсчетами 0r . 

     Таблица 6.1 
  410  4105   310  3105   210  
T
IM , % -0.0344 -0.1721 -0.3442 -1.7208 -3.4415 

Э
IM , % -0.1757 -0.08 -0.5898 -1.7469 -3.511 

T
IIM , % 0 0 0 0 0 

Э
IIM , % 0 0 0 0 0 

T
IIIM , % 0 0 0 0 0 

Э
IIIM , % 0 0 0 0 0 

Здесь: 

T

iM - полученное на основе статистического анализа значение коэффициента рассо-

гласования между выходной мощностью, найденной при постоянном стационарном 

весовом векторе, и «флуктуационной» частью выходной мощности для слоя искус-

ственной нейронной сети с номером i ; 

Э

iM - значение коэффициента рассогласования для слоя искусственной нейронной 

сети с номером i , полученное с помощью компьютерного моделирования функцио-

нирования искусственной нейронной сети. 

В таблице 6.1 представлен коэффициент рассогласования, найденный для 

первых нейронов каждого слоя искусственной нейронной сети. Результаты для дру-

гих искусственных нейронов того же слоя сети будут идентичными, поскольку по 

условию задачи, на каждый входной искусственный нейрон входного слоя ИНС по-

давался один и тот же входной сигнал. 

Из таблицы 6.1 можно видеть, что второй и третий слои сети имеют коэффи-

циент рассогласования, равный нулю, и это подтверждает компьютерное моделиро-

вание. Коэффициент рассогласования искусственного нейрона, принадлежащего 
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первому слою сети, нулю не равен и зависит от величины коэффициента адаптации 

дискретного градиентного алгоритма. Из таблицы видно, что в случае входных сиг-

налов ИНС с некоррелированными отсчетами 0r  имеет место достаточно хорошее 

согласие между теоретическими результатами и результатами компьютерного моде-

лирования. 

 В таблице 6.2 представлены значения коэффициента рассогласования M  в 

зависимости от величины коэффициента адаптации   в случае прихода на искус-

ственную нейронную сеть входных сигналов с высоко коррелированными отсчетами 

9.0r . 

     Таблица 6.2 
  410  4105   310  3105   210  
T
IM , % -0.1811 -0.9057 -1.8114 -9.0572 -18.1151 

Э
IM , % -0.1676 -0.7311 -1.9186 -12.4383 -20.158 

T
IIM , % 0 0 0 0 0 

Э
IIM , % 0 0 0 0 0 

T
IIIM , % 0 0 0 0 0 

Э
IIIM , % 0 0 0 0 0 

Из таблицы 6.2 следует, что и в случае сигналов с высоко коррелированными 

отсчётами имеет место достаточно хорошее согласие между теоретическими значе-

ниями коэффициента рассогласования выходной мощности и соответствующими 

значениями, найденными в результате компьютерного моделирования. Кроме того, 

обращают на себя внимание нулевые значения коэффициента рассогласования вы-

ходной мощности второго и третьего слоев искусственной нейронной сети, что под-

тверждается и при компьютерном моделировании.  

 Таким образом, можно говорить о том, что дискретный градиентный алго-

ритм пригоден для использования в искусственных нейронных сетях для решения 

задач выделения полезного сигнала на фоне помех. Данный алгоритм является клас-

сическим алгоритмом настройки адаптивных антенных решёток. При использовании 

для настройки искусственных нейронных сетей он обладает преимуществом перед 

классическими нейросетевыми алгоритмами в том, что не дает флуктуаций весовых 

коэффициентов во втором и последующих слоях сети для частного случая одинако-

вой помеховой обстановки, принимаемой искусственными нейронами входного слоя 

ИНС. 
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6.2. ИСКУССТВЕННАЯ НЕЙРОННАЯ СЕТЬ С АЛГОРИТМОМ РЕКУР-

РЕНТНОГО ОБРАЩЕНИЯ ВЫБОРОЧНОЙ ОЦЕНКИ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ 

МАТРИЦЫ ВХОДНЫХ СИГНАЛОВ [131,133]. 

Рассмотрим полносвязную прямого распространения искусственную нейрон-

ную сеть, содержащую в себе M слоёв и по N нейронов в каждом слое. Пусть 

настройка весовых коэффициентов jpW


 произвольного нейрона j , принадлежащего 

слою p  данной сети происходит по алгоритму рекуррентного обращения выбороч-

ной оценки корреляционной матрицы входных сигналов и описывается уравнением 

вида [18] (в Приложении 3 приведено обобщение быстрого рекуррентного алгоритма 

на искусственную нейронную сеть):  

qjppXXjpjp WkZkZkWkW


 


 )}()()()({)1( 1PPRP  .   (6.2.1) 

Здесь jpW


 - весовой вектор j -ого нейрона слоя p , P  - проекционная матрица, 

обеспечивающая введение многократных линейных ограничений вида 

HH
CCCCIP

1)(  ; ],,,[ 21 LCCC





C  - матрица ограничений размерности LN  , 

столбцами которой являются линейно - независимые векторы ограничений lC


, L - 

число вводимых ограничений;  - коэффициент адаптации; qW


- вектор комплексных 

весовых коэффициентов, соответствующих диаграмме направленности покоя (при 

отсутствии внешних помех); H и * соответственно знаки эрмитовского и комплекс-

ного сопряжения [65]; )( PPR XX  - выборочная матрица входных сигналов в под-

пространстве ограничений, к которой применена операция псевдообращения.  

 В выражении (6.2.1) )(1 kZ p


 - входной сигнал j -ого нейрона слоя p , явля-

ющийся также вектором выходного сигнала слоя 1p . Выходной сигнал j -ого 

нейрона слоя p  )(kZ jp  может быть записан в виде [177]: 

  )()()()()()(
1

11
1 kYAkyakyFkWkZFkZ jp

T
N

l

l
jpljp

N

q
qjpqpjp











 


 ,  (6.2.2) 

где  F  - нелинейная активационная функция рассматриваемого искусственного 

нейрона, la  - коэффициенты разложения нелинейности F  в ряд Вольтерра [177], 

)(ky jp  - выходной сигнал линейной части j -ого нейрона слоя p . T
NaaaA ][

121 

  

- вектор коэффициентов разложения функции  F  в ряд Вольтерра, 

 TN
jpjpjpjp kykykykY )()()()( 12 


  - вектор степеней выходного сигнала линейной ча-

сти искусственного нейрона j , принадлежащего слою p . 
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 Будем рассматривать искусственную нейронную сеть, в которой все нейроны 

являются узкополосными. Тогда корреляционная матрица входных сигналов каждо-

го из таких искусственных нейронов будет иметь вид [65]: 

n

p
T
ppp rnkZkZnkk RR   )()(),(


,  

где r  - коэффициент корреляции между отсчётами входных сигналов, pR  - про-

странственная часть корреляционной матрицы входных сигналов.  

Как отмечалось в предыдущем разделе, данная корреляционная матрица име-

ет различный вид в зависимости от номера слоя искусственной нейронной сети. Для 

всех скрытых слоев сети корреляционная матрица будет иметь в качестве всех своих 

элементов единицы. Это становится возможным в частном случае одинаковой поме-

ховой обстановки, подаваемой на все нейроны входного слоя. Во входном слое ИНС 

эта матрица будет равна корреляционной матрице входных сигналов искусственной 

нейронной сети. 

Случай одной и той же помеховой обстановки, поступающей на каждый ис-

кусственный нейрон ИНС, соответствует реальной работе искусственной нейронной 

сети для решения задач пространственной фильтрации, когда приемные элементы 

ИНС могут быть размещены как единое полотно антенны, которая  не имеет общего 

адаптивного процессора для всех приемных элементов. Адаптивные процессоры 

присутствуют в каждом искусственном нейроне, обеспечивая параллельную обра-

ботку сигналов. 

 Алгоритм настройки (6.2.1) предполагает, что весовые коэффициенты каждо-

го из нейронов сети будут настраиваться самостоятельно и независимо от весовых 

векторов других искусственных нейронов. При таком подходе искусственная 

нейронная сеть представляет собой больше «ассоциацию независимых нейронов», 

чем единую систему. Тем не менее, связь между нейронами существует и осуществ-

ляется через входные и выходные сигналы, передаваемые от одного слоя сети к дру-

гому. 

 Нахождение статистических характеристик искусственной нейронной сети с 

учётом флуктуаций весовых коэффициентов предполагает проведение двух этапов 

статистического анализа. На первом этапе необходимо найти статистические харак-

теристики некоторого искусственного нейрона при учёте флуктуаций весового век-

тора. На втором этапе проводится обобщение полученных результатов для случая 

искусственной нейронной сети. 
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 При обобщении необходимо учесть, что структура искусственных нейронов, 

вид активационной функции, алгоритм настройки одинаковы у всех нейронов сети. 

Кроме того, для упрощения представленной задачи предполагается, что на все 

нейроны входного слоя ИНС подаётся один и тот же входной сигнал, состоящий из 

суммы полезного сигнала и помех. Перед нейронной сетью ставится задача выделе-

ния полезного сигнала на фоне помех. Подача на все нейроны входного слоя ИНС 

одной и той же помеховой обстановки приводит к появлению возможности решения 

поставленной задачи - нахождению статистических характеристик ИНС при учёте 

флуктуаций весов. 

 Перейдём к реализации этапов исследования. Статистический анализ харак-

теристик искусственного нейрона, настраивающегося по алгоритму рекуррентного 

обращения выборочной оценки корреляционной матрицы входных сигналов при 

учёте флуктуаций весового вектора, проводился нами в главе 5. По этой причине 

ниже будет приведено только обобщение полученных результатов для случая искус-

ственной нейронной сети. 

 

КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕ-

ТИ. 

 Корреляционная функция выходного сигнала искусственного нейрона, 

настраивающегося по алгоритму рекуррентного обращения выборочной оценки кор-

реляционной матрицы входных сигналов, имеет вид: 
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. (6.2.3) 

Для получения формулы, адаптированной к использованию в искусственной 

нейронной сети, необходимо учесть, что в ИНС корреляционная функция и опти-

мальный весовой вектор различные в каждом слое искусственной нейронной сети. 

(А в наиболее общем случае в каждом искусственной нейроне могут быть свои ста-

тистические характеристики). По этой причине необходимо указывать номер слоя у 

данных статистических характеристик. После преобразований из выражения (6.2.3) 
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получаем корреляционную функцию на выходе искусственного нейрона первого 

слоя искусственной нейронной сети: 
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.  

 Получим итеративную формулу для корреляционной функции выходного 

сигнала искусственного нейрона, принадлежащего слою p , записанную через кор-

реляционную матрицу входных сигналов. Для этого учтём, что корреляционная мат-

рица входных сигналов i -ого слоя ИНС может быть записана через корреляционную 

функцию выходных сигналов предыдущего слоя 1i  следующим образом: 

ER   )(1 nKiBXi , где 
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E  - матрица, все элементы которой являются 

единицами. Учтём также, что ))(())(( 22
PEPEPPRPPR

  SpSp BXBX  и 

))(())(( PEPEPPRPPR
  SpSp BXBX .  

Тогда корреляционная функция выходного сигнала второго слоя искусствен-

ной нейронной сети может быть записана в виде: 
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.   (6.2.4) 

Из выражения (6.2.4) видно, что формулу для корреляционной функции выходного 

сигнала можно записать следующим образом: 

2

2 1 2 1 2 2( , ) [ ]
n H

CT CTK m m n a r B K n W W   E , где 
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- 

- коэффициент, учитывающий влияние флуктуаций весовых коэффициентов. Без 

учета влияния флуктуаций данный коэффициент равен единице. 

Поступая аналогичным образом, можно получить выражение для корреляци-

онной функции выходного сигнала слоя p  искусственной нейронной сети: 
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    R .      (6.2.5) 

где  
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E
 - корреляционная матрица входных сигналов слоёв искусственной 

нейронной сети, которая равна корреляционной матрице входных сигналов ИНС, 

если рассматривается входной слой искусственной нейронной сети, и равна матрице 

E , если рассматриваются скрытые слои ИНС. 
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-    (6.2.6) 

коэффициент, позволяющий записывать получаемые результаты в более компактном 

виде и необходимый для записи результатов, получаемых для скрытых слоёв ИНС. 

 Для обсуждения формулы (6.2.5) запишем вид корреляционной функции вы-

ходного сигнала искусственного нейрона, принадлежащего слою p  искусственной 

нейронной сети и найденной без учёта флуктуаций весовых коэффициентов: 
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REE   . (6.2.7) 

Сравнение формул (6.2.5) и (6.2.7), найденных соответственно при учёте и без учёта 

флуктуаций весовых коэффициентов, показывает, что учёт флуктуаций приводит к 
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появлению дополнительных сомножителей в выражении корреляционной функции 

выходного сигнала, а через них - к искажению корреляционных характеристик вы-

деляемого ИНС сигнала, причём влияние искажений увеличивается с возрастанием 

номера слоя сети. Иными словами, увеличение числа слоев искусственной нейрон-

ной сети приводит к увеличению искажений, вносимых флуктуациями весовых ко-

эффициентов в сигнал, выделяемый сетью из смеси полезного сигнала и помех. 

Необходимо также отметить, что по мере прохождения сигнала от слоя к слою, он 

становится всё более широкополосным, т.к. 
np

p rnK ~)( . 

 

МОЩНОСТЬ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА ИСКУССТВЕННОГО НЕЙРОНА, ПРИ-

НАДЛЕЖАЩЕГО СЛОЮ p  ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ. 

 Выражение для мощности выходного сигнала искусственного нейрона, 

настраивающегося по алгоритму рекуррентного обращения выборочной оценки кор-

реляционной матрицы входных сигналов, было представлено в главе 5 и имеет вид: 
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.  (6.2.8) 

При записи формулы (6.2.8) корреляционная матрица входных сигналов XXR  была 

заменена на BXR , а также, в качестве нижнего индекса при обозначении выходной  

мощности, был установлен индекс p , что делает возможным рассмотрение данного 

выражения в контексте искусственной нейронной сети - как выходной мощности ис-

кусственного нейрона, принадлежащего слою p  данной сети. 

 Получение итеративной формулы выходной мощности, записанной через ха-

рактеристики слоёв сети и характеристики входных сигналов, возможно, если поло-

жить 0n  в соответствующем выражении для корреляционной функции (6.2.5). То-

гда имеем: 
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где  

, 1;

, 1.

XX

i

i

i


 



R
R

E
 - корреляционная матрица входных сигналов слоёв искусственной 

нейронной сети, которая равна корреляционной матрице входных сигналов ИНС, 

если рассматривается входной слой искусственной нейронной сети, и равна матрице 

E , если рассматриваются скрытые слои ИНС. 
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Из формул (6.2.13) – (6.2.14) видно, что флуктуации весовых коэффициентов приво-

дят как к увеличению, так и к уменьшению мощности на выходе нейронов, т.е. в ис-

кусственной нейронной сети с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки может 

иметь место как эффект рассогласования, так и эффект «перекомпенсации». По мере 

увеличения номера слоя искажения выходной мощности под влиянием флуктуаций 

становятся всё больше. 

 Выражение для выходной мощности, найденной без учёта флуктуаций весо-

вых коэффициентов, имеет вид: 
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REE   .  (6.2.15) 

Из формулы (6.2.15) можно видеть, что в отсутствии флуктуаций изменения мощно-

сти при увеличении номера слоя зависят от двух факторов - произведения мощно-

стей предыдущих слоёв и коэффициента 1a  разложения нелинейной активационной 

функции в ряд Вольтерра [177]. От численных значений этих характеристик будет 

зависеть увеличение (или уменьшение) величины мощности по мере продвижения 

сигнала по слоям искусственной нейронной сети. 

 Таким образом, проведённый анализ корреляционной функции и мощности 

выходных сигналов искусственной нейронной сети показал, что флуктуации настра-

иваемых весовых коэффициентов приводят к искажениям сигнала, идущего от вход-

ного слоя к выходу ИНС во время решения сетью задачи выделения полезного сиг-

нала на фоне помех. Искажения возрастают при увеличении числа слоёв сети. Одна-

ко при задании одинаковых входных сигналов на каждом из искусственных нейро-
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нов входного слоя сети в выражениях для «флуктуационных» слагаемых появляется 

произведение проекционной матрицы и матрицы, состоящей из единиц. Это произ-

ведение равно нулю, что приводит к нулевым значениям «флуктуационных» слагае-

мых корреляционной функции и мощности выходных сигналов искусственных 

нейронов, принадлежащих второму и последующим слоям сети. 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Моделировалась искусственная нейронная сеть, настраивающаяся по алго-

ритму рекуррентного обращения выборочной оценки корреляционной матрицы 

входных сигналов – быстрому алгоритму, используемому для пространственной 

фильтрации сигналов в адаптивных антенных решётках. Искусственная нейронная 

сеть содержала 3M  слоя, в каждом из которых было по 71 N  искусственных 

нейронов. Каждый искусственный нейрон представлял собой адаптивный линейный 

сумматор с 7N  входными элементами и нелинейной функцией – сигмоидом на 

выходе. 

 На каждый искусственный нейрон входного слоя сети подавалась одна и та 

же помеховая обстановка – полезный сигнал и одна помеха, представленные в виде 

плоских волн. Полезный сигнал приходил с направления, нормального к плоскости 

каждого искусственного нейрона входного слоя ИНС. Помеха приходила с направ-

ления, равного 45

 относительно нормали, проведенной к плоскости искусственных 

нейронов входного слоя сети. Мощность помехи была принята равной единице, 

мощность полезного сигнала составляла 0.1 от мощности помехи. В каждом искус-

ственном нейроне присутствовал также собственный шум, мощность которого была 

0.01 относительно мощности помехи. 

 При моделировании вычислялся коэффициент рассогласования между выход-

ной мощностью, найденной при постоянном стационарном весовом векторе, и 

«флуктуационной» частью выходной мощности. В таблице 6.3 представлены значе-

ния коэффициента рассогласования M  в зависимости от величины коэффициента 

адаптации   в случае прихода на искусственную нейронную сеть входных сигналов 

с некоррелированными отсчетами 0r . 

 

 

 

 

 

 



 

 

243 

 

     Таблица 6.3 
  510  5105   410  4105   310  
T
IM , % -0.003 -0.015 -0.03 -0.15 -0.3 

Э
IM , % -0.0051 -0.0294 -0.0698 -0.1236 -0.387 

T
IIM , % 0 0 0 0 0 

Э
IIM , % 0 0 0 0 0 

T
IIIM , % 0 0 0 0 0 

Э
IIIM , % 0 0 0 0 0 

 

Из таблицы 6.3 можно видеть, что второй и третий слои сети имеют коэффи-

циент рассогласования, равный нулю, и это подтверждает компьютерное моделиро-

вание. Коэффициент рассогласования искусственного нейрона, принадлежащего 

первому слою сети, зависит от величины коэффициента адаптации быстрого рекур-

рентного алгоритма. Из таблицы видно, что имеет место достаточно хорошее согла-

сие между теоретическими результатами и результатами компьютерного моделиро-

вания при входных сигналах с некоррелированными отсчётами 0r . 

 В таблице 6.4 представлены значения коэффициента рассогласования M  в 

зависимости от величины коэффициента адаптации   в случае прихода на искус-

ственную нейронную сеть входных сигналов с высоко коррелированными отсчетами 

9.0r . 

     Таблица 6.4 
  510  5105   410  4105   310  
T
IM , % -0.0158 -0.0789 -0.1579 -0.7896 -1.5796 

Э
IM , % -0.0185 -0.0868 -0.1765 0.0433 0.0025 

T
IIM , % 0 0 0 0 0 

Э
IIM , % 0 0 0 0 0 

T
IIIM , % 0 0 0 0 0 

Э
IIIM , % 0 0 0 0 0 

 

 Из таблицы 6.4 следует, что и в случае сигналов с высоко коррелированными 

отсчётами имеет место достаточно хорошее согласие между теоретическими резуль-

татами и результатами компьютерного моделирования до значений коэффициента 

адаптации, равного 0.0005. Расхождение теоретических результатов и результатов 

компьютерного моделирования может быть связано с тем, что при высоких значени-

ях коэффициента адаптации имеет место нарушение условия малости   и примени-

мости первого борновского приближения. 
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 Таким образом, можно говорить о том, что алгоритм рекуррентного обраще-

ния выборочной оценки корреляционной матрицы входных сигналов пригоден для 

использования в искусственных нейронных сетях в целях решения задач выделения 

полезного сигнала на фоне помех. Данный алгоритм является классическим алго-

ритмом настройки адаптивных антенных решёток. Однако исследование показало, 

что при использовании этого алгоритма для настройки искусственных нейронных 

сетей он обладает преимуществом перед классическими нейросетевыми алгоритма-

ми в том, что не дает флуктуаций весовых коэффициентов во втором и последующих 

слоях сети при задании одинаковой помеховой обстановки на каждом из нейронов 

входного слоя искусственной нейронной сети. 
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6.3. ИСКУССТВЕННАЯ НЕЙРОННАЯ СЕТЬ С АЛГОРИТМОМ ХЭББА 

[139,151,153]. 

 

 Среди различных алгоритмов настройки искусственных нейронных сетей 

(ИНС) наиболее приспособленным для решения задач обработки радиосигналов яв-

ляется алгоритм Хэбба. Первоначально предназначавшийся для распознавания обра-

зов, данный алгоритм выделяет компоненты входного сигнала, которым соответ-

ствует максимальное собственное число в корреляционной матрице входных сигна-

лов [75,77,82]. Способность алгоритма Хэбба выделять наиболее мощный сигнал на 

фоне шумов делает данный алгоритм полезным для решения задач радиолокации. 

 Представляет интерес проведение анализа влияния флуктуаций настраивае-

мых весовых коэффициентов ИНС на статистические характеристики нейронной се-

ти с алгоритмом Хэбба для случая прихода на данную сеть узкополосных входных 

сигналов. Это позволило бы внести вклад в исследование точности настройки искус-

ственных нейронных сетей с алгоритмом Хэбба. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 

Рассмотрим полносвязную прямого распространения искусственную нейрон-

ную сеть, содержащую M слоёв по N нейронов в каждом слое. Пусть настройка век-

тора весовых коэффициентов jpW


 произвольного нейрона j , принадлежащего слою 

p  данной сети, происходит по алгоритму Хэбба и описывается уравнением вида 

[75,82]: 

1( 1) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]jp jp jp p jp jpW k W k Z k Z k Z k W k  

      ,   (6.3.1) 

где ( )jpW k  - весовой вектор j -ого нейрона слоя p  в момент времени k ,  - коэф-

фициент адаптации; * - знак комплексного сопряжения.  

 В выражении (6.3.1) 1( )pZ k

  - входной сигнал j -ого нейрона слоя p , явля-

ющийся также вектором выходного сигнала слоя 1p ; )(kZ jp  - выходной сигнал j

-ого нейрона слоя p  искусственной нейронной сети. 

 Будем рассматривать искусственную нейронную сеть, на которую поступают 

узкополосные входные сигналы вида [65]: 

( , ) ( ) ( )
nT

p xxk k n X k X k n r   R R .     (6.3.2) 
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Здесь ( )X k  - вектор входных сигналов в момент времени k ; xxR  - пространствен-

ная часть корреляционной матрицы входных сигналов; r  - коэффициент корреляции 

между отсчётами входных сигналов. 

 Для простоты всюду ниже предполагается, что на все нейроны входного слоя 

искусственной нейронной сети подается один и тот же вектор входного сигнала, со-

стоящий из суммы векторов полезного сигнала и помех. 

Необходимо отметить, что в этом случае пространственная часть корреляци-

онной матрицы входных сигналов скрытых слоёв искусственной нейронной сети бу-

дет иметь в качестве всех своих элементов единицы для всех слоев ИНС. Кроме то-

го, для упрощения представленной задачи всюду ниже будем предполагать, что у 

всех нейронов сети отсутствует активационная функция, т.е. все нейроны искус-

ственной нейронной сети являются линейными. Данное предположение не уменьша-

ет  общности поставленной задачи, поскольку алгоритм Хэбба, по которому настра-

ивается рассматриваемая искусственная нейронная сеть, является нелинейным по 

весовому вектору - весовые коэффициенты входят в уравнение алгоритма (6.3.1) в 

первой, второй и третьей степенях. 

Перед искусственной нейронной сетью ставится задача выделения полезного 

сигнала на фоне помех. Анализ статистических характеристик отдельного искус-

ственного нейрона, настраивавшегося по алгоритму Хэбба, с учётом флуктуаций ве-

сового вектора проводился нами в работе [137]. В следующем разделе приводится 

обобщение полученных результатов для случая искусственной нейронной сети. 

 

КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕ-

ТИ, НАСТРАИВАЮЩЕЙСЯ ПО АЛГОРИТМУ ХЭББА. 

 Корреляционная функция выходного сигнала искусственного нейрона, 

настраивающегося по алгоритму Хэбба, с учётом флуктуаций вектора весовых ко-

эффициентов может быть записана в виде [137]: 
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( ) ( )

(1 )

nH

CT CT CT xx CT

r
С Z Sp W W r Z

r
       


R -  (6.3.5) 

 Формулы (6.3.4) и (6.3.5) описывают коэффициенты, стоящие соответственно 

при первой и третьей степенях коэффициента автокорреляции между отсчётами 

входных сигналов в формуле корреляционной функции выходного сигнала искус-

ственного нейрона, принадлежащего первому слою искусственной нейронной сети. 

 Из формул (6.3.3) – (6.3.5) можно видеть, что корреляционная функция вы-

ходного сигнала содержит в себе, помимо слагаемого, пропорционального 
n

r , кото-

рое имело место в корреляционной функции входных сигналов, также быстро спа-

дающую компоненту, пропорциональную 
3 n

r . По этой причине вид корреляцион-

ной функции входного сигнала второго слоя искусственной нейронной сети будет 

отличаться от выражения для корреляционной функции сигнала на входе ИНС нали-

чием быстро спадающего слагаемого. 

 Для того, чтобы записать формулу для корреляционной матрицы входных 

сигналов второго слоя искусственной нейронной сети, учтем, что выходной сигнал 

каждого из нейронов первого слоя будет одним и тем же. При постановке задачи для 

упрощения анализа мы условились подавать одни и те же входные сигналы на каж-

дый нейрон ИНС. Та же ситуация будет на выходах каждого из слоёв искусственной 

нейронной сети, поскольку сигналы, поступающие на входы нейронов одного слоя, 

также будут одинаковыми. Математически данное упрощение выразится в том, что 

пространственная часть корреляционной матрицы входных сигналов будет пред-

ставлять собой матрицу, все элементы которой равны единице. 

 Запишем корреляционную матрицу входных сигналов i -ого слоя ИНС через 

корреляционную функцию входных сигналов предыдущего слоя 1i   следующим 

образом: 

1[ ] [ ]вхi in K n R E ,        (6.3.6) 

где 



















11

11







E  - матрица, все элементы которой являются единицами. 

 Из выражения (6.3.6) видно, что корреляционные матрицы входных сигналов 

различных слоёв сети отличаются между собой только видом зависимости элемен-

тов матрицы от времени ( 1[ ]iK n ), сохраняя при этом одинаковую пространствен-

ную часть (E ). Подставляя конкретный вид корреляционной функции сигнала на 
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выходе искусственного нейрона (6.3.3) в выражение (6.3.6), получаем формулу для 

корреляционной матрицы входных сигналов второго слоя ИНС: 

3

2[ ]
n n

вх n A r C r     R E E        (6.3.7) 

 Зная конкретный вид корреляционной матрицы входных сигналов второго 

слоя искусственной нейронной сети, можно записать корреляционную функцию на 

выходе искусственного нейрона второго слоя ИНС: 

3 9

2 1 1 1[ ] [ ] [ ; ] [ ]
n n n

K n A A r C A C r D C r      ,    (6.3.8) 

где коэффициенты 1 1 1; ;A C D  описываются следующими выражениями: 

2

1 2 2 2

2
22

2 2 22

2 4 2
22 2 2 2

2 2 22 2 2 2

2
[ ] {1 ( ) ( )

1

1
( ) ( )

1

3
( ) ( ) ( ) ( )}

(1 ) (1 )

H

CT CT CT

H

CT CT CT

H

CT CT CT

A A A Z A Sp W W
r

r
A Sp W W Z

r

r r r
A Z A Sp W W

r r





 

      



   




   

 

E

E

E

,   (6.3.9) 

 
2

2 22 3 2

1 2 2 2 22 2

2

2 2 23

6
22

2 2 26

6 12 6
22 2 2 2

2 2 26 2 6 2

[ ; ] ( ) ( ) ( )
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2
{1 ( ) ( )

1

1
( ) ( )

1

3
( ) ( ) ( ) (

(1 ) (1 )

H

CT CT CT CT

H

CT CT CT

H

CT CT CT

H

CT CT CT

r
С A C Z A Sp W W Z

r

C Z C Sp W W
r

r
C Sp W W Z

r

r r r
C Z C Sp W W

r r







 

          


      



   




   

 

E

E

E

)}E

, (6.3.10) 

 
6

2 22 3 2

1 2 2 2 26 2
[ ] ( ) ( ) ( )

(1 )

H

CT CT CT CT

r
D C Z C Sp W W Z

r
         


E . (6.3.11) 

 Из формул (6.3.8) – (6.3.11) следует, что в корреляционной функции выходно-

го сигнала второго слоя ИНС появляются две быстро спадающие компоненты (про-

порциональные 
3 n

r  и 
9 n

r ) по сравнению с корреляционной функцией входного 

сигнала искусственной нейронной сети. Ещё одной особенностью полученных вы-

ражений является то, что коэффициенты 1 1 1; ;A C D  становятся функциями коэффи-

циентов предыдущего слоя (коэффициентов ;A C ). В таблице, приведённой ниже, 

показана связь коэффициентов корреляционной функции на выходе второго слоя с 

коэффициентами первого слоя искусственной нейронной сети. 
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  Таблица 6.5 

1A  A   

1C  A  C  

1D   C  

 

Из таблицы 6.5 можно видеть, что коэффициент 
1A  корреляционной функции 

выходного сигнала второго слоя сети зависит только от коэффициента A  корреля-

ционной функции выходного сигнала первого слоя ИНС (первая строка таблицы 

6.5), коэффициент 
1C  - от коэффициентов A  и C  (вторая строка таблицы 6.5), а ко-

эффициент 
1D  - от коэффициента C  (третья строка таблицы 6.5). 

Поступая так же, как и для второго слоя, запишем формулу для корреляцион-

ной матрицы входных сигналов третьего слоя ИНС: 

3 9

3 1 1 1[ ]
n n n

вх n A r C r D r        R E E E ,     (6.3.12) 

а также выражение для корреляционной функции сигнала на выходе третьего слоя 

искусственной нейронной сети: 

3 9

3 2 1 2 1 1 2 1 1 1

27 81

2 1 1 2 1

[ ] [ ] [ ; ] [ ; ; ]

[ ; ] [ ]

n n n

n n

K n A A r C A C r D A C D r

E C D r F D r

      

   
,  (6.3.13) 

где коэффициенты 2 2;A C  описываются следующими формулами: 

2

2 1 1 0 3 1 0 3 3

2
22

1 0 3 3 32

2 4 2
22 2 2 2

1 0 3 1 0 3 32 2 2 2

2
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H
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, (6.3.14) 
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           (6.3.15) 
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Коэффициент 2D  может быть представлен следующим выражением: 

 

23 3 2

2 1 1 1 1 0 1 0 3

6
22

3 3 36 2

2

3 1 0 1 0

2 2

1 0 1 0 3 39

18
3 3 2

1 0 1 0 3 318
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.   (6.3.16) 

Коэффициент 2E  имеет вид: 
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.   (6.3.17) 

И, наконец, коэффициент 2F  можно записать следующим образом: 

 

23 2

2 1 1 0 3

54
22

3 3 354 2

[ ] ( ) ( )

( ) ( )
(1 )

CT

H

CT CT CT

F D D CA Z

r
Sp W W Z

r


    

     


E
.     (6.3.18) 

Из выражений (6.3.13) – (6.3.18) видно, что в выходном сигнале третьего слоя искус-

ственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба, имеют место со-

ставляющие сигнала, корреляционная функция которых быстро спадает во времени (

3n
r , 

9 n
r , 

27 n
r , 

81n
r ). Сравнение данных выражений с аналогичными фор-

мулами для корреляционной функции на выходе второго слоя ИНС (6.3.8) – (6.3.11) 

показывает, что прохождение сигналом третьего слоя искусственной нейронной сети 

приводит к добавлению в формуле корреляционной функции слагаемых с ещё более 



 

 

251 

 

высокой скоростью спадания во времени, чем та, что имела место на выходе второго 

слоя ИНС (
27 n

r , 
81n

r ). 

 В таблице 6.6, которая приведена ниже, показана связь коэффициентов фор-

мулы для корреляционной функции на выходе третьего слоя искусственной нейрон-

ной сети с коэффициентами корреляционной функции выходного сигнала искус-

ственного нейрона, принадлежащего второму слою сети. 

 

   Таблица 6.6 

2A  1A    

2C  1A  1C   

2D  1A  1C  1D  

2E   
1C  1D  

2F    
1D  

 

Из таблицы 6.6 можно видеть, что коэффициент 2A  корреляционной функции 

выходного сигнала третьего слоя искусственной нейронной сети зависит только от 

коэффициента 1A  корреляционной функции выходного сигнала предыдущего слоя 

сети (первая строка таблицы 6.6), коэффициент 2C  - от коэффициентов 1A  и 1C  

(вторая строка), коэффициент 2D  - от коэффициентов 1A , 1C  и 1D  (третья строка), 

коэффициент 2E  - от коэффициентов 1C  и 1D  (четвёртая строка), и коэффициент 

2F  - только от коэффициента 1D  (нижняя строка таблицы). 

Таким образом, выражение корреляционной функции из-за флуктуаций весо-

вых коэффициентов по мере увеличения номера слоя искусственной нейронной сети 

начинает все более сложным образом зависеть от той же статистической характери-

стики предыдущего слоя сети. Это свидетельствует о том, что полезный сигнал по 

мере прохождения слоев искусственной нейронной сети с алгоритмом Хэбба все бо-

лее искажается из-за флуктуаций весовых коэффициентов – и чем больше имеется 

слоев в ИНС, тем сильнее возникающие искажения. 

Упростим выражение для корреляционной функции третьего слоя искус-

ственной нейронной сети и её коэффициентов, учитывая, что коэффициент автокор-

реляции между отсчётами 1r   и при возведении в степень стремится к нулю. Бу-

дем считать, что возведение данного коэффициента в шестую и более высокие сте-

пени делает его пренебрежимо малым (
6 0ивышеr  ). 
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 При данном предположении формулы (6.3.13) – (6.3.18) упрощаются и приоб-

ретают вид: 

3 9 27

3 2 2 2 2[ ]
n n n n

K n A r C r D r E r        ,    (6.3.19) 

где новые коэффициенты 
2 2;A C  в выражении для корреляционной функции выход-

ного сигнала ААР могут быть записаны следующим образом: 

2 2A A ,          (6.3.20) 
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           (6.3.21) 

Коэффициенты 
2 2,D E  имеют вид: 
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           (6.3.22) 
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E

E
.   (6.3.23) 

Последний коэффициент 
2F  после упрощения выражений становится равным нулю: 

2 0F            (6.3.24) 

 Из выражений (6.3.19) – (6.3.24) видно, что исключение из рассмотрения сла-

гаемых, содержащих высокие степени коэффициента автокорреляции между отсчё-

тами r  приводит к исчезновению слагаемого в выходной корреляционной функции 

третьего слоя ИНС, скорость спадания во времени которого максимальна (
81n

r ). 

 Из представленных выше выражений для коэффициентов корреляционной 

функции выходного сигнала различных слоёв сети следует, что, вообще говоря, ко-

эффициенты являются не числами, а функциями коэффициентов предыдущих слоёв 

сети. Учитывая это, можно записать формулы для корреляционных функций выход-

ных сигналов искусственных нейронов, принадлежащих (соответственно) первому, 

второму и третьему слоям следующим образом: 

3

1 0 0[ ] [ ] [ ]
n n

n A A r C A r   K E E ,      (6.3.25) 
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3 9

2 1 0 1 0 0 1 0[ ] [ [ ] ] [ [ ] ; [ ] ] [ [ ] ]
n n n

K n A A A r C A A C A r D C A r     E E E E E E E E , 

           (6.3.26) 
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E E E E E E E E

E E E

, (6.3.27) 

 Из выражений (6.3.25) – (6.3.27) видно, что коэффициенты приведённых вы-

ше корреляционных функций являются вложенными функциями коэффициентов 

предыдущих слоёв, и уровень вложенности определяется порядковым номером слоя 

искусственной нейронной сети, для которого была рассчитана рассматриваемая кор-

реляционная функция. 

 Проведём анализ того, как изменяется число коэффициентов в выражении для 

корреляционной функции выходного сигнала в зависимости от номера слоя искус-

ственной нейронной сети, а также вычислим максимальную степень при коэффици-

енте 
n

r , которая будет определять наибольшую скорость спадания слагаемых кор-

реляционной функции данного слоя ИНС. Для этого сначала вычислим, сколько сла-

гаемых будет содержать корреляционная функция выходного сигнала искусственно-

го нейрона, принадлежащего четвёртому слою искусственной нейронной сети. Об-

ратимся к формуле (6.3.13), описывающей вид корреляционной функции третьего 

слоя ИНС. Каждое слагаемое данной функции, проходя через искусственный нейрон 

четвёртого слоя сети, будет порождать на выходе компоненты сигнала, корреляци-

онная функция которых спадает с различной скоростью (таблица 6.7). 

 

 Таблица 6.7 

Слагаемое 3[ ]K n  Компоненты 4[ ]K n  

2

n
A r  (

n
r ) – (

43 n
r ) 

3

2

n
C r  (

3n
r ) – (

53 n
r ) 

23

2

n
D r  (

23 n
r ) – (

63 n
r ) 

33

2

n
E r  (

33 n
r ) – (

73 n
r ) 

43

2

n
F r  (

43 n
r ) – (

83 n
r ) 
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Из таблицы 6.7 можно видеть, что число слагаемых в корреляционной функ-

ции выходного сигнала, принадлежащего четвёртому слою искусственной нейрон-

ной сети, будет определяться количеством различных степеней при коэффициенте 

n
r . Из таблицы 6.7, а также из результатов, приведённых выше в данной статье, 

следует, что коэффициент автокорреляции между отсчётами входных сигналов r  

имеет степени, кратные степеням числа 3. 

 Анализируя таблицу 6.7, получаем, что корреляционная функция выходного 

сигнала искусственного нейрона, принадлежащего четвёртому слою ИНС, будет со-

держать 9 слагаемых, каждое из которых пропорционально соответственно 
3k n

r , 

где индекс k  изменяется дискретно от нуля до восьми. Это означает, что макси-

мальная скорость спадания слагаемых корреляционной функции на выходе четвёр-

того слоя искусственной нейронной сети пропорциональна коэффициенту 
83 n

r . 

В таблице 6.8 приведена зависимость коэффициентов корреляционных функ-

ций выходного сигнала четвертого и третьего слоев ИНС. 

 

     Таблица 6.8 

3A  2A      

3C  2A  2C     

3D  2A  2C  2D    

3E  2A  2C  2D  2E   

3F  2A  2C  2D  2E  2F  

3J   
2C  2D  2E  2F  

3H    
2D  2E  2F  

3K     
2E  2F  

3L      
2F  

  

Таблица 6.8 даёт возможность увидеть общую закономерность зависимости 

между коэффициентами соседних слоёв сети. Каждый коэффициент предыдущего 

слоя ИНС встречается как аргумент в функциях коэффициентов последующего слоя 

сети ровно столько раз, сколько коэффициентов было в корреляционной функции 

предыдущего слоя искусственной нейронной сети. 

 Для большего понимания обратимся к таблицам 6.5, 6.6 и 6.8. Из них видно, 

что коэффициент А в таблице 6.5 встречается 2 раза – именно столько (т.е. два) ко-

эффициента было в корреляционной функции на выходе искусственного нейрона, 

принадлежавшего первому слою ИНС. В корреляционной функции выходного сиг-
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нала искусственного нейрона второго слоя сети, как видно из этой же таблицы, было 

3 коэффициента. Если мы посмотрим теперь на таблицу 6.6, описывающую зависи-

мость второго и третьего слоёв искусственной нейронной сети, то увидим, что все 

коэффициенты в ней повторяются ровно три раза. И, наконец, если мы снова обра-

тим внимание на таблицу 6.8, то заметим, что поскольку в корреляционной функции 

на выходе третьего слоя сети было 5 коэффициентов, то ровно 5 раз повторяется 

каждый из коэффициентов третьего слоя как аргумент в функциях коэффициентов 

четвёртого слоя ИНС. 

 Необходимо отметить, что каждый коэффициент в данных таблицах начинает 

появляться впервые как аргумент аналогичного коэффициента, т.е. стоящий при той 

же степени r , только последующего слоя сети. Например, в таблице 6.8 коэффици-

ент 2D  впервые появляется как аргумент коэффициента 3D  и повторяется далее еще 

четыре раза как аргумент в коэффициентах, стоящих при более высоких степенях r  

в корреляционной функции, т.е. в коэффициентах 3E , 3F , 3J  и 3H . 

 Выведем формулу для числа коэффициентов в корреляционной функции вы-

ходного сигнала произвольного слоя p  искусственной нейронной сети. Для этого 

выпишем в таблицу для первых четырёх слоёв сети зависимость числа коэффициен-

тов корреляционной функции выходного сигнала от номера слоя (таблица 6.9). 

 

     Таблица 6.9 

Номер слоя I II III IV V 

Число коэффи-

циентов в [ ]iK n  

2 3 5 9 17 

 

Из таблицы можно видеть, что от слоя к слою число коэффициентов в корре-

ляционной функции выходного сигнала прибывает по закону степеней числа 2. Дей-

ствительно, разница между числом коэффициентов второго и первого слоёв состав-

ляет 1, т.е. 
02 . Между третьим и вторым слоями эта разница равна двум коэффици-

ентам, т.е. 
12 . Аналогично рассуждая, можно видеть, что в четвёртом слое на 

22  

больше коэффициентов, чем в третьем, а в пятом – на 
32  больше, чем в четвёртом. 

Обобщая последовательность увеличения числа коэффициентов для случая произ-

вольного слоя искусственной нейронной сети, можно записать, что формула для 

числа слагаемых pN   в корреляционной функции на выходе слоя p  имеет вид: 
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   .         (6.3.28) 

Из формулы (6.3.28) следует, что количество коэффициентов в каждом последую-

щем слое искусственной нейронной сети возрастает по закону геометрической про-

грессии. Это означает, что в искусственном нейроне каждого следующего слоя кор-

реляционная функция выходного сигнала и соответствующая ей корреляционная 

матрица входных сигналов будет иметь всё большее число быстро спадающих слага-

емых, причём максимальная скорость спадания пропорциональна 
1

3
Np n

r


. 

 Исходя из общей закономерности, запишем связь коэффициентов корреляци-

онной функции выходного сигнала искусственного нейрона p -ого и 1p  -ого сло-

ёв искусственной нейронной сети (таблица 6.10). 

 

    Таблица 6.10 

1pM  
( 1)1pM 

    

     

1ppNM


 
( 1)1pM 

  
1( 1)( 1)pp NM
    

1( 1)pp NM
      

1( 1) pp NM
  

   
1( 1)( 1)pp NM
    

ppNM     
1( 1) pp NM
  

 

Здесь 
piM  - коэффициент при 

i n
r  в корреляционной функции выходного 

сигнала искусственного нейрона, принадлежащего p -ому слою искусственной 

нейронной сети. 

 Из таблицы можно видеть, что каждое слагаемое слоя 1p   искусственной 

нейронной сети повторяется 1pN 
  раз, причём каждый коэффициент M  следующе-

го p -ого слоя является функцией от одного до 1pN 
  коэффициентов предыдущего 

слоя. Надо отметить, что первой независимой переменной для данного коэффициен-

та является соответствующий коэффициент предыдущего слоя сети. 

 Следуя правилу, приведённому в таблице 6.10, запишем итеративную форму-

лу для корреляционной функции выходного сигнала искусственного нейрона, при-

надлежащего слою p  искусственной нейронной сети, полученную через коэффици-

енты корреляционных функций всех слоев ИНС, включая входной слой: 
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           (6.3.29) 

Здесь: 

2

2

1 2
p

i

p

i

N 



  .         (6.3.30) 

В формуле (6.3.29) символ  обозначает зависимость соответствующей функции от 

всех переменных, объединенных данным символом. 

 Посмотрим на выражения (6.3.29) – (6.3.30). Из данных формул можно ви-

деть, что коэффициенты корреляционной функции выходного сигнала искусствен-

ного нейрона, принадлежащего слою p  искусственной нейронной сети, являются 

вложенными функциями коэффициентов предыдущих слоёв, причём число уровней 

вложенности равно номеру слоя. 

 Еще один факт, который следует из формул (6.3.29) – (6.3.30), заключается в 

том, что с ростом номера слоя увеличивается количество степеней коэффициента 

3
, 0,

k n

pr k N , а вместе с этим и число компонент сигнала, проходящего через ис-

кусственную нейронную сеть и обусловленных флуктуациями весовых векторов в 

искусственных нейронах каждого слоя сети. 

 Прохождение сигналом очередного слоя искусственных нейронов множит 

«флуктуационные» слагаемые в корреляционной функции выходного сигнала, а они 

в свою очередь после прохождения следующего слоя плодят новые «флуктуацион-

ные» слагаемые, и число новых компонент накапливается по закону, описанному 

формулой (6.3.30). Чем крупнее искусственная нейронная сеть, т.е. чем больше в ней 

слоев, тем большие искажения претерпевает проходящий через неё сигнал за счёт 

влияния флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов, статистически связан-

ных с вектором входных сигналов. 

Можно утверждать, что прохождение сигналом через искусственную нейрон-

ную сеть, настраивающуюся по алгоритму Хэбба, приводит к уширению спектра вы-

деляемого сигнала. 
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Конкретный вид корреляционной функции выходного сигнала искусственно-

го нейрона произвольного слоя p  ИНС может быть получен путём p -кратного по-

вторения коэффициентов соответствующей корреляционной функции, записанной с 

учётом флуктуаций весового вектора, первого слоя сети. Однако в силу своей гро-

моздкости данные формулы не приводятся в данном разделе. 

Для запросов практики очень часто важно знать вид не только корреляцион-

ной функции, но также и мощности выходных сигналов различных слоёв искус-

ственной нейронной сети. Соответствующие результаты приведены в следующем 

разделе. 

 

 

МОЩНОСТЬ ВЫХОДНЫХ СИГНАЛОВ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ, 

НАСТРАИВАЮЩЕЙСЯ ПО АЛГОРИТМУ ХЭББА. 

 Выражение для мощности выходного сигнала искусственного нейрона, 

настраивающегося по алгоритму Хэбба с учётом флуктуаций весовых коэффициен-

тов имеет вид [137]: 

2
2 2 2 2
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R R

R

, (6.3.31) 

Здесь  

2

0

H

CT xx CTZ W W   R         (6.3.32) 

 - мощность выходного сигнала искусственного нейрона при постоянном стационар-

ном весовом векторе 
CTW . 

 Из выражения (6.3.31) можно видеть, что мощность на выходе искусственно-

го нейрона, полученная при учёте флуктуаций весового вектора, зависит от мощно-

сти при постоянном стационарном весовом векторе, взятой в первой, второй и треть-

ей степенях. Полученное выражение не противоречит балансу размерностей, по-

скольку размерность ( )H

CT CT xxSp W W R  есть размерность мощности, а размерность 

коэффициента адаптации [ ] 1/[ ]мощность  . Это приводит к тому, что и левая, 

и правая части формулы (6.3.31) имеют размерность мощности. 

 Выражение (6.3.31) может быть записано в ином виде, т.е. через коэффициен-

ты A  и C , которые использовались для представления корреляционной функции 

выходного сигнала искусственного нейрона. Таким образом, положив 0n   в выра-
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жении для корреляционной функции (6.3.3), получаем следующий вид выходной 

мощности искусственного нейрона, принадлежащего первому слою искусственной 

нейронной сети, с учётом флуктуаций весового вектора: 

2

1CTZ A C    ,         (6.3.33) 

где коэффициенты A  и C  определены формулами (6.3.4) и (6.3.5). 

Поступая аналогичным образом, т.е. приравняв нулю дискретное время n  в формуле 

(6.3.8) получаем мощность на выходе искусственного нейрона, принадлежащего 

второму слою искусственной нейронной сети 
2

2CTZ   при учёте флуктуаций ве-

сового вектора: 

2

2 1 1 1CTZ A C D     .        (6.3.34) 

Мощность на выходе третьего слоя искусственной нейронной сети описывается вы-

ражением: 

2

3 2 2 2 2 2CTZ A C D E F       .      (6.3.35) 

Коэффициенты 1 2A  , 1 2C  , 1 2D  , 2E  и 2F  приведены в формулах (6.3.9), (6.3.14), 

(6.3.10), (6.3.15), (6.3.11), (6.3.16) – (6.3.18). 

 Из выражений (6.3.33) – (6.3.35) можно видеть, что выходная мощность ис-

кусственного нейрона того или иного слоя искусственной нейронной сети представ-

ляет собой сумму коэффициентов при степенях 
n

r  соответствующих корреляцион-

ных функций. 

 Таким образом, для произвольного слоя p  можно записать следующее выра-

жение для мощности выходного сигнала с учётом флуктуаций весового вектора: 

2

1

pN

pCT pi

i

Z M





   .        (6.3.36) 

Из выражения (6.3.36) можно видеть, что по мере прохождения через искусственную 

нейронную сеть мощность на выходе произвольного слоя p  определяется суммой 

коэффициентов, входящих в соответствующую корреляционную функцию выходно-

го сигнала данного слоя. 

 Сравним формулу (6.3.36) с аналогичным выражением для мощности выход-

ного сигнала искусственного нейрона, принадлежащего слою p  ИНС, записанным 

без учёта флуктуаций весового вектора: 

2

0 1p pZ M   .         (6.3.37) 
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Сравнение выражений (6.3.36) и (6.3.37) показывает, что флуктуации весового век-

тора приводят к появлению 1pN   дополнительных слагаемых, искажающих вид 

выходного сигнала. По мере прохождения сигнала по искусственной нейронной сети 

число таких слагаемых возрастает, и искажения увеличиваются. Вновь возникающие 

«флуктуационные» слагаемые, как можно видеть из формул (6.3.3) – (6.3.5), (6.3.8) – 

(6.3.11), (6.3.13) – (6.3.18) приведённых выше в данной статье, имеют по   как пер-

вый, так и второй порядок малости, причём слагаемые второго порядка малости из – 

за наличия в них разных знаков могут как увеличивать выходную мощность, так и 

уменьшать её. 

 Перепишем выражение (6.3.37) в виде, учитывающем характеристики всех 

предыдущих 1p   слоёв искусственной нейронной сети: 

2 2

0 0

1

p

p i

i

Z Z


     ,        (6.3.38) 

где 
2

0

H

i iCT i iCTZ W W   R  - выходная мощность искусственного нейрона, принад-

лежащего i  - ому слою ИНС, при постоянном стационарном весовом векторе 
iCTW  и 

корреляционной матрице входных сигналов iR  данного нейрона. 

 Из формулы (6.3.38) можно видеть, что в случае, когда флуктуации весовых 

коэффициентов не учитываются, выходная мощность произвольного слоя p  искус-

ственной нейронной сети представляет собой произведение мощностей выходных 

сигналов предыдущих 1p   слоёв данной нейронной сети. 

 Учёт флуктуаций весовых коэффициентов приводит к тому, что выходная 

мощность искусственной нейронной сети в общем случае может быть как больше, 

так и меньше мощности, полученной при постоянном стационарном весовом векто-

ре. Иными словами, в ИНС, настраивающейся по алгоритму Хэбба, из – за наличия 

флуктуаций весовых коэффициентов может иметь место как эффект рассогласования 

[17], так и эффект «перекомпенсации» [49,65,107,115]. 

 Таким образом, в данном разделе были рассмотрены статистические характе-

ристики искусственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба, с 

учётом флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов. Полученные в работе 

результаты позволяют утверждать, что флуктуации вносят искажения в сигнал, про-

ходящий через искусственную нейронную сеть, и с возрастанием номера слоя влия-

ние флуктуаций весовых коэффициентов становится всё большим, что приводит к 
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снижению качества выделения полезного сигнала на фоне помех с помощью искус-

ственной нейронной сети. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 

 Моделировалась искусственная нейронная сеть, настраивающаяся по алго-

ритму Хэбба – классическому алгоритму, используемому в искусственных нейрон-

ных сетях для решения задач распознавания образов. Искусственная нейронная сеть 

содержала 3M  слоя, в каждом из которых было по 71 N  искусственных нейро-

нов. Каждый искусственный нейрон представлял собой адаптивный линейный сум-

матор с 7N  входными элементами. 

 На каждый искусственный нейрон входного слоя сети подавалась одна и та 

же помеховая обстановка – полезный сигнал и две помехи, представленные в виде 

плоских волн. Наличие в помеховой обстановке двух помех обусловлено специфи-

кой функционирования ИНС с алгоритмом Хэбба – каждый слой выделяет свой сиг-

нал. Первый слой выделяет самый мощный сигнал, второй слой – средний по мощ-

ности сигнал и, наконец, третий слой выделяет самый слабый сигнал. Наличие в 

структуре сети трех слоев было необходимо, чтобы соответствовать структуре сетей 

с дискретным градиентным и быстрым рекуррентным алгоритмами и определило 

выбор трех сигналов для ИНС с алгоритмом Хэбба. Сигнал с самой низкой мощно-

стью (0.01 относительно самого мощного сигнала) приходил с направления, нор-

мального к плоскости каждого искусственного нейрона входного слоя ИНС. Сред-

ний по мощности сигнал (0.5 относительно самого мощного сигнала) приходил под 

углом 60

 относительно нормали, проведенной к плоскости искусственных нейронов 

входного слоя сети. Самый мощный сигнал (его мощность была принята равной 1) 

приходил с направления, равного 45

 относительно нормали, проведенной к плоско-

сти искусственных нейронов входного слоя сети. В каждом искусственном нейроне 

присутствовал также собственный шум, мощность которого была 0.01 относительно 

мощности самого мощного сигнала. 

 При моделировании вычислялся коэффициент рассогласования между выход-

ной мощностью, найденной при постоянном стационарном весовом векторе, и 

«флуктуационной» частью выходной мощности. В таблице 6.11 представлены зна-

чения коэффициента рассогласования M  в зависимости от величины коэффициента 

адаптации   в случае прихода на искусственную нейронную сеть входных сигналов 

с некоррелированными отсчетами 0r . 
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    Таблица 6.11 
  4105   310  3105   210  
T
IM , % 0.1613 0.3234 1.6446 3.3583 

Э
IM , % 0.1425 0.4163 1.5162 3.2816 

T
IIM , % 0.0161 0.0647 1.6475 6.7648 

Э
IIM , % 0.0541 0.0154 1.8337 6.162 

T
IIIM , % 0.0002 0.0042 2.7094 45.4363 

Э
IIIM , % 0.0039 0.0358 2.5981 0.06363 

 

Из таблицы 6.11 можно видеть, что во всех трех слоях искусственной нейрон-

ной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба, имеют место флуктуации весовых 

коэффициентов. Согласие между теоретическими результатами и результатами ком-

пьютерного моделирования уменьшается по мере роста номера слоя и величины ко-

эффициента адаптации. Алгоритм Хэбба имеет третью степень по весовому вектору, 

и вычисление флуктуаций для каждого последующего слоя приводит к добавлению 

новых «флуктуационных» слагаемых. В этих условиях первое борновское прибли-

жение от слоя к слою становится все менее корректным. Обращает на себя внимание 

также факт более быстрого роста коэффициента рассогласования в третьем слое 

ИНС по мере роста коэффициента адаптации  . Это свидетельствует о том, что при 

увеличении размера сети (числа ее слоев) вклад флуктуаций в выделяемый сетью 

сигнал будет быстро нарастать и приводить к его искажению. 

Таким образом, флуктуации весовых коэффициентов в искусственной 

нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба – классическому алгоритму 

настройки искусственных нейронных сетей, приводят к искажениям выходного сиг-

нала сети. Данные искажения тем больше, чем больше слоев в искусственной 

нейронной сети. Вклад каждого последующего слоя искусственной нейронной сети в 

искажения выделяемого сетью сигнала только увеличивается от каждого предыду-

щего слоя к последующему.  

Кроме того, необходимо отметить, что в выражениях корреляционных функ-

ций выходных сигналов слоев искусственной нейронной сети возрастает вклад 

быстро спадающих по дискретному времени компонент. Это означает, что из-за 

флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов происходит уширение спек-

тральной плотности мощности выходного сигнала произвольного искусственного 

нейрона каждого последующего слоя сети по сравнению с предыдущим слоем ИНС. 
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Нужно также подчеркнуть, что при высоких значениях коэффициента адапта-

ции в алгоритме Хэбба, по которому настраивается рассмотренная в данном разделе 

искусственная нейронная сеть, имеет место высокий уровень флуктуаций весового 

вектора. Это может существенно ухудшать качество настройки искусственной 

нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба, и искажать выделяемый ис-

кусственной нейронной сетью полезный сигнал. 
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6.4. ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ РАБОТЫ ИСКУССТВЕННЫХ 

НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ С УЧЕТОМ ФЛУКТУАЦИЙ ВЕСОВОГО ВЕКТОРА - 

ПОТЕРИ В ВЫХОДНОМ ОТНОШЕНИИ СИГНАЛ / ШУМ. 

 Рассмотрим в качестве одного из возможных показателей эффективности ра-

боты искусственной нейронной сети потери в выходном отношении сигнал / шум i  - 

ого слоя ИНС, вызванные флуктуациями весовых коэффициентов: 

10 lg

i

fl

i i

opt

SNR

SNR


 
    

 

        (6.4.1) 

Здесь 
i

flSNR - выходное отношение сигнал / шум i  - ого слоя ИНС, найденное с уче-

том флуктуаций весового вектора; 
i

optSNR - выходное отношение сигнал / шум i  - 

ого слоя искусственной нейронной сети, найденное без учета флуктуаций весового 

вектора. Необходимо отметить, что в данных формулах i  является не степенью, а 

обозначением номера слоя искусственной нейронной сети, для этого используются 

римские цифры. 

 

ИНС с дискретным градиентным алгоритмом настройки. 

Используя формулу выходной мощности ААР с нелинейной функцией в цепи 

корреляционной обратной связи, настраивающейся по дискретному градиентному 

алгоритму с ограничениями из главы 4 (4.3.7), и учитывая, что этой же формулой 

описывается выходная мощность произвольного искусственного нейрона первого 

слоя искусственной нейронной сети, получаем следующее выражение потерь в вы-

ходном отношении сигнал / шум первого слоя ИНС, вызванное флуктуациями весо-

вых коэффициентов: 

2

1 1 . . 1( )
10 lg

H

CT с ш CT

grI I

grf

a W W

A


  

    
 

R R
     (6.4.2) 

Здесь выражение для остаточной мощности помехи 
I

grfA  на выходе произвольного 

искусственного нейрона первого слоя ИНС с дискретным градиентным алгоритмом 

настройки имеет вид: 
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2 2 2 2

1 1 . . 1 1 1 1

2
2 21

12 2 2

2 2
2 2 2 2 21 1

1 12 2 2 2

1 1

( )

2 1 2
( ) ( )

1 (1 )

3 2
( )

(1 ) (1 )

I I I H H

grf CT S CT с ш CT CT XX CT

XX XX XX

H

CT XX XX XX CT
XXH

CT XX CT

A Z Z a W W a W W

a r
Sp a Sp

r r

W Wr r
a a Sp

r rW W






 

          

 
  

 



 

 

R R R

PR PR PR

R PR PR
PR

R







 


. (6.4.3) 

Чтобы записать выражение потерь в выходном отношении сигнал / шум второго 

слоя искусственной нейронной сети, вызванное флуктуациями весовых коэффициен-

тов, необходимо учесть, что корреляционная матрица входных сигналов второго 

слоя ИНС имеет вид: 

* *

1 1

* 2

1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 . . 1

. .

1 1

1 1

II T T T T

XX II II CT CT

T T T H

CT CT CT XX CT

H H H

CT SS CT CT CT CT с ш CT

II II II

SS с ш

X X F W X F W X

F W X F W X a W W

a W W a W W a W W



         

            

      

  

R

R E

R E R E R E

R R R

  (6.4.4) 

Необходимо также учесть, что данное выражение записано для случая приема всеми 

искусственными нейронами первого слоя ИНС одних и тех же сигналов. Тогда вы-

ражение потерь в выходном отношении сигнал / шум второго слоя искусственной 

нейронной сети имеет вид: 

4

1 1 . . 1( )
10 lg

H

CT с ш CT

grII II

grf

a W W

A


  

    
 

R R
     (6.4.5) 

Здесь: 

2 2 4 4

1 1 . . 1 1 1 1

2
2 21

12 2 2

2 2
2 2 2 22 2

12 2 2 2

2 2 1 1

( )

2 1 2
( ) ( )

1 (1 )

3 2
( )

(1 ) (1 )

II II II H H

grf CT S CT с ш CT CT XX CT

H

CT CT

H H

CT CT CT XX CT

A Z Z a W W a W W

a r
Sp a Sp

r r

W Wr r
a Sp

r rW W W W






 

          

 
  

 



  

 

R R R

PE PEPE

EPEPE
PE

E R







 


. (6.4.6) 

Необходимо отметить, что произведение проекционной матрицы P  на матрицу E , 

все элементы которой являются единицами, равно нулю PE 0 . Тогда для случая 

приема всеми искусственными нейронами входного слоя искусственной нейронной 

сети одних и тех же сигналов: 

2 2 4

1 1 . . 1( )II II II H

grf CT S CT с ш CTA Z Z a W W       R R .    (6.4.7) 

Из формулы (6.4.7) следует, что потери в выходном отношении сигнал / шум второго 

слоя ИНС, настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму, а также по-
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следующих слоёв сети, вызванные флуктуациями весовых коэффициентов, 

10 lg1 0grII     - отсутствуют. 

ИНС с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки. 

Чтобы получить выражение потерь в выходном отношении сигнал / шум ис-

кусственной нейронной сети с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки, ис-

пользуем формулу выходной мощности ААР с нелинейной функцией в цепи корре-

ляционной обратной связи, настраивающейся по данному алгоритму, из главы 5 

(5.2.14). Учтём, что этой же формулой описывается выходная мощность произволь-

ного искусственного нейрона первого слоя ИНС. Тогда получим следующее выра-

жение потерь в выходном отношении сигнал / шум первого слоя ИНС, вызванное 

флуктуациями весовых коэффициентов: 

2

1 1 . . 1( )
10 lg

H

CT с ш CT

smiI I

smif

a W W

A


  

    
 

R R
     (6.4.8) 

Здесь выражение для остаточной мощности помехи 
I

smifA  на выходе произвольного 

искусственного нейрона первого слоя ИНС с быстрым рекуррентным алгоритмом 

настройки имеет вид: 

2 2 2

1 1 . . 1

2

1 1 1

1

2

2
2 2

1 2 2

2
2 2 1 1

1 2 2

( )

2
(( ) )

1

1 2
(( ) ( ) )

(1 )

( ) ( )3 2

(1 )

I I I H

smif CT S CT с ш CT

H

CT XX CT

XX XX

XX XX XX XX

H

CT XX XX XX XX XX CT

A Z Z a W W

a W W

a
Sp

r

r
a Sp

r

W Wr
a

r











 

 

        

  

 



 









R R

R

PR P PR

PR P PR PR P PR

R PR P PR PR P PR

1 1

2
2 2 2

1 2 2
(( ) )

(1 )

H

CT XX CT

XX XX

W W

r
a Sp

r
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

R

PR P PR

.  (6.4.9) 

Чтобы записать выражение потерь в выходном отношении сигнал / шум второго 

слоя искусственной нейронной сети, вызванное флуктуациями весовых коэффициен-

тов, необходимо учесть, что корреляционная матрица входных сигналов второго 

слоя ИНС имеет вид, описанный формулой (6.4.4). Тогда выражение потерь в вы-

ходном отношении сигнал / шум второго слоя искусственной нейронной сети, 

настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, в случае приема всеми 

искусственными нейронами первого слоя ИНС одних и тех же сигналов имеет вид: 
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4

1 1 . . 1( )
10 lg

H

CT с ш CT

smiII II

smif

a W W

A


  

    
 

R R
     (6.4.10) 

Здесь: 

2 2 4 4

1 1 . . 1 1 1 1

1

2

2
2 2

1 2 2

2
2 2 2

2 2

2 2 1

( )

2
(( ) )

1

1 2
(( ) ( ) )
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( ) ( )3 2
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II II II H H
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CT CT
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CT CT CT XX
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E R 1
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CTW

r
a Sp
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PEP PE

. (6.4.11) 

Необходимо отметить, что для случая приема всеми искусственными нейронами 

входного слоя искусственной нейронной сети одних и тех же сигналов: 

2 2 4

1 1 . . 1( )II II II H

smif CT S CT с ш CTA Z Z a W W       R R .    (6.4.12) 

Из формулы (6.4.12) следует, что потери в выходном отношении сигнал / шум второ-

го слоя ИНС, настраивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму, а также по-

следующих слоёв сети, вызванные флуктуациями весовых коэффициентов, 

10 lg1 0grII     - отсутствуют. 

 

ИНС, настраивающаяся по алгоритму Хэбба. 

Чтобы получить выражение потерь в выходном отношении сигнал / шум ис-

кусственной нейронной сети с алгоритмом Хэбба, используем формулу выходной 

мощности ААР, настраивающейся по данному алгоритму, из главы 3 (3.3.5). Учтём, 

что этой же формулой описывается выходная мощность произвольного искусствен-

ного нейрона первого слоя ИНС. Тогда получим следующее выражение потерь в вы-

ходном отношении сигнал / шум первого слоя ИНС с алгоритмом Хэбба, вызванное 

флуктуациями весовых коэффициентов: 

1 . . 1( )
10 lg

H

CT с ш CT

HebbI I

Hebb

W W

A


 

    
 

R R
     (6.4.13) 

Здесь выражение для остаточной мощности помехи 
I

HebbA  на выходе произвольного 

искусственного нейрона первого слоя ИНС с алгоритмом Хэбба имеет вид: 
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 .  (6.4.14) 

Чтобы записать выражение потерь в выходном отношении сигнал / шум второго 

слоя искусственной нейронной сети, вызванное флуктуациями весовых коэффициен-

тов, необходимо учесть, что корреляционная матрица входных сигналов второго 

слоя ИНС имеет следующий вид:  

*
*

1 1

*

1 1 1 1

1 1 1 1 1 . . 1

. .

1 1

1 1

II T T T T

XX II II CT CT

T T T H

CT CT CT XX CT

H H H

CT SS CT CT CT CT с ш CT

II II II

SS с ш

X X W X W X

W X W X W W

W W W W W W



         

            

      

  

R

R E

R E R E R E

R R R

   (6.4.15) 

Тогда выражение потерь в выходном отношении сигнал / шум второго слоя искус-

ственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба, в случае приема 

всеми искусственными нейронами первого слоя ИНС одних и тех же сигналов имеет 

вид: 

2 2 1 . . 1

1 1 1 2 2 1 1

( )
10 lg

H H

CT CT CT с ш CT

HebbII H H

CT CT CT SS CT

W W W W

A C D W W W W


  

        

E R R

E R
  (6.4.16) 

Здесь коэффициенты 
1 1 1, ,A C D  определяются формулами (6.3.9), (6.3.10) и (6.3.11). 

Результаты численного моделирования. 

Моделировалась двухслойная искусственная нейронная сеть, каждый искус-

ственный нейрон которой имел 7 входных элементов (N=7). Расстояние между эле-

ментами было равно половине длины волны ( / 2d  ). Графики построены для 

ИНС, содержащих и не содержащих нелинейную функцию в цепи корреляционной 

обратной связи каждого искусственного нейрона. Эти искусственные нейронные се-

ти настраивались по дискретному градиентному и быстрому рекуррентному алго-

ритму с однократными линейными ограничениями (L=1) на диаграмму направленно-
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сти и алгоритму Хэбба. В качестве нелинейной функции была выбрана функция-

сигмоид 
1

[ ]
1 exp{ }

F y
a y


  

, 0.5a  . 

 Предполагалось, что на адаптивные антенные решетки поступают статисти-

чески независимые два сигнала 
1 2 0.5r r  . Комплексные амплитуды входных 

сигналов формировались из двух независимых источников гауссовского “белого” 

шума. Углы прихода сигналов были равны соответственно  1 =45
0
,  2=0

0
, мощность 

первого сигнала была в 100 раз больше мощности второго сигнала. В каждом эле-

менте ААР присутствовал также некоррелированный собственный шум, мощность 

которого составляла 0.1 мощности второго сигнала. Необходимо отметить, что ИНС, 

настраивающаяся по алгоритму Хэбба, выделяет самый мощный сигнал и подавляет 

все остальные, имеющие меньшую мощность. Таким образом, искусственная 

нейронная сеть с алгоритмом Хэбба выделяла сигнал, приходящий с направления  1 

=45
0
. 

 На рисунке 6.2 представлены зависимости потерь из–за флуктуаций весовых 

коэффициентов в выходном отношении сигнал / шум двухслойных искусственных 

нейронных сетей, каждый искусственный нейрон которых содержал нелинейную 

функцию в цепи корреляционной обратной связи, от величины коэффициента адап-

тации  . Искусственные нейронные сети настраивались по дискретному градиент-

ному (gr) и быстрому рекуррентному алгоритмам (smi).  

 Из рисунка можно видеть, что имеют место потери из-за флуктуаций весового 

вектора в выходном отношении сигнал / шум первого слоя искусственных нейрон-

ных сетей с обоими алгоритмами настройки. Во втором слое обеих искусственных 

нейронных сетей потери отсутствуют. Из рисунка также следует, что по мере увели-

чения коэффициента адаптации   растут потери в первом слое ИНС, вызванные 

наличием флуктуаций весового вектора. В искусственной нейронной сети с дискрет-

ным градиентным алгоритмом настройки эти потери больше, чем в ИНС, настраи-

вающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. 

 На рисунке 6.3 представлена зависимость потерь из-за флуктуаций весового 

вектора в выходном отношении сигнал / шум двухслойной искусственной нейрон-

ной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба, от величины коэффициента адапта-

ции  .  

 Из рисунка можно видеть, что по мере увеличения коэффициента адаптации 

  растут потери в выходном отношении сигнал / шум как в первом, так и во втором 
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слое искусственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба. Из ри-

сунка также следует, что потери в выходном отношении сигнал / шум больше во 

втором слое сети. Таким образом, по мере продвижения выделяемого сетью сигнала 

по искусственной нейронной сети растут потери из-за флуктуаций весового вектора 

в выходном отношении сигнал / шум каждого последующего слоя сети. Иными сло-

вами с увеличением количества слоев в искусственной нейронной сети, настраива-

ющейся по алгоритму Хэбба, падает качество выделения полезного сигнала на фоне 

помех. 
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Рис. 6.2. Потери  в выходном отношении сигнал / шум в зави-

симости от величины коэффициента адаптации . Искусствен-

ная нейронная сеть, настраивающаяся по дискретному гради-

ентному (gr)  и быстрому рекуррентному (smi) алгоритму. 
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Рис. 6.3. Потери  в выходном отношении сигнал / шум в зави-

симости от величины коэффициента адаптации . Искусствен-

ная нейронная сеть, настраивающаяся по алгоритму Хэбба. 
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6.5. ВЫВОДЫ. 

1. Статистический анализ влияния флуктуаций весовых коэффициентов на ха-

рактеристики многослойных полносвязных искусственных нейронных сетей, 

настраивающихся по дискретному градиентному, быстрому рекуррентному 

алгоритмам и алгоритму Хэбба необходимо проводить методами теории воз-

мущений. Данные методы позволяют учесть негауссовскую статистическую 

зависимость между весовым вектором и вектором входных сигналов. 

2. Для успешного применения методов теории возмущений к анализу искус-

ственных нейронных сетей необходимо на основе имеющихся статистических 

характеристик отдельного искусственного нейрона, найденных с учётом 

флуктуаций весового вектора, получить рекуррентные соотношения этих же 

характеристик для каждого слоя искусственной нейронной сети.  

3. Дискретный градиентный алгоритм и алгоритм рекуррентного обращения 

выборочной оценки корреляционной матрицы входных сигналов – классиче-

ские алгоритмы настройки адаптивных антенных решёток, обобщенные для 

использования при работе искусственных нейронных сетей, показали свою 

эффективность в компьютерном моделировании ИНС и могут быть примене-

ны как алгоритмы настройки искусственных нейронных сетей. 

4. Флуктуации весовых коэффициентов вносят искажения в статистические ха-

рактеристики искусственных нейронных сетей, настраивающихся по дис-

кретному градиентному и быстрому рекуррентному алгоритмам. При увели-

чении числа слоёв ИНС растёт количество «флуктуационных» множителей в 

выражении выходной мощности каждого последующего слоя сети. При зада-

нии одинаковых входных сигналов на все нейроны входного слоя ИНС иска-

жение флуктуациями весовых коэффициентов наблюдается только для вы-

ходного сигнала первого слоя искусственной нейронной сети. В последую-

щих слоях флуктуации отсутствуют. 

5. Учёт флуктуаций весовых коэффициентов в искусственной нейронной сети, 

настраивающейся по алгоритму Хэбба, приводит к тому, что выходная мощ-

ность искусственной нейронной сети, включающая полезный сигнал, оста-

точную мощность помехи и собственный шум, в общем случае может быть 

как больше, так и меньше мощности полезного сигнала, соответствующего 

стационарному весовому вектору. Искажения выходных сигналов слоев сети 

за счет флуктуаций весовых коэффициентов наблюдается от слоя к слою по 
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всем слоям ИНС, причем искажения, вносимые флуктуациями, растут по мере 

увеличения номера слоя сети. 

6. Потери в выходном отношении сигнал / шум, связанные с флуктуациями ве-

сового вектора, в первом слое искусственной нейронной сети с дискретным 

градиентным алгоритмом настройки больше, чем в первом слое ИНС, настра-

ивающейся по быстрому рекуррентному алгоритму. Во втором и последую-

щих слоях данных искусственных нейронных сетей потери отсутствуют при 

условии поступления на все искусственные нейроны первого слоя одних и тех 

же входных сигналов. 

7. В искусственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба, по-

тери в выходном отношении сигнал / шум, вызванные флуктуациями весово-

го вектора, присутствуют во всех слоях ИНС. В каждом последующем слое 

потери только нарастают, что приводит к ухудшению качества выделения по-

лезного сигнала на фоне помех искусственной нейронной сетью, настраива-

ющейся по алгоритму Хэбба. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ. 

Основные результаты диссертации заключаются в следующем: 

 

1.Разработана система методов анализа статистических характеристик узко-

полосных и широкополосных многоканальных адаптивных систем различной струк-

туры: 

 адаптивных антенных решеток без нелинейной функции в цепи корреляционной 

обратной связи, 

 адаптивных антенных решеток с нелинейной функцией в цепи корреляционной 

обратной связи, 

 и многослойных полносвязных искусственных нейронных сетей. 

Разработанный в диссертации математический аппарат основан на методах тео-

рии возмущений и позволяет получать статистические характеристики адаптивных 

антенных решёток и искусственных нейронных сетей с учётом флуктуаций настраи-

ваемых весовых коэффициентов. 

2.Методы анализа разработаны для наиболее общего случая негауссовской 

статистической зависимости между вектором входных сигналов и весовым векто-

ром. 

3.Методы теории возмущений для статистического анализа адаптивных ан-

тенных решёток, предполагающих наличие нелинейной функциональной зависимо-

сти входного и выходного сигналов в цепи корреляционной обратной связи, содер-

жат также  предположение, что нелинейная функция является N раз дифференциру-

емой. По этой причине, помимо использования теории возмущений, при статистиче-

ском анализе таких систем также используется разложение в ряд Вольтерра нели-

нейной функции, содержащейся в цепи корреляционной обратной связи. 

4.Для успешного применения методов теории возмущений к анализу искус-

ственных нейронных сетей использован подход, позволяющий на основе имеющихся 

статистических характеристик отдельного искусственного нейрона, найденных с 

учётом флуктуаций весового вектора, получить рекуррентные соотношения этих же 

характеристик для каждого слоя искусственной нейронной сети. 

5.Расчет статистических характеристик с учетом флуктуаций весового векто-

ра  был проведен в первом «борновском» приближении для адаптивных антенных 

решёток без нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи и искус-

ственных нейронных сетей. В адаптивных антенных решётках с нелинейной функ-

цией в цепи корреляционной обратной связи при статистическом анализе были рас-
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считаны также слагаемые второго порядка малости по коэффициенту адаптации, 

взятые из второго приближения. Полученные результаты показали, что поправки в 

статистических характеристиках ААР с нелинейной функцией в цепи корреляцион-

ной обратной связи из второго приближения имеют второй порядок малости и могут 

не учитываться при статистическом анализе. 

6.Разработанный математический аппарат был успешно применен для анализа 

многоканальных адаптивных систем, настраивающихся по: 

 классическим алгоритмам настройки адаптивных антенных решеток – дискрет-

ному градиентному алгоритму с многократными линейными ограничениями на 

диаграмму направленности и алгоритму рекуррентного обращения выборочной 

оценки корреляционной матрицы входных сигналов; 

 классическому алгоритму настройки искусственных нейронных сетей – алгорит-

му Хэбба; 

 новому адаптивному алгоритму - алгоритму минимизации среднего квадрата 

ошибки с квадратичным ограничением. 

Все указанные алгоритмы были проанализированы и применены для настройки как 

адаптивных антенных решёток, так и искусственных нейронных сетей. Для этих це-

лей классические антенные алгоритмы и алгоритм минимизации среднего квадрата 

ошибки с квадратичным ограничением были обобщены для работы в искусственной 

нейронной сети, а алгоритм Хэбба – для работы в адаптивной антенной решетке. 

7.Мощность выходного сигнала узкополосных адаптивных антенных решёток 

и искусственных нейронных сетей, под влиянием флуктуаций весовых коэффициен-

тов может изменяться, увеличиваясь при некоррелированных входных сигналах 

(эффект рассогласования), и, уменьшаясь при больших значениях коэффициентов 

автокорреляции между отсчётами входных сигналов (эффект «перекомпенсации»), 

по сравнению со значениями, полученными при постоянном стационарном весовом 

векторе. 

 Эффект рассогласования выходной мощности свидетельствует о том, что 

адаптивная система из-за флуктуаций весового вектора не может достигнуть теоре-

тически найденного минимального значения выходной мощности. Появление эф-

фекта «перекомпенсации» означает, что из-за наличия статистической зависимости 

между вектором входных сигналов и весовым вектором адаптивная система начина-

ет, помимо помехи, подавлять полезный сигнал. 

8.Сравнительный анализ показал, что флуктуации весового вектора в адап-

тивной антенной решётке с линейным дискретным градиентным алгоритмом 
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настройки изотропны во всех направлениях подпространства ограничений. В ААР с 

нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи и тем же алгоритмом 

настройки, флуктуации весового вектора неизотропны в пространстве ограничений: 

максимальны в угловых направлениях прихода помехи, а во всех остальных направ-

лениях имеют, как правило, много меньшую величину (пропорциональную значе-

нию мощности собственного шума адаптивной антенной решётки). 

Флуктуации весового вектора антенной решётки,  предполагающей наличие 

нелинейной функциональной зависимости входного и выходного сигналов в цепи 

корреляционной обратной связи, и настраивающейся по быстрому рекуррентному 

алгоритму, неизотропны в пространстве весовых коэффициентов. Они равны нулю в 

направлении ограничений, минимальны в направлении помех, а во всех остальных 

направлениях имеют максимальную величину, обратно пропорциональную значе-

нию мощности собственного шума ААР. 

Это означает, что поскольку в направлении ограничений флуктуации весовых 

коэффициентов отсутствуют, то в алгоритмах с ограничениями в направлениях 

ограничений сигнал принимается без искажений адаптивными антенными решётка-

ми. В направлениях, не защищённых ограничениями, характер искажений при приё-

ме сигналов определяется флуктуационной диаграммой направленности. Максимум 

флуктуаций в направлении помехи означает, что помеха, приходящая с данного 

направления, не будет полностью компенсирована по причине наличия флуктуаций 

весового вектора. Конкретная величина флуктуаций в данном направлении опреде-

ляет, как велика будет остаточная мощность помехи на выходе ААР, обусловленная 

флуктуациями весового вектора. 

9.Минимальные потери за счет флуктуаций весового вектора в выходном от-

ношении сигнал/шум адаптивных антенных решеток при равных скоростях сходи-

мости алгоритмов наблюдаются в ААР с нелинейной функцией в цепи корреляцион-

ной обратной связи, и  настраивающейся по дискретному градиентному алгоритму, а 

максимальные - в адаптивной антенной решётке с алгоритмом Хэбба. При коэффи-

циенте адаптации 𝜇 = 0.001 они составляют соответственно -0.5дБ и –12дБ. 

Остальные случаи занимают промежуточное положение. ААР без нелинейной 

функции в цепи корреляционной обратной связи и дискретным градиентным алго-

ритмом настройки -0.7дБ, а также ААР с быстрым рекуррентным алгоритмом 

настройки и нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи -1дБ. 

ААР без нелинейной функции в цепи корреляционной обратной связи и быстрым 

рекуррентным алгоритмом настройки –2.6дБ. 
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10.Учёт флуктуаций весовых коэффициентов в искусственной нейронной се-

ти приводит к тому, что выходная мощность ИНС в общем случае может быть как 

больше, так и меньше мощности, полученной при постоянном стационарном весо-

вом векторе, т.е. может иметь место как эффект рассогласования, так и эффект «пе-

рекомпенсации». В искусственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму 

Хэбба, увеличение числа слоев сети увеличивает искажения, вносимые флуктуация-

ми в работу ИНС. 

Таким образом, в искусственной нейронной сети из-за флуктуаций весовых 

коэффициентов имеет место как остаточная (нескомпенсированная) мощность поме-

хи на выходе, так и снижение мощности полезного сигнала на выходе (и его искаже-

ние) относительно значения его мощности, найденной при оптимальном весовом 

векторе. Какой именно эффект будет иметь место и его выраженность, определяется 

уровнем коррелированности отсчетов входных сигналов, числом слоев сети и алго-

ритмом настройки ИНС. 

11.Потери за счет флуктуаций весовых коэффициентов в выходном отноше-

нии сигнал/шум искусственных нейронных сетей, настраивающихся по дискретному 

градиентному и быстрому рекуррентному алгоритмам,  есть только в первых слоях 

ИНС, а в остальных слоях этих сетей потери отсутствуют. Это справедливо для 

частного случая одинаковых помеховых условий, воздействующих на каждый ис-

кусственный нейрон входного слоя искусственной нейронной сети. Для коэффици-

ента адаптации  
2

5 10 
   эти потери в первом слое сети составляют соответ-

ственно –0.5дБ (ИНС  с быстрым рекуррентным алгоритмом настройки) и –7.3дБ 

(ИНС с дискретным градиентным алгоритмом настройки). 

В искусственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму Хэбба, по-

тери за счет флуктуаций весовых коэффициентов возрастают с каждым последую-

щим слоем ИНС. Для коэффициента адаптации  
4

5 10 
   эти потери в первом 

слое сети составляют –9дБ, а во втором –18дБ. 

Рекомендации по применению полученных в диссертационном исследовании резуль-

татов: 

1. Радиолокация. Первичная обработка радиолокационных сигналов. 

 Адаптивное выделение сигнала цели на фоне помех позволяет получить за 

счет адаптивной пространственной фильтрации большее выходное отношение сиг-

нал/шум, чем без использования адаптации. Это также позволяет более эффективно 

определять наличие цели в условиях работы радиолокатора. Учет флуктуаций весо-
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вых коэффициентов позволяет оптимизировать работу адаптивной антенной решёт-

ки радиолокатора, добиваясь от нее максимальной скорости настройки при заданном 

уровне искажений сигнала цели на выходе антенны. 

2. Радиолокация. Вторичная обработка радиолокационных сигналов. 

 Учет флуктуаций весовых коэффициентов при адаптивном оценивании пара-

метров цели (координаты, скорости и ускорения) [178] позволяет минимизировать 

ошибки оценивания при максимально возможной для этого случая скорости работы 

адаптивного измерителя координаты и скорости цели. 

3. Радиомониторинг [179]. 

 В адаптивной антенной решетке радиомониторинга адаптивно оценивается 

частота доминирующего по мощности сигнала в первом луче антенны, а затем про-

исходит адаптивная компенсация этого доминирующего сигнала. Далее определяет-

ся частота следующего по мощности сигнала и его компенсация и т.д. [179]. Учёт 

флуктуаций весового вектора в таких антеннах позволит увеличить точность нахож-

дения частоты самого мощного сигнала при оптимальной скорости настройки адап-

тивной антенны. 

4. Адаптивные антенные решётки, обеспечивающие спутниковую связь на движу-

щемся транспорте – самолетах, поездах, кораблях [180]. 

 Учет флуктуаций весовых коэффициентов в данном применении адаптивных 

антенных решёток улучшит качество спутниковой связи и обеспечит при этом воз-

можную для данного качества связи скорость. 

5. Адаптивные системы управления огнем. 

 Учет флуктуаций весовых коэффициентов в данных системах дает возмож-

ность оптимизировать скорость реагирования и уменьшить возможные ошибки си-

стем управления огнем по обнаруженным целям. 

6. Обработка зашумленных изображений искусственными нейронными сетями, в 

том числе данных аэрофотосъемки и медицинских изображений [82]. 

 Учет флуктуаций весовых коэффициентов в искусственных нейронных сетях, 

решающих задачи фильтрации шума в изображениях, позволяет улучшить качество 

обработки изображений при оптимальной скорости работы искусственной нейрон-

ной сети. 

7. Обработка негауссовских входных сигналов (с негауссовской плотностью вероят-

ности) [20]. 

Обработку негауссовских сигналов можно проводить с помощью адаптивной 

антенной решётки с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи 
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[20]. Учет флуктуаций весовых коэффициентов в таких нелинейных адаптивных си-

стемах позволяет находить оптимальный баланс между скоростью и точностью 

настройки при обработке негауссовских сигналов. 

8. Пространственная фильтрация в условиях сложной помеховой обстановки – коли-

чества помех, превышающего число элементов адаптивной системы. 

В литературе описано, что имеются перспективы использования искусствен-

ных нейронных сетей в задачах пространственной и спектральной фильтрации [81]. 

Выделение полезного сигнала на фоне количества помех, превышающего число сте-

пеней свободы адаптивной системы, можно проводить на основе искусственной 

нейронной сети, в которой компенсация дополнительных помех возможна за счет 

использования достаточного количества слоев искусственной нейронной сети. Если 

число нейронов первого слоя сети меньше числа входных помех, то следующий слой 

будет компенсировать оставшиеся помехи (и далее до компенсации всех помех). 

 Использование классических антенных алгоритмов (дискретного градиентно-

го и быстрого рекуррентного) для настройки искусственной нейронной сети позво-

ляет решать с помощью искусственных нейронных сетей задачи пространственной 

фильтрации, а учет флуктуаций весовых коэффициентов оптимизирует их работу. 

 

Перспективы дальнейшей разработки темы: 

 Дальнейшее развитие разработки методов статистического анализа многока-

нальных адаптивных систем с учётом флуктуаций весового вектора целесообразно 

проводить для случая нестационарных входных сигналов, а также для различных ти-

пов искусственных нейронных сетей со связями не только между нейронами сосед-

них слоев, но и со связями искусственных нейронов внутри одного и того же слоя.  
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Приложение 1.  Алгоритм непосредственного обращения выборочной ковариационной матрицы для антенной решётки, 

работающей по критерию минимизации среднего адаптивной квадрата ошибки, для конечной и бесконечной выборки входных 

данных и различных величин параметра . 
(Таблица получена на основе алгоритма последовательной регрессии, приведённого в книге Уидроу Б., Стирнз С. “Адаптивная обработка сигналов”. - М.: 

Радио и связь, 1989). 
 

Краткое описание алгоритма Алгоритм последовательной регрессии,  

)1;0( , ];0[ pn , 

 Уидроу Б., Стирнз С., 1989 

Алгоритм последовательной регрессии,  

1 , ];0[ pn , 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2. ОБОБЩЕНИЕ ДИСКРЕТНОГО ГРАДИЕНТНОГО АЛГОРИТ-

МА С ОГРАНИЧЕНИЯМИ, ПРИМЕНЯЕМОГО ДЛЯ НАСТРОЙКИ АДАПТИВ-

НЫХ АНТЕННЫХ РЕШЁТОК, ДЛЯ СЛУЧАЯ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ 

СЕТИ. 

 Задача выделения полезного сигнала на фоне помех в адаптивной антенной решёт-

ке формулируется следующим образом: 

минимизировать мощность на выходе ААР  

minWW XX
H


R           (П2.1) 

при условии выполнения ограничений 

HWH


C ,           (П2.2) 

где W


 - вектор весовых коэффициентов; ],,,[ 21 LCCC





C  - матрица ограничений 

размерности LN  , столбцами которой являются линейно - независимые векторы огра-

ничений lC


, L - число вводимых ограничений; 
T

LHHHH ],,[ 21 

  - вектор размер-

ности L , компоненты которого задают фиксированные коэффициенты усиления ААР в 

направлениях векторов 

lC


 [65]. 

 Дискретный градиентный алгоритм, удовлетворяющий указанным условиям, имеет 

вид [16,65]: 

q
T WkWkXkXkWkW


  )}()()()({)1( P .     (П2.3) 

Один из возможных вариантов обобщения данного алгоритма на случай искусственной 

нейронной сети можно сформулировать в виде - минимизировать выходную мощность 

искусственного нейрона i , принадлежащего слою   искусственной нейронной сети: 

min
2
  ii ZE          (П2.4) 

при условии выполнения ограничений 

HWi
H


C ,          (П2.5) 

где )(kZ i  - выходной сигнал искусственного нейрона i , принадлежащего слою  ; iW


 

- вектор весовых коэффициентов данного искусственного нейрона. 

 Алгоритм, удовлетворяющий двум данным условиям, в самом общем виде может 

быть записан следующим образом [16]: 

)()()1(   iii WLkWkW


 , где        (П2.6) 

)()( kEWL iWi 


 C  -         (П2.7) 
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функция Лагранжа, позволяющая алгоритму удовлетворять обоим поставленным услови-

ям. Учитывая, что входным сигналом искусственного нейрона из слоя   служит вектор 

выходных  сигналов нейронов предыдущего слоя сети 1Z


, можно записать функцию Ла-

гранжа в виде: 

    )(2)( 111 kZWZFWZFWL T
i

T
i

T
i 


C  .       (П2.8) 

 Подставим формулу (П2.8), описывающую функцию Лагранжа, в уравнение алго-

ритма (П2.6). Тогда имеем: 

    ))(2()()1( 111 kZWZFWZFkWkW T
i

T
i

T
ii  


C  .  (П2.9) 

Найдём вид неопределённого множителя Лагранжа )(k


. Для этого учтём, что уравнение 

настройки весового вектора (П2.6, П2.9) должно удовлетворять уравнению ограничений 

(П2.5). Подставив (П2.9) в (П2.5), получим: 

    ))}(2()({

)1(

111 kZWZFWZFkW

kWH

T
i

T
i

T
i

H

i
H

 






CC
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.   (П2.10) 

Раскрывая скобки и выражая в (П2.10) неопределённый множитель Лагранжа )(k


, име-

ем: 
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.  (П2.11) 

Заменяя в уравнении настройки весового вектора (П2.9) неопределённый множитель Ла-

гранжа его конкретным видом, представленным формулой (П2.11), получим вид уравне-

ния для W


: 

    qi
T

i
TT

ii WWZFWZFZkWkW


  }2)({)1( 111  P ,  (П2.12) 

где P   - проекционная матрица, обеспечивающая введение многократных линейных огра-

ничений на диаграмму направленности ИН вида [49,65]:  

HH
CCCCIP

1)(  ;         (П2.13) 

HW H
q


1][  CCC -         (П2.14) 

вектор комплексных весовых коэффициентов, соответствующих диаграмме направленно-

сти покоя (при отсутствии внешних помех) [49,65]. 

 Полученные формулы (П2.5, П2.12-П2.14) представляют собой дискретный гради-

ентный с ограничениями алгоритм настройки весового вектора нейрона i , принадлежа-
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щего слою   искусственной нейронной сети, где в качестве критерия оптимизации вы-

брана минимизация выходной мощности данного нейрона. 

 Перепишем данный алгоритм в виде, применимом, для всей искусственной 

нейронной сети: 

q

N

j
ijj

N

j
ijj

T

ijij

WkWkZFkWkZFZ

kWkW
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)({)1(

11

1
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1
)1(1





P

,  (П2.15) 

где P  и qW


 заданы выражениями (П2.13) и (П2.14), M,1  ( M  - число слоёв сети); 

Ni ,1  ( N  - число нейронов в слое  ); 1,1  Nj  ( 1N  - число нейронов в слое 

1 ); )(kWij  - весовой вектор, соединяющий нейрон i  слоя   и нейрон j  слоя 1  

в момент времени k . 

 При работе искусственной нейронной сети по данному алгоритму настройка весо-

вых коэффициентов будет проводиться независимо и одновременно с настройкой весовых 

векторов других нейронов. Данный алгоритм настраивается «без учителя» и в качестве 

критерия оптимизации содержит минимизацию выходной мощности каждого нейрона при 

условии выполнения уравнения ограничений для соответствующего искусственного 

нейрона. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3. ОБОБЩЕНИЕ АЛГОРИТМА РЕКУРРЕНТНОГО ОБРАЩЕНИЯ 

ВЫБОРОЧНОЙ ОЦЕНКИ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ВХОДНЫХ СИГНА-

ЛОВ, ПРИМЕНЯЕМОГО ДЛЯ НАСТРОЙКИ АДАПТИВНЫХ АНТЕННЫХ РЕ-

ШЁТОК, ДЛЯ СЛУЧАЯ ИСКУССТВЕННОЙ НЕЙРОННОЙ СЕТИ. 

 Задача выделения полезного сигнала на фоне помех в адаптивной антенной решёт-

ке формулируется следующим образом: 

минимизировать мощность на выходе ААР  

minWW XX
H


R           (П3.1) 

при условии выполнения ограничений 

HWH


C ,           (П3.2) 

где W


 - вектор весовых коэффициентов; ],,,[ 21 LCCC





C  - матрица ограничений 

размерности LN  , столбцами которой являются линейно - независимые векторы ограни-

чений lC


, L - число вводимых ограничений; 
T

LHHHH ],,[ 21 

  - вектор размерно-

сти L , компоненты которого задают фиксированные коэффициенты усиления ААР в 

направлениях векторов 
lC


 [65]. 

 Быстрый рекуррентный алгоритм, удовлетворяющий указанным условиям, имеет 

вид [18]: 

)()( kVWkW q


P          (П3.3) 

)1()()()ˆ()1()(   kWkXkXkVkV T
k


PPRP     (П3.4) 

)()(1

)()(
)ˆ(

kXkX

kXkX
T

T

k 





 



PQP

PQQP
QPRP




,     (П3.5) 

где 





 )ˆ(
1

1
1PRPQ k


.         (П3.6) 

Однако можно показать, что данный алгоритм может быть записан в следующем виде: 

q
T

k WkWkXkXPRPkWkW


  )}()()()ˆ()({)1( P .   (П3.7) 

Один из возможных вариантов обобщения данного алгоритма на случай искусственной 

нейронной сети можно сформулировать в виде - минимизировать выходную мощность 

искусственного нейрона i , принадлежащего слою   искусственной нейронной сети: 

min
2
  ii ZE          (П3.8) 

при условии выполнения ограничений 

HWi
H


C ,          (П3.9) 
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где )(kZ i  - выходной сигнал искусственного нейрона i , принадлежащего слою  ; iW


 

- вектор весовых коэффициентов данного искусственного нейрона. 

 Алгоритм, удовлетворяющий двум данным условиям, в самом общем виде может 

быть записан следующим образом [16]: 

)()()1(   iii WLkWkW


 , где        (П3.10) 

)()( kEWL iWi 


 C  -         (П3.11) 

функция Лагранжа, позволяющая алгоритму удовлетворять обоим поставленным услови-

ям. Учитывая, что входным сигналом искусственного нейрона из слоя   служит вектор 

выходных  сигналов нейронов предыдущего слоя сети 1Z


, можно записать функцию Ла-

гранжа в виде: 

    )()ˆ(2)( 111 kZWZFWZFPRPWL T
i

T
i

T
ki 


C 


.    (П3.12) 

 Подставим формулу (П3.12), описывающую функцию Лагранжа, в уравнение алго-

ритма (П3.10). Тогда имеем: 

    ))()ˆ(2()()1( 111 kZWZFWZFPRPkWkW T
i

T
i

T
kii  


C 


.(П3.13) 

Найдём вид неопределённого множителя Лагранжа )(k


. Для этого учтём, что уравнение 

настройки весового вектора (П3.7, П3.13) должно удовлетворять уравнению ограничений 

(П3.9). Подставив (П3.13) в (П3.9), получим: 
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. (П3.14) 

Раскрывая скобки и выражая в (П3.14) неопределённый множитель Лагранжа )(k


, име-

ем: 
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. (П3.15) 

Заменяя в уравнении настройки весового вектора (П3.13) неопределённый множитель Ла-

гранжа его конкретным видом, представленным формулой (П3.15), получим вид уравне-

ния для W


: 

    qi
T

i
TT

kii WWZFWZFZPRPkWkW


 
 })ˆ(2)({)1( 111  P , (П3.16) 

где P   - проекционная матрица, обеспечивающая введение многократных линейных огра-

ничений на диаграмму направленности ИН вида [49,65]:  
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HH
CCCCIP

1)(  ;         (П3.17) 

HW H
q


1][  CCC -         (П3.18) 

вектор комплексных весовых коэффициентов, соответствующих диаграмме направленно-

сти покоя (при отсутствии внешних помех) [49,65]. 

 Полученные формулы (П3.9, П3.16-П3.18) представляют собой быстрый рекур-

рентный алгоритм настройки весового вектора нейрона i , принадлежащего слою   ис-

кусственной нейронной сети, где в качестве критерия оптимизации выбрана минимизация 

выходной мощности данного нейрона. 

 Перепишем данный алгоритм в виде, применимом, для всей искусственной 

нейронной сети: 
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P

, (П3.19) 

где P  и qW


 заданы выражениями (П3.17) и (П3.18), M,1  ( M  - число слоёв сети); 

Ni ,1  ( N  - число нейронов в слое  ); 1,1  Nj  ( 1N  - число нейронов в слое 

1 ); )(kWij  - весовой вектор, соединяющий нейрон i  слоя   и нейрон j  слоя 1  в 

момент времени k . 

 При работе искусственной нейронной сети по данному алгоритму настройка весо-

вых коэффициентов будет проводиться независимо и одновременно с настройкой весовых 

векторов других нейронов. Данный алгоритм настраивается «без учителя» и в качестве 

критерия оптимизации содержит минимизацию выходной мощности каждого нейрона при 

условии выполнения уравнения ограничений для соответствующего искусственного 

нейрона. 


