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ВВЕДЕНИЕ 

В.1  Предисловие 

При изучении задач дифракции особый интерес представляют рассеиватели в форме 

многоугольников и многогранников. Дифракция на многоугольниках и многогранниках 

изучалась ранее во многих работах. Есть монографии (см., например, [1]), сыгравшие в 

исследовании этого вопроса важную роль, признанную мировой наукой. Есть монографии 

(см., например, [2]), специально посвященные именно этой тематике. Тем не менее, науч-

ный интерес к получению аналитических решений задач дифракции на подобных объек-

тах не пропадает, а исследования далеки от завершения. Помимо практических приложе-

ний, о которых пойдет речь ниже, существует ряд других причин, объясняющих продол-

жение этих работ. Одна из причин состоит в том, что на многоугольниках и многогранни-

ках особенно четко видны характерные особенности дифракционных явлений. Другая 

причина состоит в том, что аналитические выражения для таких объектов получать очень 

долго и трудно.  

Задачи дифракции можно решать при помощи различных подходов.  

Численные подходы. Как известно, наибольшую точность дифракционных решений 

можно получить, применяя численные подходы. Однако их использование требует нали-

чия соответствующих программных пакетов. Кроме того, для решения некоторых акту-

альных задач (например, вычисления эффективной поверхности рассеяния больших объ-

ектов или рассеяния электромагнитных волн объектами городской застройки) даже при 

современном уровне компьютерной техники может не хватить вычислительных ресурсов. 

Вдобавок, численные методы – это вид компьютерного эксперимента, они дают решение в 

целом, без разделения на вклад отдельных геометрических элементов, составляющих рас-

сеиватель, что затрудняет интерпретацию результатов расчета.  

Математическая постановка краевой задачи включает в себя пять элементов [3]: волно-

вое уравнение (а), начальные (б) и граничные условия (в). Для обеспечения единственно-

сти решения к этим пунктам добавляют условие на бесконечности (г) и условие на ребре 

(д). При помощи численных методов находят на компьютере решение, удовлетворяющее 

всем условиям краевой задачи. Применение численных подходов требует наличия соот-

ветствующих программных пакетов.  

В настоящее время бурно развиваются как численные методы, так и компьютерная тех-

ника. Получено много численных решений разнообразных задач. Это создает дополни-

тельные возможности для построения верификационных решений, которые можно ис-

пользовать при построении эвристических формул.  

Строгие аналитические подходы. Строгие аналитические решения представляют собой 

предмет исключительной важности и ценности. Помимо прочего, они позволяют прове-

рить как нестрогие аналитические формулы, так и численные решения, которые могут со-

держать неточности или ошибки. К сожалению, строгие аналитические формулы суще-

ствуют лишь для небольшого числа рассеивателей с достаточно простой геометрией. 

Асимптотические решения зачастую представляют собой сложные наборы выражений, 

например, в виде бесконечных рядов спецфункций, и по затруднениям в ясной интерпре-
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тации результата не уступают численным решениям. При небходимости повышения эф-

фективности решения, например, обратной задачи, наличие надежного численного или 

асимптотического решения не отменяет необходимость построения эвристических фор-

мул.  

Строгие аналитические методы обычно основаны на методе разделения переменных. 

Система координат, в которой применяется этот метод, определяется геометрией задачи. 

Под геометрией задачи понимаем форму рассеивателя, а также взаимное расположение 

источника и точки наблюдения по отношению к рассеивателю и друг к другу. Решение 

получается в квадратурах или в виде выражений явного вида, в том числе – в виде беско-

нечных рядов спецфункций.  

Первые строгие аналитические решения были получены довольно давно [4 – 12] и от-

носятся в основном к двумерным задачам дифракции на полуплоскости и клине. Даль-

нейшее развитие строгих аналитических решений связано с методом Винера-Хопфа [13 – 

14] и с исследованием объектов, геометрия которых подобрана под специальные системы 

координат [15].  

Как уже говорилось ранее, строгие аналитические решения, как правило, очень слож-

ны. Это связано со сложностью описания систем координат для угловых и многогранных 

областей, а также со сложностью специальных функций, образующих ортогональную си-

стему в данных координатах. Даже для простой ключевой задачи (плоского углового сек-

тора) приходится использовать сфероконическую систему координат. Поэтому строгих 

аналитических решений получено намного меньше, чем приближенных, а работа над но-

выми решениями такого типа требует значительно больше времени. В качестве иллюстра-

ции этого утверждения напомним, сколько времени прошло между получением двумерно-

го решения для дифракции на идеально проводящей полуплоскости 1894г. и 1896г. [4, 5] и 

решением для дифракции на идеально проводящем плоском угловом секторе 2003г. [16]. 

Как видим, прошло более 100 (!) лет, несмотря на то, что в течение всего этого периода 

интерес к указанной задаче не пропадал (см., например, [17 – 21]), на данную тему было 

написано несколько диссертаций [22 – 24].  

Такое усложнение произошло в результате добавления всего одного изгиба прямоли-

нейной кромки в задаче дифракции на полуплоскости. После добавления этого изгиба 

двумерная задача переходит в разряд трехмерных. Может быть и другое усложнение: из-

гиб образующей двумерного клина преобразует его в пару клиньев. При этом задача оста-

ется двумерной, но к ней добавляется размерный параметр (расстояние между клиньями). 

В практике вполне возможно сочетание двух вышеуказанных изменений геометрии 

(трехмерность + размерный параметр). Добавление граничных условий приводит к еще 

большему усложнению задачи построения строгих аналитических выражений. На тему 

дифракции на двух клиньях также написано множество работ [25 – 33].  

Строгие, численные и асимптотические методы исследовались также в [34 – 40]. 

Иногда для решения какой-либо научной или технической проблемы желательно при-

менить аналитическую формулу, которой нет в наличии, поскольку ее получение связано 

со значительными трудностями. Или строгая аналитическая формула есть, но ее невоз-

можно использовать для целей конкретного исследования. В данной диссертации предло-

жены методы, позволяющие получать эвристические аналитические формулы теории ди-
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фракции, в том числе – и для тех задач, строгое аналитическое решение для которых от-

сутствует. Для получения строгих решений требуется время (иногда – десятки лет) и зна-

чительные усилия. И даже если эти многолетние усилия заканчиваются положительным 

результатом (а бывает и по-другому), то выражения могут получиться очень сложными, 

громоздкими, плохо поддаваться необходимым аналитическим преобразованиям, обла-

дать недостаточной физичностью. Поэтому для получения аналитических выражений ча-

сто применяют так называемые «эвристические» подходы.  

Эвристические подходы. Данные решения представляют собой совокупность аналити-

ческих формул и алгоритмов их применения. Они используются в том случае, когда стро-

гое аналитическое решение отсутствует, или применение его нецелесообразно, например, 

в связи с низким быстродействием или сложностью интерпретации результатов расчета. 

Как правило, строгое математическое обоснование эвристического подхода отсутствует, 

однако правомерность его применения подтверждается сравнением с численными резуль-

татами, предельными переходами к известным случаям или другими способами (напри-

мер, сравнением с численными или экспериментальными результатами). С другой сторо-

ны, сравнение с известными результатами позволяет уточнить эвристическое решение.  

Различные подходы имеют как достоинства, так и недостатки, на основе которых при-

нимают решение о выборе того или иного подхода для расчета.  

Главная характеристика решения – это его точность. Среди дополнительных характе-

ристик можно выделить следующие: математическая строгость, простота получения ре-

шения (в том числе – необходимость использования специального программного обеспе-

чения), аналитический вид решения, простой вид формул, быстродействие, физичность. 

Под физичностью подразумеваем возможность разобраться в том, какие именно парамет-

ры условия задачи влияют на те или иные характеристики решения. Наилучшей физично-

стью обладают простые выражения, в которые каждый из параметров условия задачи вхо-

дит один или минимальное число раз.  

Особенности численных подходов. Позволяют найти решения требуемой точности для 

любых задач. Если размерность решаемой задачи слишком большая, то вместо решения 

полной задачи в строгой постановке можно построить гибридное решение, совмещающее 

в себе численные и эвристические подходы. Недостатки – относительно низкое быстро-

действие, необходимость разработки или приобретения пакетов прикладных программ, 

необходимость в наличии сотрудников, способных разработать или эксплуатировать соот-

ветствующие программы и операционные системы на соответствующих компьютерах, а 

также – отсутствие физичности.  

Особенности строгих аналитических подходов. Решения в явном виде или в квадрату-

рах существуют лишь для ограниченного числа объектов с наиболее простой геометрией. 

При усложнении геометрии трудоемкость получения таких решений существенно возрас-

тает, строгие выражения становятся громоздкими и могут содержать редко применяемые 

и малоизученные спецфункции. Кроме того, строгие аналитические решения имеют отно-

сительно простую форму лишь для считанного числа объектов с простой геометрий, или 

для объектов, геометрия которых подобрана под специальные системы координат, в кото-
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рых удается получить решение [15]. Даже при незначительном изменении формы рассеи-

вателя работу по разработке строгого аналитического решения приходится начинать зано-

во.  

Особенности эвристических подходов. Главный недостаток – отсутствие строгости. 

Этот недостаток приводит к необходимости верификации (проверки) эвристических фор-

мул при помощи более строгого и надежного решения. Таким верификационным решени-

ем может быть строгое аналитическое или численное решение.  

Эвристические подходы, обладая такими важными для практического применения пре-

имуществами, как простота, быстродействие и физичность, ни в коем случае не отменяют 

строгие (и более точные) аналитические подходы. Решения, полученные на основе стро-

гих подходов (разумеется, при их наличии) можно использовать в качестве эталонных за-

дач, верификационных решений, а также класть в основу эвристических решений в случа-

ях, когда отсутствуют более точные численные верификационные решения.  

Характерные черты известных эвристических подходов. 

Метод геометрической оптики (ГО) [41]. В приближении этого метода считаем, что в 

«освещенной» части пространства решение равно полю в отсутствии рассеивателя, а в те-

невой части решение равно нулю. Дает решение только в двух выделенных направлениях: 

зеркальном и «прострельном». Не учитывает дифракцию. По своей сути этот метод не 

подходит для решения задач дифракции, но зато он является основой для других методов 

– ФО и ФТД. Именно от границ «свет – тень», определяемых геометрооптическим реше-

нием, отсчитывается угловое расстояние, являющееся параметром итоговых решений ФО, 

ГТД и ФТД.  

Метод физической оптики (ФО) [3, 42 – 44, 141, 142, 145]. В приближении этого метода 

рассеянное поле ищем в виде интеграла по поверхности. При этом поле, которое интегри-

руем, берем в приближении ГО, т.е. предполагаем, что возмущение поля вблизи краев от-

сутствует, хотя такое предположение никогда не выполняется в реальных задачах. Воз-

мущение поля вблизи краев есть всегда, хотя оно не всегда дает вклад в интеграл по по-

верхности. Поэтому иногда приближение физической оптики дает достаточно точное ре-

шение в некоторых направлениях точки наблюдения, что позволяет использовать это 

свойство при решении практических задач. Если поле на поверхности брать строго, то по-

сле интегрирования получим строгое решение. Но проблема в том, что мы не знаем зара-

нее, каким будет строгое значение поля на поверхности трехмерного рассеивателя. 

ФО дает решение во всем пространстве, но правильное – в двух выделенных направле-

ниях (зеркальном и «прострельном») и в их небольшой окрестности. Нуждается в наличии 

ГО решения для безграничной плоской поверхности. Данное решение интегрируется по 

поверхности рассеивателя. Этот интеграл лежит в основе метода ФО. Не учитывает воз-

мущение поля вблизи кромок и вершин.  

Привлекательность метода физической оптики состоит в том, что, будучи не очень 

сложным, он тем не менее гарантированно приводит к решению, соответствующему фи-

зическому смыслу задачи. Максимумы сигнала находятся там, где им и положено быть, а 

именно – на дифракционных конусах. В отношении амплитуды и поляризации рассеянно-

го сигнала допускается определенная неточность. Считается общеизвестным, что строгие 
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решения для дифракции на трехмерных объектах сложной формы, как правило, отсут-

ствуют или же их по разным причинам очень трудно получить.  

В самом простом приближении ФО можно получить грубое решение для любого рассе-

ивателя. В случае дифракции электромагнитной волны на полуплоскости приближение 

ФО дает решение, удовлетворяющее почти всем условиям краевой задачи, за исключени-

ем условия на ребре. Условие на ребре приводит решение в соответствие с заданной си-

стемой координат.  

Фактор простоты может являться решающим при принятии решения о применении то-

го или иного метода для решения конкретных физических задач. Поэтому приближение 

ФО является таким популярным. Тем не менее, в данной диссертации будет показано, что 

решение, полученное при помощи физической оптики, можно существенно уточнить без 

значительного усложнения методики и результирующих аналитических выражений. 

Уточнения, о которых идет речь, касаются учета влияния кромок, вершин и граничных 

условий. 

Строгие решения наиболее точные, но и самые сложные. Поэтому можно считать, что 

вся столетняя история современной теории дифракции посвящена преодолению, казалось 

бы, небольшого, но, как выясняется, довольно трудоемкого шага от точности приближе-

ния ФО до точности строгого решения.  

Метод геометрической теории дифракции (ГТД) [45 – 50]. В приближении этого метода 

дифракция на теле конечного размера происходит точно так же, как в ключевой задаче для 

безграничного рассеивателя. Нуждается в наличии строгого решения задачи дифракции на 

кромке. Дает решение только в точках наблюдения, соответствующих условию стацио-

нарной фазы, т.е. только на дифракционных конусах. При отсутствии на кромках точек 

стационарной фазы классическая формулировка этого метода нуждается в модификации.  

Метод физической теории дифракции (ФТД), или метод краевых волн (МКВ) [1, 51, 

52]. Существуют и модификации МКВ. Это метод дифференциальных дифракционных 

коэффициентов, метод эквивалентных контурных токов и другие [53 – 56]. В приближе-

нии МКВ поле на кромке многогранника конечного размера равно полю на кромке такой 

же формы, но имеющей бесконечную длину. Нуждается в наличии строгого решения за-

дачи дифракции на кромке. Дает решение во всем пространстве, но правильное – на ди-

фракционных конусах и в их небольшой окрестности. Учитывает возмущение поля вблизи 

кромок, но не учитывает возмущение поля вблизи вершин.  

В основе ряда эвристических подходов лежат решения ключевых задач.  

Эвристическое решение задачи дифракции на многоугольнике или многограннике 

можно четко разделить на составляющие (ключевые задачи), описывающие вклад отдель-

ных компонентов рассеивателя – граней, ребер (кромок) и вершин.  

Дифракция на кромках. Данная ключевая задача представляет собой двумерную задачу 

дифракции на кромке бесконечной длины. Если плоская волна падает на кромку не в нор-

мальном направлении, а под наклоном, то рассеяние происходит лишь под определенным 

углом по отношению к кромке [4 – 12, 57].  
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Дифракция на вершинах. Здесь речь идет о рассеянии на плоском угловом секторе, пи-

рамидальном угле или конусе [16, 58]. Эвристические подходы также дают «вершинные 

волны», но подобные решения, как правило, неточны и отличаются от строгого решения.  

Учет неидеальных граничных условий на поверхности рассеивателя (см., например, 

[42, 58]). Подобный учет можно проводить как для двумерных кромок, так и для вершин. 

К настоящему моменту решение для дифракции электромагнитной волны на плоском уг-

ловом секторе получено лишь для идеальных граничных условий. Самое простое реше-

ние, учитывающее граничные условия, можно получить для случая взаимодействия волны 

с безграничной плоской поверхностью [42].  

Классификация ключевых решений по сложности в зависимости от их размерности. 

Проще всего получать одномерные «1D» решения, описывающие взаимодействие плоской 

волны с безграничной плоской поверхностью. Решения для дифракции на кромках при 

нормальном падении можно классифицировать как имеющие размерность «2D». При 

наклонном падении решение усложняется, его размерность можно классифицировать как 

«2,5D». Самые сложные ключевые решения описывают дифракцию на вершинах, их раз-

мерность можно классифицировать как «3D».  

Необходимость применения эвристических решений определяется рядом факторов:  

1. Строгие решения в виде плохо сходящихся рядов спецфункций доступны в основном 

опытным специалистам. В инженерных применениях желательно работать с более про-

стыми и надежными формулами.  

2. Строгие аналитические и численные методы дают решения модельной задачи на объек-

те в целом и не дают понимания того, каким образом отдельные части этого объекта вли-

яют на рассеянный сигнал.  

3. Строгие аналитические решения становятся бесполезными при небольшом изменении 

геометрии или свойств поверхности объекта (например, при появлении толщинки у полу-

плоскости или плоского углового сектора, среза торца у клина или при необходимости 

расчета дифракции на объекте с неидеальными граничными условиями).  

Существуют различные способы построения эвристических решений для задачи рассе-

яния на объектах сложной формы. Этому вопросу посвящено много статей и монографий. 

Геометрическая теория дифракции (ГТД) [48, 49], применяемая для нахождения решения 

задачи рассеяния во многих случаях, оказалась непригодна для расчета ЭПР объектов, по-

строенных по технологии «Стелс», т.е. имеющих форму, состоящую из фрагментов мно-

гогранников. Для расчета этих объектов подошла физическая теория дифракции (ФТД) [1, 

51, 52]. На основе ФТД были разработаны метод дифференциальных дифракционных ко-

эффициентов (ДДК, в англоязычной литературе – метод ILDS, «incremental length 

diffraction coefficients») и метод эквивалентных контурных токов (метод ЭКТ, в англо-

язычной литературе – метод EEC, «equivalent edge currents») [53 – 56]. Существуют и дру-

гие эвристические методы решения задач дифракции [25, 41, 59, 60, 150, 154, 162, 163].  

Мы упомянули лишь некоторые источники, на которые есть ссылки в данной диссерта-

ции, однако история вопроса этими работами не ограничивается. Полный список может 

составить десятки книг и диссертаций, сотни статей и докладов. Тем не менее, на эту тему 
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появляются все новые работы, в том числе в связи с необходимостью получения более 

простых и точных решений.  

Терминология, применяемая в диссертации 

Скажем несколько слов о терминологии, применяемой в диссертации. Для упрощения 

изложения вместо комбинации слов «в приближении физической оптики» иногда будем 

говорить «физоптический». Говоря о применяемых в трехмерных решениях объектах, взя-

тых из строгого двумерного решения, будем говорить «строгий», хотя на самом деле ма-

тематической строгости нет, поскольку речь идет об эвристическом решении.  

Для устранения возможного недопонимания приведем объяснение некоторых терми-

нов, которые встречаются в диссертации. 

- Дифракционный конус кромки – взаимное положение кромки и векторов падающего 

поля и точки наблюдения, при котором вектор точки наблюдения расположен под таким 

же углом к кромке, что и вектор падающего поля. 

- Строгое решение – строгое решение двумерной или трехмерной задачи (численное 

или аналитическое), которое используется при построении приближенного решения. Как 

правило, строгое трехмерное решение – численное, поскольку строгих аналитических 

трехмерных решений очень мало. 

- Строгое аналитическое решение – аналитическое решение, полученное строго с мате-

матической точки зрения. Обычно речь идет о двумерной задаче. 

- Строгое решение ФО – решение, полученное в приближении ФО, но строгое с мате-

матической точки зрения. 

- Условная кромка – линия на поверхности рассеивателя, имеющая одинаковые углы с 

направлением падающей волны и направлением на точку наблюдения. Если точка наблю-

дения лежит на дифракционном конусе, то условная кромка расположена параллельно ре-

альной кромке. 

- Физичность – физическая ясность и возможность разобраться в том, какие именно па-

раметры условия задачи влияют на те или иные характеристики решения 

- Физоптический – в приближении физической оптики. 

- Эвристический метод – основанный на физических представлениях и не имеющий 

строгого математического обоснования. 

- Элементарная полоска интегрирования – бесконечная полоска, по которой проводится 

интегрирование поверхностного поля на рассеивателе, направленная вдоль одной из ло-

кальных координат, связанных с кромкой (вторая координата отсчитывается вдоль кром-

ки).  

 

Система отсчета координат и расчетные формулы берутся из разных работ [1, 3, 16, 42, 

57, 145]. Для возможности сравнения новых выражений с результатами из указанных ори-

гинальных работ обозначения в данной диссертации сделаны похожими на старые. Тем не 

менее, в разных работах применяются разные обозначения и разные способы отсчета угла 

прихода волны относительно внутренней нормали к контуру, огибающему рассеиватель. 

При необходимости дается соответствие обозначений из разных работ.  

Эвристические подходы базируются на физических представлениях о структуре реше-

ния [3, 59]. Вместо строгой математической постановки задачи эвристические методы ис-
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пользуют такие свойства поля, как принцип локальности, принцип взаимности и т.п. Ино-

гда в основе эвристических подходов лежат постулаты, которые заведомо приводят к 

снижению точности, но зато существенно упрощают способ нахождения решения и ре-

зультирующие формулы.  

При построении эвристических решений нужно учитывать ряд особенностей. 

Функция фазы. Решения задач дифракции описываются при помощи быстроосцилли-

рующих интегралов. В состав соответствующих подынтегральных выражений входит экс-

понента. В знаменателе этой экспоненты стоит функция фазы, зависящая от геометрии 

задачи. В свою очередь, от функции фазы в значительной степени зависит характер реше-

ния задачи дифракции. Если функция фазы постоянна, то этот случай соответствует груп-

пам точек стационарной фазы. Если функция фазы линейна, то этот случай соответствует 

условию дальней зоны. Кроме того, при помощи метода стационарной фазы можно прове-

сти асимптотическую оценку быстроосциллирующего интеграла [61].  

Геометрия задачи, группы точек стационарной фазы и вклад вершин. Как уже было 

сказано, под геометрией задачи понимаем форму рассеивателя, а также взаимное распо-

ложение источника и точки наблюдения по отношению к рассеивателю и друг к другу. В 

случае многоугольника или многогранника рассеиватель состоит из плоских граней, по-

этому его форму характеризуют координаты вершин, а также определяемые этими коор-

динатами нормали к граням и внутренние нормали к ребрам.  

На плоском многоугольнике или многограннике можно выделить группы точек, даю-

щие значительный вклад в рассеянный сигнал в связи с тем, что функция фазы сигнала на 

этих точках постоянна. Первая группа точек – это точки, расположенные на грани и соот-

ветствующие такой геометрии задачи, когда точка наблюдения находится в направлении 

зеркального отражения или в «прострельном» направлении, т.е. прямо вперед, в направ-

лении геометрооптической тени. Эта группа точек дает максимум рассеянного сигнала 

только в этих двух выделенных направлениях. Вторая группа точек – это точки кромок, 

соответствующие дифракционным конусам. Дифракционный конус соответствует такой 

геометрии задачи, при которой направление на точку наблюдения составляет тот же угол 

с кромкой, что и направление на источник. Третья группа точек – это вершины. Они дают 

существенный вклад тогда, когда вклад первой и второй групп точек отсутствует. Если 

рассеиватель представляет собой многоугольник или многогранник, то качество решения 

определяется тем, насколько точно рассчитывается вклад третьей группы точек.  

Условие дальней зоны. Важным моментом при исследовании задач дифракции является 

выполнение или невыполнение условия дальней зоны. Если рассеиватель находится до-

статочно далеко как от источника, так и от точки наблюдения, то он воспринимается как 

точечный излучатель, а его угловые размеры очень малы. Тогда можно пренебречь сфе-

ричностью волновых фронтов и приближенно считать их плоскими. При этом выражение 

для функции фазы сигнала на поверхности рассеивателя становится линейным. Такое 

приближение приводит к существенному упрощению итоговых выражений для эвристи-

ческого решения задачи дифракции.  

Мы не случайно говорим здесь именно об эвристических решениях, поскольку строгих 

решений для дифракции на многоугольниках и многогранниках конечного размера не су-
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ществует. А в ключевых задачах подразумеваются решения именно на полубесконечных 

объектах. На этих рассеивателях условие дальней зоны не выполняется. Действительно, 

ни при каком расстоянии удаления от полубесконечного рассеивателя его угловые разме-

ры не будут стремиться к нулю, а сам он не будет выглядеть как точка.  

Это обстоятельство приводит к очень важному следствию. Хорошо известно, что 

спецфункцией, описывающей дифракцию на полуплоскости, является интеграл Френеля. 

Вдали от границы «свет – тень» можно применять более простое выражение – асимптоти-

ку интеграла Френеля, имеющую сингулярность на границе «свет – тень». Эта сингуляр-

ность иногда считается недостатком, но на самом деле это не так. Если рассматривать 

сигнал, рассеянный телом конечного размера в направлении зеркального отражения и 

«прострельном» направлении, то все сигналы, идущие от отдельных кромок, будут сингу-

лярны. Однако после суммирования по всем кромкам получится правильный результат.  

Интересно, что те же сингулярные выражения для дифракционных коэффициентов 

можно получить, если формально применить условие дальней зоны уже не к рассеивателю 

конечного размера, а к задаче дифракции на полуплоскости в приближении физической 

оптики или к строгому решению. Точно так же можно упростить выражения, если фор-

мально применить условие дальней зоны в задаче дифракции на плоском угловом секторе.  

Асимптотики и многократные переотражения. Асимптотики, полученные для полубес-

конечных структур, как правило, не учитывают многократные переотражения. Учет пе-

реотражений играет особо важную роль, когда одна из отражающих кромок находится в 

тени и поэтому не облучается первичным полем (например, для случая двумерной зада-

чи).  

Соотношение «сложность/точность». Философское соотношение «слож-

ность/точность», характеризующее привлекательность решения для исследователей, ана-

логично соотношению «цена/качество». Не всегда самые точные подходы являются 

наиболее рациональными при решении той или иной научной или технической проблемы. 

Иногда простота решения важнее его точности. Тем более, есть частные случаи, когда 

простые подходы дают не только точный, но и строгий результат. Тогда использовать 

сложные подходы вообще нерационально.  

 

В.2  Общая характеристика работы 

Актуальность исследования. Аналитические решения теории дифракции нужны для 

решения научных и прикладных задач. Аналитические формулы можно использовать при 

решении таких актуальных задач, как расчет ЭПР летательных аппаратов, наземных и 

морских объектов, распространение радиоволн в среде городской застройки и внутри по-

мещений, расчете дифракции сейсмических волн на неоднородностях в среде распростра-

нения и т.п. 

При этом не всегда можно пользоваться строгими аналитическими решениями. Строгие 

решения могут отсутствовать или быть слишком сложными. Кроме того, в отдельных слу-

чаях (например, при решении обратных задач) желательно пользоваться наиболее про-

стыми и быстродействующими решениями, а строгие решения далеко не всегда удовле-

творяют этим требованиям. 
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Существует еще проблема ограниченности ресурсов компьютеров, не позволяющая по-

лучить строгое решение задачи дифракции на рассеивателях больших размеров даже в тех 

случаях, когда постановка задачи для численного решения возможна, и такое решение 

могло бы удовлетворить исследователей. 

В связи с этим, несмотря на развитие компьютерной техники и успехи в области чис-

ленных методов, построение новых эвристических решений не теряет своей актуальности.  

При решении научных и технических задач для интерпретации результатов экспери-

ментов и расчетов при помощи строгих аналитических и численных методов весьма жела-

тельно иметь простые, но точные формулы. Приближение ФО обладает универсальностью 

и позволяет получать простые формулы, однако они не отличаются точностью. Поэтому 

стоит задача получения формул, таких же простых, как для ФО, но более точных. 

Эвристические подходы позволяют найти решение задач с постановкой, некорректной 

с математической точки зрения. Например, применяемая физиками поверхность с «мяг-

ким входом» (когда от поверхности ничего не отражается) не может быть описана в тер-

минах теории раздела двух сред из классической электродинамики. Тем не менее, приме-

няемые в технике композитные материалы могут обеспечить свойства «мягкого входа» 

лучше, чем любая комбинация параметров на границе раздела двух плоских сред в клас-

сической теории. Строгими методами подобные решения найти нельзя из-за отсутствия 

строгой постановки задачи. Эвристические методы позволяют найти решение и при не-

строгой постановке. Многообразие эвристических методов позволяет выбрать для реше-

ния задачи наиболее подходящий из них, причем не обязательно самый строгий с точки 

зрения математики.  

Эвристические решения (основанные на физическом понимании задачи и на интуиции) 

не имеют строгого математического обоснования, зато позволяют провести интерпрета-

цию результатов, поскольку решение изначально строится на основе физических предпо-

сылок. Сравнение с более точными решениями (редко – с аналитическими, как правило – 

с численными) позволяет провести анализ точности («верификацию») эвристического 

подхода, а также его «настройку» с целью уточнения. Зная поведение решения на объекте 

одной формы, можно выдвинуть гипотезу о его поведении на объекте схожей формы, а 

затем проверить эту гипотезу при помощи более строгого решения.  

Эвристические подходы позволяют получать аналитические решения и работать с фор-

мулами, которые невозможно получить при помощи строгих аналитических подходов. 

Точность эвристических формул может быть приближена к точности строгого решения. 

Существуют инженерные подходы, которые имитируют строгое решение, например, 

при помощи феноменологических числовых коэффициентов и аппроксимирующих фор-

мул. В отличие от инженерных формул, эвристические формулы не просто имитируют 

решение, а соответствуют физике задачи. Если правильно понять суть происходящих про-

цессов, то можно получить очень удачное эвристическое приближение решения, которое с 

минимальными изменениями можно будет применять при решении большого числа раз-

нообразных задач, как в области электродинамики, так и в других областях физики.  

Хотя результаты этой диссертации можно применять к изучению объектов разной фор-

мы, основные усилия были приложены к исследованию дифракции на многоугольниках и 

многогранниках.  
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В диссертации получены новые результаты, сформулированы и обоснованы положе-

ния, совокупность которых можно определить как решение крупной научной проблемы – 

построение эффективных аналитических формул теории дифракции. 

 

Объект исследования – поля различной физической природы, возбуждаемые и рассе-

иваемые на пространственных объектах сложной формы.  

 

Предмет исследования – математические и физические двумерные и трехмерные мо-

дели явления дифракции электромагнитных волн и волн других физических типов на 

кромках, а также на плоских многоугольниках и многогранниках.  

 

Целью диссертационной работы является разработка методов построения относи-

тельно простых эвристических аналитических формул и непосредственное построение та-

ких формул, обладающих достаточно высокой точностью и быстродействием и позволя-

ющих эффективно решать прямые и обратные задачи дифракции.  

 

В работе рассматриваются и решаются следующие задачи:  

1. Построение новых эвристических решений двумерных задач дифракции электромаг-

нитной волны на идеально проводящих кромках со сложным профилем. 

2. Выявление особенностей двумерных и трехмерных решений в приближении физиче-

ской оптики, способов применения двумерных решений в трехмерных задачах, связи ди-

фракционных коэффициентов со строгими двумерными решениями на бесконечных кром-

ках и возможности уточнения физоптических решений. 

3. Разработка эвристического подхода, позволяющего учесть влияние вершин при ди-

фракции на плоских многоугольных пластинах. 

4. Разработка эвристического подхода, позволяющего учитывать влияние неидеальных 

граничных условий на поверхностях двумерных и трехмерных рассеивателей. 

5. Разработка нового универсального эвристического подхода, позволяющего строить 

аналитические решения двумерных и трехмерных задач дифракции.  

 

Диссертационная работа состоит из введения, 6 глав, 10 приложений, заключения и 

списка литературы. Работа содержит 252 страницы, включающие 360 формул, 46 рисун-

ков и список литературы.  

 

Во введении приведен обзор работ по тематике диссертации, обоснована актуальность 

работы и дано краткое содержание каждой главы диссертации с указанием новых полу-

ченных результатов.  

В первой главе предложен метод обобщенного эйконала, позволяющий построить ин-

тегральное представление аналитического решения двумерной задачи дифракции на иде-

ально проводящем полубесконечном рассеивателе. В разделе 1.2 описано построение ин-

тегральных представлений решения. Во вспомогательной области строится представление 

обобщенной функции геометрической оптики в виде интеграла по замкнутому контуру 

при помощи теоремы Коши о вычетах. В разделе 1.3 при помощи метода стационарной 
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фазы проводится в общем виде приближенное вычисление интегралов, составляющих 

описанное выше интегральное представление краевой задачи для уравнения Гельмгольца. 

Показано, что для задачи дифракции на клине вновь полученное интегральное представ-

ление совпадает с известным.  

Во второй главе при помощи нового метода получено решение для задачи дифракции 

плоской волны на рассеивателях конкретного вида: полупластине с конечной толщиной и 

усеченном клине. В разделах 2.2 и 2.3 получены приближенные решения задач дифракции 

плоской волны на полупластине и усеченном клине. Сравнение с результатами, получен-

ными при помощи метода последовательных дифракций и данными, известными из лите-

ратуры, показало хорошее согласие результатов.  

В третьей главе рассмотрены принципы применения при решении трехмерных задач 

двумерных решений для нормального (размерности 2D) и наклонного (размерности 2,5D) 

падения на полубесконечную кромку. Как правило, решения трехмерных задач записыва-

ют в виде интегралов по контуру рассеивателя, расположенному на границе «свет - тень». 

В свою очередь, решения двумерных задач записывают в виде интегралов по полубеско-

нечным элементарным полоскам интегрирования. Эти полоски начинаются на границе 

«свет – тень» двумерного полубесконечного рассеивателя и уходят в бесконечность. В 

разделе 3.1 предложен способ применения двумерных решений в трехмерных задачах без 

интегрирования по элементарных полосках для случая, когда известно аналитическое ре-

шение на прямолинейных участках направляющей двумерного рассеивателя. При этом 

используются специальные угловые параметров – «комплексные углы». В разделе 3.2 

проанализировано решение задачи дифракции плоской электромагнитной волны на плос-

ком многоугольном рассеивателе в приближении физической оптики. Элементы этого ре-

шения играют ключевую роль при построении эвристических решений трехмерных задач.  

В четвертой главе предложено эвристическое решение задачи дифракции на плоском 

идеально проводящем угловом секторе (размерности 3D) при выполнении условия даль-

ней зоны. Решение строится в несколько этапов. В разделе 4.1 на первом этапе находится 

решение задачи дифракции на идеально проводящем плоском угловом секторе в прибли-

жении физической оптики. Рассмотрены «контурные» и «вершинные» волны. В разделе 

4.2 на втором этапе проводится замена поляризационной составляющей дифракционного 

коэффициента двумерной кромки, в результате чего получается решение в приближении 

метода эквивалентных контурных токов (МЭКТ). При этом используется «условная кром-

ка» - специально выделенное направление на рассеивателе. Применение условной кромки 

позволяет избежать интегрирования по элементарной полоске. В разделе 4.3 на третьем 

этапе решение МЭКТ уточняется при помощи модифицирующего множителя, выбранного 

из физических соображений. В результате получается решение, близкое по точности к 

строгому, а по простоте – к физоптическому. 

В разделе 4.4 проанализированы особенности различных эвристических подходов при 

решении трехмерных задач дифракции и показаны пределы применимости этих подходов. 

В пятой главе предложен способ получения эвристических решений для тел с неиде-

альными граничными условиями. В разделе 5.1 на основе геометрооптических коэффици-

ентов отражения и прохождения, взятых из задачи дифракции на безграничной плоской 

поверхности, получены эвристические формулы для дифракционных коэффициентов дву-
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мерной задачи дифракции. В разделе 5.2 проведено сравнение полученных выражений с 

известными из литературы формулами для решения задачи дифракции на импедансном 

клине, показавшими хорошее совпадение со строгими результатами и являющимися част-

ным случаем нашего решения. 

В шестой главе изложены основы нового метода физической теории дифракции - ме-

тода базовых компонентов. В разделах 6.1 – 6.5 изложены основы нового метода. В разде-

ле 6.6 изложены основы работы с дифракционными коэффициентами. Введена функция 

полупрозрачности, позволяющая получать эвристическое решение для тел со сложными 

граничными условиями. В разделе 6.7 описаны базовые компоненты и приемы нового ме-

тода. В разделе 6.8 описана последовательность действий при использовании нового ме-

тода. В разделе 6.9 проведена верификация решения задачи дифракции на идеально про-

водящей полупластине. В разделах 6.10 – 6.12 проведен сравнительный анализ точности 

нового метода и описаны примеры его применения. 

В приложениях собраны формулы, применяемые в различных главах. Это сделано для 

того, чтобы избежать перегрузки текста формулами и таким образом улучшить качество 

подачи материала. Также в приложениях на основе различных задач для частных случаев 

входных параметров продемонстрированы возможности подходов, предложенных в дис-

сертации. 

В заключении сформулированы основные научные результаты, полученные при про-

ведении исследований.  

Список литературы включает 182 наименования, в том числе 42 работы автора.  

Методы исследования – аппарат математической физики и теории дифракции, вклю-

чая известные эвристические методы, такие как метод геометрической оптики, метод фи-

зической оптики, геометрическая теория дифракции, метод краевых волн, метод эквива-

лентных контурных токов, метод последовательных дифракций, а также новые методы 

получения эвристических аналитических решений, такие как метод обобщенного эйкона-

ла, модифицированный метод эквивалентных контурных токов и метод базовых компо-

нентов.  

 

Научная новизна диссертационной работы состоит в следующем:  

1. Разработан новый метод обобщенного эйконала (МОЭ) – метод интегрального пред-

ставления поля, позволяющий получать приближенное аналитическое решение задач ди-

фракции на двумерных полубесконечных рассеивателях с идеально проводящей линейно 

ломаной границей. 

2. Получено в общем виде эвристическое аналитическое решение задачи дифракции плос-

кой электромагнитной волны на полупластине, справедливое при малых толщинах по-

лупластины. 

3. Получены при помощи МОЭ новые решения известных задач для полупластины и усе-

ченного клина, справедливые при стремлении размерного параметра к нулю. 

4. Предложена методика перехода от известного аналитического решения для двумерной 

структуры в виде интеграла по элементарной полоске к трехмерному решению при помо-

щи подстановки специальных угловых параметров – «комплексных углов». 
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5. Предложены корректирующие коэффициенты, позволяющие повысить точность реше-

ния задач дифракции на многогранниках методом эквивалентных контурных токов. 

6. Предложена методика «условной кромки», позволяющая строить аналитические реше-

ния трехмерных дифракционных задач без интегрирования по элементарным полоскам и с 

гарантированным выполнением принципа взаимности. 

7. Предложены корректирующие амплитудные коэффициенты, описывающие «продоль-

ное» по отношению к кромке возмущение поля, позволяющие повысить точность анали-

тического эвристического решения задачи дифракции на плоском угловом секторе мето-

дом МЭКТ. 

8. Предложен метод приближенного представления дифракционных волновых полей в за-

дачах рассеяния на полупрозрачных полубесконечных структурах, основанный на новом 

определении функции прозрачности. 

9. Предложен способ получения эффективных автономных аналитических эвристических 

решений практических трехмерных задач дифракции, обеспечивающий комплексный учет 

всех входных параметров.  

 

Практическая значимость полученных результатов состоит в следующем:  

1. Практическая значимость работы определяется тем, что предложенные аналитиче-

ские решения задач дифракции, алгоритмы и программы, численно реализующие эти ре-

шения формируют элементную базу для построения интегрированных систем электроди-

намического моделирования, включающие подсистемы расчета полей рассеянных объек-

тами сложной формы с большими электрическими размерами. 

2. Предложенная в работе совокупность моделей, описывающих рассеяния полей на 

ключевых структурах отличается высокой эффективностью, недостижимой при использо-

вании прямых численных решений электродинамических задач. Поэтому применение ре-

зультатов работ позволит повысить эффективность систем электродинамического моде-

лирования и снизить затраты компьютерных ресурсов, что также определяет практиче-

скую значимость диссертации. 

3. С практической точки зрения важно, что качественный скачок эффективности элек-

тродинамических моделей, полученный за счет использования методов, развитых в работе 

потенциально позволяет перейти к решению задач синтеза рассеивающих объектов слож-

ной формы, связанных с перебором большого числа вариантов. 

4. Результаты диссертации могут быть использованы при решении следующих задач: 

• Расчет ЭПР воздушных, сухопутных и морских радиолокационных объектов. 

• Рассеяние радиоволн на объектах городской застройки. 

• Распространение радиосигналов внутри помещений. 

• Дифракция электромагнитных волн на кристаллах. 

• Дифракция на открытом конце прямоугольного волновода. 

• Дифракция света на матрицах фотоприемников. 

• Дифракция элементарных частиц на ловушках и других объектах. 

• Дифракция упругих волн на неоднородностях в среде распространения упругих 

волн (твердых телах, горных породах и т.п.). 
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Обоснованность и достоверность результатов обеспечиваются тем, что при построе-

нии новых эвристических решений применяются основополагающие физические принци-

пы (такие, как принцип локальности поля, принцип дополнительности и т.п.), а также фи-

зические закономерности, известные из работ по физической теории дифракции (области 

стационарной фазы, дифракционные конуса и т.п.). Кроме того, проводится сравнение но-

вых эвристических формул с частными случаями известных аналитических формул, а 

также сравнение результатов расчета по новым эвристическим формулам с результатами 

расчета по строгим аналитическим формулам, с численными результатами, с результатами 

расчета по другим эвристическим формулам и с известными из литературы результатами 

расчетов, проведенных строгими методами.  

 

Основные положения, выносимые на защиту.  

 

1. Метод обобщенного эйконала (МОЭ) позволяет получать аналитические представления 

рассеянного поля в задачах дифракции  цилиндрической и плоской волн на классе дву-

мерных полубесконечных рассеивателей с идеально проводящей линейно ломаной грани-

цей, с размерными параметрами, имеющие высокую точность для размерных параметров, 

не превышающих четверти длины волны.  

2. При помощи МОЭ можно получить эвристические аналитические решения задач ди-

фракции плоской электромагнитной волны на полупластине и усеченном клине, которые 

остаются справедливыми при стремлении к нулю параметра, характеризующего размер 

торца полупластины или усеченного клина. 

3. Решения трехмерных задач дифракции можно получить при помощи подстановки спе-

циальных угловых параметров, так называемых «комплексных углов», в двумерные ана-

литические решения в виде интегралов по элементарным полоскам.  

4. Новая методика «условной кромки» позволяет строить аналитические решения дифрак-

ционных задач в приближении метода эквивалентных контурных токов без непосред-

ственного интегрирования по элементарным полоскам и с гарантированным выполнением 

принципа взаимности.  

5. Точность решений методом эквивалентных контурных токов трехмерных задач ди-

фракции на многогранниках можно повысить при помощи корректирующих множителей, 

связанных со строгими и физоптическими дифракционными коэффициентами из двумер-

ной задачи нормального падения на кромку. 

6. Комбинирование обобщенного дифракционного коэффициента, дифракционного коэф-

фициента в приближении физической оптики, построенных при помощи решения «одно-

мерной» задачи взаимодействия волны с безграничной плоской поверхностью и функции 

полупрозрачности позволяет строить эвристические решения задач дифракции волновых 

полей произвольной физической природы на полупрозрачных рассеивателях. 

 

Апробация результатов исследования. Основные положения и результаты работы 

докладывались и обсуждались на 7 отечественных конференциях и симпозиумах (работы 

соискателя [158, 164, 171, 174, 177 – 179]) и 9 международных конференциях и симпозиу-

мах (работы соискателя [141, 144, 145, 159 – 161, 168 – 170]). Также результаты работы 
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докладывались на семинарах «Московский электродинамический семинар им. Я.Н. Фель-

да» (ИРЭ им. В.А. Котельникова РАН), «Математическое моделирование волновых про-

цессов» (РОСНОУ) и на семинаре А.Г. Свешникова (физический факультет МГУ).  

 

Публикации. Результаты диссертационной работы отражены в 42 публикациях, вклю-

чая 12 статей в отечественных журналах, входящих в перечень ВАК, 3 статьи в междуна-

родных журналах, 8 статей и тезисов в трудах отечественных конференций и симпозиу-

мов, 17 статей в трудах международных конференций и симпозиумов, 1 материал для кни-

ги на английском языке и 1 монографию на английском языке.  

 

Личный вклад автора. Все результаты диссертации получены лично автором. По теме 

диссертации соискатель лично опубликовал 39 работ, включая 14 журнальных статей, 24 

статьи в трудах конференций и симпозиумов и 1 монографию. В трех работах, опублико-

ванных с соавторами (1 доклад 1991г., 1 статья 1992г., и 1 материал в книгу 2010г.), вклад 

соискателя является основным.  
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ГЛАВА 1.  ОСНОВЫ МЕТОДА ОБОБЩЕННОГО 

ЭЙКОНАЛА 

1.1  Математическая постановка задачи дифракции 

Рассмотрим электромагнитную волну P вида 

 

 iSAP exp ,                                                           (1) 

 

распространяющуюся в двумерном безграничном пространстве. В формуле (1) P, A, и S 

зависят от координат, A - амплитуда волны, S - функция эйконала, i - мнимая единица.  

Пусть P удовлетворяет волновому уравнению вида 
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здесь 2k  - волновое число. Внесем в рассматриваемое пространство двумерный 

идеально проводящий полубесконечный рассеиватель, ограниченный поверхностью S0. С 

точки зрения геометрической оптики этот рассеиватель разделит падающее поле на две 

составляющие: падающую и отраженную, возникнут две границы «свет – тень». Требует-

ся найти рассеянное поле (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 

Падение волны от источника, находящегося в точке P, на идеально прово-

дящий рассеиватель с линейно ломаной границей. Штриховкой показаны зоны 

тени, связанные с геометрооптическими границами «свет – тень» падающей и 

отраженной волн. 

P

0S

z

n
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На рис. 1 показан двумерный рассеиватель с линейно – ломаной границей, на который 

падает волна от источника, представляющего собой нить, параллельную кромке. Внесение 

рассеивателя в поле источника приводит к разделению первичного геометрооптического 

поля на зоны света, тени и отраженную часть.  

Как известно, на языке математики сказанное выше означает, что мы ищем решение 

краевой задачи вида U=u+P, , где U - полное поле, u - рассеянное поле, удовлетворяющие: 

1) волновому уравнению (2); 

2) граничным условиям U=0 или dU/dn=0 на поверхности S0; 

3) условиям регулярности  21 rOu  и излучения  21 roikuru  при kr ; 

4) условию Мейкснера на ребре 0lim
0




ugrad


, где   – радиус небольшой окружно-

сти, охватывающей ребро. 

 

1.2  Построение интегральных представлений решения 

В данном разделе рассматриваем двумерный полубесконечный рассеиватель с линейно 

ломаной границей. Тип поляризации при построении интегрального представления роли 

не играет, поскольку итоговое выражение позволяет выполнить оба вида граничных усло-

вий: U=0 или dU/dn=0. Падение плоской волны на рассеиватель, 1P  и 2P  - границы «свет 

– тень» для падающей и отраженной волн соответственно, 0z  - точка наблюдения изоб-

ражено на рис. 2(а).  

На рис. 2 показаны картины падающего и отраженного полей в трех областях: (а) – 

первичная область z, (б) – область w, полученная из области z при помощи конформного 

отображения, (в) – вспомогательная двулистная область w12, наглядно иллюстрирующая 

процесс дифракции. Области z и w тоже состоят из двух листов, но они расположены один 

над другим, поэтому представление не такое наглядное. Падающее поле показано сплош-

ными линиями, отраженное – пунктиром.  

Метод обобщенного эйконала представляет собой способ построения интегральных 

представлений, на основе которых можно построить решение краевой задачи [3 – 7].  

 

1.2.1  Построение «вспомогательной» области и обоб-

щенной функции геометрической оптики 

Рассмотрим конформное отображение )(wkZ  области w, представляющей собой верх-

нюю полуплоскость комплексного переменного, на область z, внешнюю по отношению к 

рассеивателю (рис. 2 (а), (б)):  

 

 wkZkz  ,  wrr zz  ,  wzz   ,                                  (3) 

 

где zr  и z  - полярные координаты точки в области z, являющиеся функциями ком-

плексной переменной w. 
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Конформное отображение kZ(w) выбираем таким, чтобы между точками областей z и w 

существовало взаимно однозначное соответствие. Действительная ось области w соответ-

ствует границе рассеивателя в области z.  

В области w функция P удовлетворяет волновому уравнению с переменным волновым 

числом 

0
22  PdwdzkPw ,                                             (4) 

однако можно выделить семейство кривых: 

constrddwdzk d  ,                                               (5) 

на которых переменное волновое число dwdzk  постоянно.  

 

 

 

а) 

 

 

 

 

 

б) 

  

 
в) 

Рис. 2 (а) – (в) 

Падение плоской волны на идеально проводящий рассеиватель с линейно 

ломаной границей: (а) – схема падения в области z; (б) – схема падения в обла-

сти w; (в) – схема падения в области w12.  

12w

1P

2P

0dr

0w

w

21 PP 
P

z
2P

1P
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Новая переменная d , введенная в (5), обозначает производную   dwkzdd  . На кри-

вой rd0=1 переменное волновое число равно первоначальному волновому числу. В даль-

нейшем мы будем называть эту кривую просто «кривая rd0» или «базовая кривая». Если 

каким - либо образом найти в области w на кривой rd0 решение краевой задачи для урав-

нения Гельмгольца (4) с постоянным или переменным волновым числом, то после кон-

формного отображения (3) оно останется прежним на этой кривой и в области z. Что каса-

ется решений на кривых 1 constrd , то при конформном отображении в область z 

волновое уравнение в этих точках изменяется.  

В связи с записью уравнений (1), (2) и (4) следует уточнить, что именно подразумевает-

ся под понятием «функция P». Эта функция зависит от координат  zzr ,  точки наблю-

дения в области z. Они, в свою очередь, зависят от координат в области w (3). Во избежа-

ние усложнения обозначений мы будем здесь и в дальнейшем писать: P,  zzrP , , или 

 wP , имея в виду одну и ту же функцию, зависящую от координат точки наблюдения в 

области z, независимо от того, в какой именно области (z или w) мы эту точку рассматри-

ваем.  

С точки зрения геометрической оптики влияние идеально проводящего рассеивателя на 

падающее поле состоит в том, что он вырезает из падающей волны часть, падающую на 

свою «освещенную» поверхность, и поворачивает эту часть падающей волны в соответ-

ствии с законом зеркального отражения, создавая отраженное поле. С математической 

точки зрения можно считать, что отраженное поле - это часть падающего поля, прошед-

шая во второй лист физического пространства. Если найти в такой двухлистной области 

непрерывное поле, удовлетворяющее всем условиям краевой задачи, кроме граничных 

условий, то удовлетворить граничным условиям можно, сложив определенным образом 

значения поля в двух точках, расположенных симметрично относительно границы рассеи-

вателя в разных листах.  

Введем область 12w  - полную плоскость комплексного переменного, состоящую из 

двух экземпляров 1w  и 2w  полуплоскости w , «склеенных» вдоль действительной оси. 

Каждой точке области z теперь соответствует пара точек, расположенных в 1w  и 2w  

симметрично относительно горизонтальной оси. В полуплоскости 1w  зададим падающее 

геометрооптическое поле 1P , в полуплоскости 2w  - отраженное 2P  (рис. 2(в)).  

Несмотря на то, что в уравнение для конформного отображения (3) можно формально 

подставлять значения w  как из верхней, так и из нижней полуплоскостей, при построении 

решения мы используем только верхнюю полуплоскость w  (точнее, два экземпляра верх-

ней полуплоскости). Граница рассеивателя совпадает с горизонтальной осью области w.  

Как известно, при конформном отображении сохраняются углы между пересекающи-

мися прямыми. Поэтому направление нормали к границе в области z  будет соответство-

вать направлению нормали к границе в области w. Точно так же сохранится свойство ра-

венства углов падения и отражения волны при ее взаимодействии с идеально проводящим 

рассеивателем. Если разместить отраженное поле в другом листе, то свойство равенства 

углов будет означать непрерывность перехода падающего геометрооптического поля 1P  в 
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отраженное 2P  на освещенной части границы рассеивателя (рис. 2 (в)). На теневой части 

границы рассеивателя геометрооптическое поле равно нулю, т.е. также непрерывно.  

Для построения интегрального представления решения воспользуемся методикой, ко-

торую применил Зоммерфельд [6]. Решение краевой задачи для рассеянного поля пред-

ставим в виде интеграла по отрезкам замкнутого контура в области комплексного пере-

менного. В подынтегральное выражение включим функцию P 
c
, представляющую собой 

аналитическое продолжение функции падающего поля P c какой-либо из кривых rd0 в об-

ласть комплексного переменного ŵ.  

 

1.2.2.  Требования к замене переменной 

При подстановке координат переменной ŵ вместо координат w в функции P и S меня-

ются как характер зависимости этих функций от координат P(w)→P
 c
(ŵ), S(w)→S

 c
(ŵ), так 

и их свойства . Функция эйконала S(w) преобразуется в функцию обобщенного эйконала 

S
 c
(ŵ), это преобразование дает название всему методу.  

Замена переменной w→ŵ должна проводиться таким образом, чтобы функции P(w) и 

P
 c
(ŵ) удовлетворяли следующим условиям: 

а) на кривой rd0 должно выполняться ŵ=w, P
 c
(ŵ)=P(w); 

б) в области w функция P(w) должна удовлетворять волновому уравнению (4); 

в) в области ŵ функция P
 c
(ŵ) должна быть аналитической.  

(6) 

 

1.2.3.  Построение интегрального представления в общем 

виде 

Саму замену переменной проведем позже, а сейчас будем считать, что уже существует 

явный вид выражения для комплексной переменной ŵ, удовлетворяющей условиям (6), и 

построим в общем виде интегральное представление решения аналогично тому, как это 

сделано у Зомерфельда [6].  

Введем «вспомогательную» область 12ŵ , пересекающуюся с 12w  вдоль окружности 

00 wrw  , где 0w  – точка наблюдения, лежащая на кривой rd0 (рис. 3).  

На рис. 3 изображена вспомогательная область 12ŵ . Она условно показана в виде ци-

линдрической поверхности, пересекающейся с областью 12w  вдоль кривой rd0 (жирная 

полуокружность). Точка наблюдения w0 находится на кривой rd0. Замкнутый контур инте-

грирования окружает точку наблюдения w0. Затем контур интегрирования деформируется 

таким образом, чтобы он проходил через седловую точку по области сходимости (заштри-

хованный участок).  
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Рис. 3 

Схема построения вспомогательной области 12ŵ . 

 

Предположим, что существует функция  wPс ˆ , аналитическая в области 12ŵ  (и по-

этому удовлетворяющая в ней уравнению Лапласа) и равная  wP  на кривой rd0: 

 

на rd0: 1212ˆ ww  ,    wPwPс ˆ ; 0ˆ  с
wP  в 12ŵ .                           (7) 

 

Рассмотрим замкнутый контур, охватывающий освещенные участки области 12ŵ . Под 

освещенными участками понимаются области присутствия на rd0 (в смысле геометриче-

ской оптики) функции 
cP , под теневыми - области ее отсутствия. Тогда при помощи тео-

ремы Коши о вычетах можно построить интегральное представление функции  wPс ˆ  в 

точке наблюдения 0w  на кривой rd0, которая находится на пересечении областей 12ŵ  и 

12w  (т.е. одновременно находится в областях 12ŵ  и 12w ): 

 0
0

ˆ
ˆ

)ˆ(

2

1
wPKwd

ww

wP

i

c
c




,                                             (8) 

где 1K , если 0w  находится внутри контура и 0K , если - вне его. 

Далее будет показано, что область 12ŵ  можно построить на кривой rd0 при помощи 

аналитического продолжения угловой переменной w  в комплексную область, а функцию 

cP  можно построить, преобразовав определенным образом функцию P . 

0w

12ŵ

12w
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Пусть в области 12ŵ  существуют участки, на которых  wPс ˆ  убывает при увеличе-

нии волнового числа k. Назовем эти участки «участки сходимости» (рис. 4).  

 

 

Рис. 4 

Вспомогательная область 12ŵ . 

 

На рис. 4 показана вспомогательная область 12ŵ . Фрагменты контура интегрирования 

проходят через седловые точки по заштрихованным участкам сходимости s1 и s2.  

Для области с двумя участками сходимости s1 и s2 получим:  
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где C  - оставшаяся после выделения s1 и s2 часть замкнутого контура интегрирования. 

 

Обозначив в (9) сумму интегралов по сходящимся участкам s1 и s2 как  0wv , а инте-

грал по оставшейся части C  - как  
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, получим выражение:  
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27 

 

Знаки интегралов по 1s  и 2s  отличаются в связи с противоположным по отношению к 

центру координат направлением прохода по этим участкам.  

В решении Зоммерфельда [6] функция, аналогичная V(w0) (10) (которая представляет 

собой сумму ГО и рассеянного поля), характеризует полное поле. Мы тоже (пока без де-

тального доказательства) будем считать V(w0) решением для полного поля, поскольку 

представление в виде суммы ГО и рассеянного поля является правильным описанием фи-

зики задачи. Решение Зоммерфельда тоже вначале было построено эвристически, а его 

строгость была доказана позже разными способами, в том числе – при помощи получения 

решения в виде разложения по ряду цилиндрических функций [1].  

Далее будет показано, что кривые rd0 представляют собой семейство в областях w и ŵ, а 

функция P
c
(w0) – аналитическое продолжение функции P(w) с кривой rd0 (или, используя 

другое название, с базовой кривой) в область комплексной переменной ŵ.  

 

1.2.4  Удовлетворение граничным условиям  

Функция )( 0wV  из (10) непрерывна во всей области 12ŵ . А в этом случае можно удо-

влетворить условиям Дирихле U=0 или Неймана dU/dn=0 на границе кривой rd0, если сло-

жить или вычесть значения функции в точках 0w , расположенных симметрично относи-

тельно горизонтальной оси (соответствующей границе рассеивателя):  

 

),,,(),,,(),,,( 000000000  wwwwzz rkVrkVrkU    (Дирихле),       (11) 

 

),,,(),,,(),,,( 000000000  wwwwzz rkVrkVrkU     (Нейман).       (12) 

 

1.2.5.  Продолжение решения с базовой кривой 

Поскольку при помощи интегральных представлений в области ŵ12 мы находим реше-

ние лишь в точках выделенной кривой rd0 области w12, следует продумать способ продол-

жения решения с этой кривой в остальные точки области w12. Продолжение решения с за-

данной кривой в оставшуюся область пространства можно осуществлять различными спо-

собами. В качестве точного способа можно предложить решение этой проблемы при по-

мощи метода интегральных уравнений для среды с неоднородной диэлектрической про-

ницаемостью [62]. В качестве приближенного способа можно предложить метод геомет-

рической оптики. Зная амплитуду, фазу и характер расходимости поля при распростране-

нии его с контура в оставшуюся область пространства, можно найти решение во всех точ-

ках. При этом (в силу свойств конформного отображения) сохраняется непрерывность 

решения во всех точках двулистной области w12, в том числе – на границе рассеивателя.  

К достоинствам интегральных представлений решения, получающихся при помощи ме-

тода обобщенного эйконала, можно отнести общность подхода для рассеивателей разной 

формы и относительную простоту получающихся конечных выражений.  

 

1.3  Асимптотическое вычисление контурных интегралов  
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Сформулируем основные этапы получения аналитического решения краевой задачи 

уравнения Гельмгольца методом обобщенного эйконала.  

1. Получение конформного отображения верхней полуплоскости комплексного перемен-

ного на внешность рассеивателя. 

2. Построение вспомогательной области и введение комплексной угловой переменной. 

3. Построение функции обобщенного эйконала при помощи подстановки комплексной уг-

ловой переменной в функцию эйконала. 

4. Получение интегралов по отрезкам замкнутых контуров во вспомогательной области. 

5. Применение полученных интегральных представлений в качестве решения краевой за-

дачи для уравнения Гельмгольца. 

 

1.3.1  Получение решения в общем виде 

Рассмотрим обобщенную функцию геометрической оптики, которая на кривой rd0 име-

ет вид (1), а в текущей точке интегрирования вспомогательной области ŵ  равна:  

 

 )ˆ(exp)ˆ()ˆ( wiSwAwP cc  .                                               (13) 

 

Вычислим интеграл вида (9) при помощи метода стационарной фазы. Пусть существует 

седловая точка smŵ  функции   0ˆ w
c rwS , в которой   0)ˆ( sm

c wS ,   0)ˆ( sm
c wS . То-

гда для преобразования соответствующего интеграла можно совершить шаги в соответ-

ствии с методикой, примененной в [1]. При этом несингулярная часть подынтегральной 

функции разлагается в ряд по степеням переменной интегрирования, после чего первый 

член этого ряда удерживается и выносится за знак интеграла  
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(14) 

 

Записав в окрестности седловой точки smŵ  разность эйконалов при помощи разложе-

ния в ряд Тейлора функции  wS c ˆ , где   0)ˆ( sm
c wS ,   0)ˆ( sm

c wS : 

 

            
...

2

ˆ
ˆˆˆ

2

00 


 sm
sm

cc
sm

ccc ww
wSwSwSwSwS ,         (15) 

 

можно, ограничившись в разложении (15) двумя первыми членами, вычислить интеграл из 

правой части выражения (14) при помощи метода стационарной фазы: 
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При выводе были использованы выражения  
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Таким образом, доказана справедливость выражения 
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Подставляя (16) в (14), получим:  
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где знак интеграла берется с учетом направления прохода по контуру в окрестности smŵ . 

С учетом известной асимптотики 
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можно показать, что если положить    0ˆ wSwSX c
sm

c  , то интеграл (17) по 

окрестности седловой точки перейдет в асимптотику 

 

 
 

00 ˆ

ˆ

)ˆ(2

1
ˆ

ˆ

)ˆ(

2

1

ww

wP

wSi

wd
ww

wP

i sm

sm
c

sm
c

sm

c








,                              (19) 

 

если     1ˆ 0  wSwS c
sm

c
. Знак корня берется отрицательным в освещенной обла-

сти и положительным - в теневой. Выражение (19), являющееся частным случаем (17), 

представляет собой результат, хорошо известный в теории метода стационарной фазы 

(см., например, [61]). 

Интеграл (17) можно переписать в более наглядном виде:  
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(20) 

 

В случае двух седловых точек получаем:  
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 (21) 

 

Для получения окончательного выражения осталось лишь подставить в (21) значения 

для обобщенного эйконала  wS c ˆ  в точке наблюдения 0w  и его производной  )ˆ(wS c
 в 

седловых точках smŵ . 

В решении краевой задачи для уравнения Гельмгольца формула (21) представляет со-

бой выражение в общем виде для рассеянной компоненты поля, полученное методом 

обобщенного эйконала. Далее будет показано, что применение этой формулы для случаев 

рассеяния на полуплоскости и клине приводит к правильным результатам.  

Из (21) следует, что рассеянное поле представляется в виде произведения значения па-

дающей волны в седловой точке и сомножителя, испытывающего разрыв на границе тени. 

Вдали от границы тени имеем в соответствии с (18):  
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Каждое из двух слагаемых в выражении (22), как и следовало ожидать, совпадает с (19). 

Окончательные выражения для рассеянного поля могут быть получены после выбора 

формы рассеивателя и подстановки в (21) и (22) выражений для  wPс ˆ  и  wS c ˆ . 

 

Для того, чтобы доказать соответствие решения волновому уравнению, выберем функ-

цию (1) в виде плоской волны единичной амплитуды 

 

    0cosexp,   zzzz ikrrPP ,                                (23) 

 

где  zzr ,  - текущие полярные координаты точки в области z, 0  - направление прихо-

да плоской волны. В координатах (23) примет вид 

 

         0,cos,exp,   wwzwwzww rrikrrPwP .            (24) 

 

Пусть  00 , zzr   и  00 , wwr   - координаты точки наблюдения в областях z и w соот-

ветственно. Выберем в соответствии с (7) функцию 
cP  следующим образом: зафиксиру-

ем радиальную координату 0zz rr  , а угловую координату сделаем комплексной 

c
zz   . Тогда получим   00 cosexp   c

zz
c ikrP . Для установления зависимо-

сти  wPс ˆ  следует установить связь между переменными ŵ  и 
c
z .  

Рассмотрим сначала клиновидный рассеиватель с внешним углом раствора клина n . 

Для клиновидного рассеивателя wz n  . Проведем замену переменной 
c
ww   . С 

этой целью в выражении  ww irw exp  зафиксируем радиальную переменную 

0ww rr  , а угловую переменную сделаем комплексной, введя дополнительную радиаль-

ную переменную wr̂  в выражение для w :  0ˆln www
c
ww rri  . Заметим, что 

при 0ˆ ww rr  : 
c
ww   . Таким образом, для точки наблюдения 0w , которая находится на 

окружности 0ww rr  , получаем выражение для вспомогательной переменной ŵ , завися-

щей от параметра 0wr : 

      c
wwwww irirrw  expexpˆˆ 00    00 ˆlnexp wwww rriir  , откуда следует 

         00000 ˆlnlncosexpˆcosexpˆ   wrinikrwnikrwP wz
c
wz

c
 с учетом 

0lnˆln w
c
w rwi  ,    wnw c

w
c
z

c
z ˆˆ   . На рис. 3 поверхность вспомогательной пе-

ременной  0ˆ wrw  изображена в виде цилиндра, по высоте которого откладывается вели-

чина  0ˆln ww rr , а на рис 4 ŵ  изображена в полярных координатах  wwr ,ˆ . Полученная 

формула представляет собой явный вид зависимости  wPс ˆ . Поскольку эта функция со-
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ответствует условиям (7), для нее справедливы и дальнейшие рассуждения. В частности, 

интегральное представление для функции )( 0wV  будет таким: 

 


C

c

wd
ww

wP

i
wV ˆ

ˆ

)ˆ(

2

1
)(

0
0


.                                             (25) 

Следует отметить два важных момента. Во - первых, разным радиусам точки наблюде-

ния 0wr  соответствуют разные вспомогательные области  0ˆˆ wrww  . Во - вторых, с точ-

ки зрения математики неважно, какая из величин, стоящих в аргументе косинуса ( z  или 

0 ) становится комплексной. Это обстоятельство позволяет допустить две интерпрета-

ции полученного интегрального представления. Для точки наблюдения  00 , zzr   и угла 

прихода первичной плоской волны выражение (23) примет вид 

    0000 cosexp   zzikrwP . В соответствии с вышеописанной методикой инте-

гральное представление (25) выглядит так:  
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.                        (26) 

 

Таким образом, для получения интегрального представления (26) мы в выражении для 

)( 0wP  заменили в аргументе косинуса 
c
zz  0 . Однако, с таким же успехом можно 

было бы заменить и 
c
00   : 
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.                       (27) 

 

Считая аргументы косинуса в (26) и (27) равными 
c

z
c
z 000   , проведем в ин-

теграле (27) ряд несложных преобразований с учетом соотношений 
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Если в (28) осуществить замену переменных  0 ,  c
0 , то станет очевидно, 

что интегральное представление (27) эквивалентно известному интегральному представ-

лению Зоммерфельда [6, 7]:  

 

     

C

dikrAU  cosexp ,  
nini

ni

ee

e

n
A











2

1
,               (29) 

 

которое обычно называют разложением по плоским волнам. Смысл этого выражения объ-

ясняют таким образом, что поле в точке пространства ищется в виде приходящих в эту 

точку совокупности плоских волн с различными амплитудами  A . Это доказывает 

удовлетворение решения тому же волновому уравнению, которому удовлетворяют пер-

вичные плоские волны. 

Следовательно, интегральное представление (26), эквивалентное (27), также удовлетво-

ряет первичному волновому уравнению. Однако, интерпретация (26) несколько иная. Она 

заключается в том, что поле первичной волны, взятое в точке наблюдения, записывается в 

виде интегрального представления по замкнутому контуру в некоторой комплексной об-

ласти, а затем из этого интегрального представления выделяются участки, которые можно 

интерпретировать как рассеянное поле. Такая интерпретация позволяет задавать в более 

общем виде первичные поля возбуждения, а также более свободно оперировать с ними. 

Требуется лишь знать зависимость первичного поля от координат и осуществить замену 

координат таким образом, чтобы удовлетворялись условия (6) и (7).  

Таким образом, мы показали, что решения (11) или (12) удовлетворяют волновому 

уравнению (2), поскольку функция 
cP  удовлетворяет в области 12ŵ  тому же волновому 

уравнению, что и в точке наблюдения 0w , а в этой точке она удовлетворяет первичному 

волновому уравнению (2), поскольку точка 0w  находится на кривой 0dr . 

Решения (11) или (12) удовлетворяет условию излучения, поскольку интегрирование в 

формуле (10) проводится по участкам сходимости, где 
cP  убывает при увеличении вол-

нового числа. 

Осталось доказать, что решения (11) или (12) удовлетворяют условию Мейкснера на 

ребре.  

 

На данном этапе мы не можем доказать условие Мейкснера для решений (11) или (12) в 

общем виде, т.е. для рассеивателя с кромкой произвольной формы. Но для клиновидного 

рассеивателя его можно считать доказанным, поскольку наше решение (27) совпадает с 

зоммерфельдовским (29).  

 

Таким образом, мы нашли решения уравнения Гельмгольца при помощи подстановки 

переменной ŵ  в известную функцию P  и построения интегрального представления по-

лучившейся функции в соответствии с теоремой Коши о вычетах. 
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Формулы (10), (11) и (12) представляют собой интегральное представления решения 

краевой задачи в общем виде. Для получения интегрального представления решения до-

статочно найти вид конформного отображения, определить границы тени во вспомога-

тельной области и провести по ним интегрирование по участкам сходимости на контуре 

интегрирования в соответствии с формулой (10). 

 

1.3.2  Особенности решения и эвристический подход 

Рассмотрим функцию падающего поля в виде (24). Если искать для нее рассеянное поле 

в виде разложения по плоским волнам (29), то нужно заменить в (24) угол прихода плос-

кой волны 0  на комплексную переменную  . Эта операция никак не отражается на ко-

ординатах. Независимо от того, в какой области ( z  или w ) мы ищем решение, волновое 

уравнение останется прежним, а удовлетворение решения граничным условиям будет 

определяться тем, насколько удачно подобрана или найдена подынтегральная функция 

амплитуды плоской волны  A . С другой стороны, если искать рассеянное поле в обла-

сти w в виде (26), подставив в (24) ŵ  вместо w, то подынтегральный множитель получа-

ется автоматически, поскольку представляет собой простой полюс. Кроме того, в области 

w автоматически удовлетворяются граничные условия. Рассмотрим получающуюся при 

этом функцию  wPс ˆ  

 

       000 ,cos,expˆ   c
wwz

c
wwz

c rrikrwP .                    (30) 

 

Изучение интеграла (25) с функцией  wPс ˆ  общего вида (30) (или более сложного) 

представляет собой математическое исследование, выходящее за рамки настоящей рабо-

ты. Прежде всего, в рамках подобного исследования нужно выяснить условия соответ-

ствия функции  wPс ˆ  уравнению Лапласа в области ŵ . Для клиновидных рассеивателей 

уравнение Лапласа выполняется, поскольку   constrr c
wwz ,0 . Можно было бы попы-

таться использовать известное решение для поля, рассеянного на клине в задаче дифрак-

ции на рассеивателе с размерным параметром. Однако, непосредственная подстановка 

решения для клина в область ŵ  рассеивателя с размерным параметром и последующий 

перевод решения в область z при помощи конформного отображения приведет к неверно-

му результату, поскольку будет соответствовать задаче дифракции на теле в неоднород-

ной среде. Коэффициент преломления этой неоднородной среды будет равен отношению 

производных dwdz  для клина и рассеивателя с размерным параметром. Однако если 

взять решение для клина не во всем пространстве, а на выделенной кривой, где отношение 

производных равно единице, а затем продолжить решение в оставшуюся область про-

странства, то можно получить правильное решение волнового уравнения для рассеянного 

поля. Такой подход согласуется с представлениями о квазистатическом приближении. Из-

вестно, что если размеры тела много меньше длины волны, то распределение поля в его 

окрестности такое же, как в статическом случае. В случае полубесконечного тела его раз-



35 

 

меры всегда больше длины волны, однако размеры выделенной кривой, на которой ищет-

ся решение, могут соответствовать указанному условию. Данный подход будет уже не 

строгим, а эвристическим, поэтому для него требуется не математически строгое доказа-

тельство, а верификация.  

 

1.3.3  Решение задачи дифракции плоской и цилиндри-

ческой волны на клине при помощи метода обобщенного 

эйконала 

Рассмотрим функцию падающей волны (1) вида 

 

 ),(exp),(),( zzzzzz riSrArP   ,                                 (31) 

 

где в случае плоской волны: 

 

1),( zzrA  , )cos(),( 0  zzzz krrS ,                        (32) 

 

а в случае цилиндрической волны 

 

   kfrA zzz ),( ,  00
2
0

2 cos2),(   zzz rrrrkkrS .     (33) 

 

Здесь   - расстояние от источника до точки наблюдения, 0r  и r  - расстояния до кром-

ки от источника и точки наблюдения соответственно, 2k ,  zf   - зависимость 

амплитуды от угла. Выражение для амплитуды в (33) является асимптотикой при 1k  

строгого выражения, которое представляет собой функцию Ханкеля первого рода 

 kH
)1(

0 ,      4exp2
)1(

0  iikkkH   при 1k . Более точное выраже-

ние для амплитуды и для функции падающей волны в случае цилиндрической волны бу-

дут такими:  

 

     


 ikkH
i

frA zzz  exp
2

),( )1(
0 ,    


 kH

i
frP zzz

)1(
0

2
),(  .    (34) 

 

Выражения (34) переходят в (33) при 1k . 

Рассмотрим вначале дифракцию цилиндрической волны (33) на клиновидном рассеива-

теле, для которого конформное отображение (3) и производная (5) имеют вид:  

 

  nwAwkz  ,   
 

dwnA
dw

wkzd n  1)(
,                        (35) 
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где A  - коэффициент пропорциональности, постоянный во всех точках w и поэтому не 

зависящий от этой переменной. 

В общем случае 1d . В соответствии с методом обобщенного эйконала решение 

ищется в точке наблюдения 0w , принадлежащей кривой rd0, на которой должно выпол-

няться 100  drd . Подставим в (35) произвольное значение 0w : 
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00
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w

wkzn
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, 
n

w
wAwkz n 0
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1
0

. (36) 

 

Из (36) следует, что при 10 d  )(wkz  не зависит от коэффициента A , который, в 

свою очередь, зависит от 0w  и таким образом меняет вид конформного отображения. 

Выполнить условие независимости коэффициента A  от переменной w можно, зафиксиро-

вав значение 0w  на какой – то определенной величине, например, положив 10 w . 

С другой стороны, можно провести нормировку переменной 0wwwN  , 1Nw . 

Тогда:  
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n
NN
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wwd
dw

wkzd
.         (37) 

 

Из (37) также следует, что условие 1Nd  выполняется лишь при 10 w . 

Если теперь перейти к нормированной переменной Nw , то конформное отображение 

следует брать в виде   nwwkz n
NN  , при этом для нормированной производной будет 

выполняться 1Nd . То же самое выражение получится, если в (36) устранить зависи-

мость коэффициента A  от переменной w, положив 10 w . Отсюда получим nA 1 . 

Таким образом, нормированные выражения для конформного отображения и производ-

ной в случае дифракции цилиндрической волны на клиновидном рассеивателе будут та-

кими: 

  nw
n

wkz
1

 ,     dwwkz
dw

d n  1)( .                              (38) 

Кривая rd0 в случае клиновидного рассеивателя представляет собой фрагмент окружно-

сти 1w . Поскольку точка наблюдения 0w  находится на окружности rd0, то 

100  wrw . В области z  на этой окружности выполняется nkrz 10  .  

Осуществим замену переменной  0ˆ wrww  (или 
c
ww   ): 
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)exp( ww irw  ,   )exp(ˆ)exp(ˆ 00 ww
c
www irirrw   , 

  w
w

w
wwwww

c
w

r

r
iririrwiri  

0
000

ˆ
lnˆlnlnˆlnln ,              (39) 

 

где 00 wrw  , 0w  - точка наблюдения, которая всегда находится на кривой rd0. 

Преобразование вида (39) вводит дополнительную радиальную переменную wr̂ , при 

этом первичная радиальная переменная фиксируется 0ww rr  , а w  остается неизменной. 

В системе полярных координат  wwr ,ˆ  образуется вспомогательная область  0ˆ wrw , в 

которой комплексная переменная 
c
w  действительна и равна w  на окружности 0ˆ ww rr  . 

Функция обобщенного эйконала:    wPwPс ˆ  во всех точках окружностей 

constrw 0 , поскольку в этих точках 0ˆ www rrr  , 
c
ww    и  0ˆ wrww  . 

Таким образом, для утверждения о том, что преобразование (39) соответствует услови-

ям (7), осталось доказать, что 0ˆ  с
wP  в 12ŵ . Последнее следует из того, что 

сP  явля-

ется аналитической функцией от  0ˆ wrw , в отличие от функции P , которая не является 

аналитической функцией от w или z. Функция P  зависит от переменных  zzr , , причем 

zrz  ,  zz arg . Преобразования такого рода не являются аналитическими, поэтому 

функция P  удовлетворяет волновому уравнению Гельмгольца (2), а не уравнению Лапла-

са. Однако, если в соответствии с (38) зафиксировать  knrrr n
wzz 00  , положив 

0ww rr  , то на этой окружности получим с учетом (39)  
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0 lnlnlnln ,                (40) 

 

а это уже аналитическая функция, поэтому функция  wPс ˆ  удовлетворяет уравнению 

Лапласа (7).  

Поэтому для функции  wPс ˆ  справедливы и дальнейшие рассуждения, относящиеся к 

интегральным преобразованиям.  

Вид вспомогательной области  0ˆ wrw  зависит от значения 0wr , но не зависит от вида 

рассеивателя. Следовательно, найденное при помощи интегральных преобразований в об-

ласти  0ˆ wrw  полное поле  0wU  также не зависит от вида кривой 0dr . С другой сторо-

ны, формула для производной (5) и вид кривой 0dr  зависят от формы рассеивателя. По-

этому одно и то же значение  0wU  в точке 0w  области w переносится в область z  с раз-

ными значениями 0z  и   dwkzd , которые зависят от вида рассеивателя, причем, как 
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уже было сказано ранее, при переносе решения в область z  оно сохранится неизменным 

лишь в точках   1dwkzd . 

Комплексная угловая переменная 
c
w  является действительным числом в точке наблю-

дения 0w , которая всегда находится на кривой 0dr . Поэтому на 0dr : 0ˆ ww   и 0ˆ ww rr  . 

Если зафиксировать constrw 0 , то будет верно также и constrz 0  во всей области 

ŵ . Кроме того, из (38) следует линейная связь между угловыми переменными wz n  . 

Поэтому на 0dr  (где в соответствии с (39) 0ˆ www rrr  ) подстановка ŵ  вместо w в вы-

ражение для эйконала сводится к замене действительных угловых переменных w  и z  

на комплексные 
c
w  и 

c
z  соответственно, причем 

c
w

c
z n  . 

Выражение для ŵ  можно получить с помощью формальной подстановки в выражение 

для w вместо старых координат  wwr ,  новых:  c
wwr ,0 , где 0wr  - постоянная, а 

c
w  - 

комплексная, выражающаяся с помощью w  и wr̂ . Можно условно считать, что дополни-

тельная ортогональная координата wr̂  направлена перпендикулярно как w , так и wr  

(т.е. перпендикулярно плоскости  wwr , ). Таким образом, вместо пары действительных 

координат  wwr ,  получаем тройку  www rr ,ˆ, . Фиксируя  wwww rrr ,ˆ, 0 , получа-

ем область w, фиксируя ),ˆ,( 0 wwww rrr  , получаем область ŵ .  

Подставив 
c
w  вместо w  в ),( zzrP   из (31), получим обобщенную функцию геомет-

рической оптики ),ˆ,( www
g rrP  , зависящую уже от трех действительных переменных: 

 

     ),ˆ,(),(cos),(exp),(),,( 0
c
www

gc
wwz

c
wwz

c
wwz

c
wwz rrPrrikrrrrP   .    (41) 

 

По аналогии с обобщенной функцией геометрической оптики в соответствии с (31) 

можно написать выражение и для обобщенного эйконала:  

 

    ),ˆ,(),(cos),(),(),,( 0
c
www

gc
wwz

c
wwz

c
wwz

c
wwz rrSrrkrrrrS   .     (42) 

 

Как будет показано ниже, свойства функции (42) определяют особенности нового ме-

тода, поэтому целесообразно назвать его «метод обобщенного эйконала».  

Фиксируя в тройке координат  www rr ,ˆ,  значение одной из радиальных переменных 

(приравнивая 0ˆ ww rr   или 0ww rr  ), можно придавать желаемые свойства обобщенной 

функции геометрической оптики (41). При 0ˆ ww rr   получаем w
c
w    и 

 ),(),,(),,( 0 wwzwwzwww
g rrrPrrP   , а при 0ww rr   получаем новую функцию 

)( c
w

cP   комплексной переменной 
c
w : 
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Старая функция ),( zzrP   удовлетворяет в области z уравнению Гельмгольца, а в w - 

уравнению Гельмгольца с переменным волновым числом. В то же время новая функция 

плоской волны )( c
w

cP   в соответствии со свойствами аналитической функции удовле-

творяет в ŵ  уравнению Лапласа: 0)(ˆ  c
w

c
wP  . Это происходит потому, что ),( zzrP   

зависит не в целом от комплексной переменной z (или от d , или от w), а по отдельности 

от координат zr  и z  (которые можно выделить из z лишь с применением операции ком-

плексного сопряжения). Напротив, )( c
w

cP   зависит от одной комплексной переменной 

c
w  в целом.  

Таким образом, мы получили свойства обобщенной функции геометрической оптики 

),ˆ,( www
g rrP   для фиксированного значения одной из радиальных координат. Зафикси-

ровав оба значения радиальных координат: 0ˆ www rconstrr  , мы окажемся на об-

щей для областей w и ŵ  кривой 0wr , на которой 
сPP   и 

сSS  . 

Например, для плоской волны вида (32) получаем с учетом (38):  

 

      00
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000 coscosˆ    c
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n
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c
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c nrnkrrwS .               (44) 

 

Области сходимости функции (на которых функция убывает при увеличении волнового 

числа)  cc iSP exp  определяются условием 0Im cS , которое с учетом выражения 
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а также (39) приводит к неравенству 
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Участки сходимости изображены на (рис. 4) при помощи штриховки.  

Для цилиндрической волны вида (33) получаем:  

 

    000
2
0

2
00 cos2ˆ   c

wzzw
c nrrrrkrwS ,                      (47) 
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аналогичное выражение получается и для плоской волны вида (32). На кривой 0dr  функ-

ция )( 0wS c
 является действительным числом, поскольку в ней 0w

c
w   . 

С другой стороны, из (39) следует:  

wid

d

wd

d

d

d

wd

d
c
w

c
w

c
w

ˆ

1

ˆˆ 




 .                                           (48) 

С учетом (47) и (48) нетрудно получить выражение для первой производной 
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 .                     (49) 

 

На участках контурных интегралов (9), проходящих вдоль границы тени, первая произ-

водная равна нулю на пересечении границ тени с кривой 0dr , а именно - в точках, где пе-

ременная 
c
w  действительна и удовлетворяет соотношению   0

c
wn . При этом 

выполняется   0sin 0  c
wn ,   1cos 0  c

wn .  

Вычислим теперь вторую производную по ŵ  функции   0ˆ w
c rwS  в указанных точ-

ках:  
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wn .                     (50) 

Поскольку, в отличие от первой производной, вторая производная нулю не равна, точки 

  0
c
wn  являются по определению седловыми точками функции   0ˆ w

c rwS  в 

области ŵ . Обозначим их smŵ , где m - номер седловой точки. С учетом этого перепишем 

(50) в виде:  
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smz
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w
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rr

rkr
wS .                                           (51) 

Подставив значения smŵ  в функцию   0ˆ w
c rwS , получим 

 00)ˆ( rrkwS zsm
c  .                                                  (52) 

Выражения (51) и (52) понадобятся нам в дальнейшем для вычисления интеграла в 

окрестности седловой точки методом стационарной фазы. 

Для получения решения краевой задачи осталось найти координаты точек наблюдения 

0w , которые находятся на кривой 0dr  исследуемого рассеивателя.  

Заметим, что в (51) при 00 rrz   или при 00 rrz   выражение  0000 rrrr zz   при-

ближенно равно меньшему из 0r  и 0zr . Случай 10 kr  соответствует плоской волне 



41 

 

(32), а при 00 rrz   (цилиндрическая волна (33)) точка наблюдения находится в дальней 

зоне по отношению к источнику. 

Подставив в (20) значения из (47), (51) и (52), получим 
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(53) 

При выполнении условия     000
2

00 cos12   rrrr zz  (а именно - вблизи 

границ тени (   0 ), где   1cos 0  ) или при 12
0

2
0  rrz , в том числе 

при 10 zr  или 10 r  к эйконалу (33) можно применить формулу биномиального раз-

ложения 
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при этом с учетом (51) получаем: 
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Подставив в (21) значения для  )ˆ( sm
c wS  из (55) и )( 0wS c

 из (32), получим 
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Общее выражение (56) для рассеянного поля в случае возбуждения плоской волной (32) 

полностью согласуется с известными формулами теории дифракции. Как уже говорилось, 

в случае дифракции на клине кривая 0dr  является окружностью, при этом 0wwsm rr  . 

Если подставить в (56) выражения для координат точек smŵ  и 0w : 

  nirw wsmsm   0expˆ ,  nirw zw exp00   
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,  (57) 

то из (21) и (53) получится при 00 rrz   хорошо известное выражение для задачи рассе-

яния плоской волны на клине [1]: 
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где 0  z ,        2cos2cos1ˆ 2
000  zz

c
sm

c krkrwSwS  . 

В интегральных представлениях (14) и (17), построенных при помощи метода обоб-

щенного эйконала и вычисленных приближенно при помощи метода стационарной фазы, 

присутствует разность значений функции обобщенного эйконала в седловой точке и точке 

наблюдения    0ˆ wSwS c
sm

c  . В теории дифракции это выражение интерпретируется 

как разность эйконалов краевой и падающей (или отраженной) волн. Из (52), (54) и (58) 

следует, что как для случая плоской волны, так и для случая рассеяния цилиндрической 

волны на клине это выражение согласуется с известными формулами (см., например, [3, 

50, 57, 63]).  

      000ˆ rrkSSwSwS z
c

sm
c

отр
падкр ,                       (59) 

где  000
2
0

2
0 cos2   rrrr zz  и соответствует эйконалу вида (33). 

Выражение для дифракции цилиндрической волны на клине можно получить при по-

мощи подстановки в общее выражение (21) разности эйконалов (59) вместе со второй 

производной (51).  

Таким образом, подстановка в полученную при помощи метода обобщенного эйконала 

общую форму решения для рассеянного поля (21), выражений для падающей волны (32) и 

(47), с целью получения аналитического решения задачи дифракции плоской и цилиндри-

ческой волны на клине приводит к правильным результатам. Применяя метод обобщенно-

го эйконала для рассеивателей другой формы, можно получать аналитические решения 

новых задач теории дифракции.  
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ГЛАВА 2.  РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ ДИ-

ФРАКЦИИ ПРИ ПОМОЩИ МЕТОДА ОБОБЩЕННО-

ГО ЭЙКОНАЛА 

В предыдущей главе изложены основные принципы метода обобщенного эйконала 

(МОЭ), который позволяет получать в явном виде аналитические решения двумерных за-

дач теории дифракции. В основе этого метода лежит получение интегрального представ-

ления решения во вспомогательной области, получаемой при помощи теории конформных 

отображений. Во второй главе получены в общем виде асимптотики интегральных пред-

ставлений дифракционных коэффициентов для идеально проводящих полубесконечных 

рассеивателей, в том числе для рассеивателей, имеющих размерный параметр. Примене-

ние этих выражений в случае дифракции на полуплоскости и клине приводит к известным 

результатам, что подтверждает справедливость разработанного метода. В настоящей главе 

получено аналитическое решение для полупластины с конечной толщиной. Проведено 

сравнение полученных результатов с асимптотическим решением той же задачи, пред-

ставляющим собой расчет двукратного переотражения рассеянного сигнала на вершинах 

полупластины, а также с данными из литературы. Сравнение показало хорошее совпаде-

ние результатов.  

Для клиновидных рассеивателей, не имеющих размерного параметра, интегральное 

представление (10) можно применять во всех точках области w , а не только на кривой 0dr  

(являющейся для клиновидного рассеивателя окружностью constrw 0 ). Этот факт под-

тверждается тем, что для клиновидных рассеивателей интегральное представление реше-

ния полностью совпадает с известным интегральным представлением, которое может 

быть получено разными способами. Напротив, для случая рассеивателей с размерным па-

раметром перенос решения для рассеянного поля из области  0ˆ wrw  в область w  приво-

дит к правильному результату не во всех точках области w , а лишь на кривой 0dr , в точ-

ках 0w  которой выполняется условие   1dwkzd  (или dzdwk  ). При этом в точ-

ках 0w  области w  волновое уравнение (4) для поля  0wU  совпадает с первоначальным 

волновым уравнением (2). Если же   1dwkzd  (или dzdwk  ), то в этих точках 

области w  волновое уравнение (4) не совпадает с первоначальным волновым уравнением. 

Поэтому решение, перенесенное из  0ˆ wrw  в w , будет соответствовать исходной задаче с 

другим волновым числом 1k , удовлетворяющим условию: dzdwk 1  (или 

  11 dwzkd ). Таким образом, для случая рассеивателей с размерным параметром кор-

ректный перенос решения для рассеянного поля из области  0ˆ wrw  в область w  может 

осуществляться лишь в точках 0w  кривой 0dr . 

В соответствии с (39) вид вспомогательной области  0ˆ wrw , а также зависимость 

функции обобщенного эйконала от комплексной угловой переменной в интегральном 

представлении решения для рассеивателя с размерным параметром будут такими же, как 
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соответствующие зависимости для клиновидного рассеивателя. Таким образом, решение 

для рассеивателя с размерным параметром можно найти, разместив его кривую 0dr  в об-

ласти w , где уже существует решение для клиновидного рассеивателя, удовлетворяющее 

первичному волновому уравнению во всей области z . Однако, как будет показано далее, 

размещение кривой 0dr  должно сопровождаться ее предварительной нормировкой.  

 

2.1  Решения задач дифракции на идеально проводящих по-

лупластине и усеченном клине при помощи метода обоб-

щенного эйконала 

Несмотря на достижение значительных успехов в области теории дифракции, не теряет 

актуальности вопрос о получении аналитических решений задач дифракции на полупла-

стине и усеченном клине, доступных для использования широким кругом исследователей 

и инженеров.  

В качестве дополнительных бонусов тем, кто решился освоить новый метод расчета, 

может появляться возможность интерпретации с физической точки зрения отдельных со-

ставляющих математических формул, их наглядного представления на иллюстрациях и 

изучения их поведения отдельно друг от друга. Особый интерес представляет собой воз-

можность исследовать поведение решения в области равномерного стремления к нулю 

величины размерного параметра (расстояния между вершинами). Такие бонусы дает не-

давно разработанный [147, 148, 150, 154, 156, 157, 162, 163] метод обобщенного эйконала 

(МОЭ). Излагая краткие основы этого метода, мы будем в данном разделе в основном ис-

пользовать результаты работы [167].  

 

Основы метода обобщенного эйконала 

В соответствии с МОЭ интегральное представление поля, непрерывного в области w12, 

строится в области комплексной переменной ŵ, представляющей собой аналитическое 

продолжение с кривой rd0 в область комплексных значений .  

На основе теоремы Коши о вычетах можно в области ŵ построить интегральное пред-

ставление решения для рассеянного поля в точке наблюдения w0 (8). В случае двух границ 

тени (для падающей и отраженной волны) и двух участков сходимости s1 и s2 получается 

формула общего вида (10).  

Вычислив интегралы типа (10) при помощи метода стационарной фазы, получим (21).  

При условии нахождения замены переменной w→ŵ, обеспечивающей удовлетворение 

условий (6), рассеянное поле в форме (21) описывает решение задачи дифракции для ши-

рокого класса рассеивателей.  

 

Дифракция на клине 

При помощи метода обобщенного эйконала можно получить известное решение задачи 

рассеяния на клине с внешним углом n. Конформное отображение и производная (5) 

равны (по аналогии с (35)):  
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  , (60) 

а семейство кривых rd0 превращается в семейство окружностей rw0=const.  

Переменная φw является угловой координатой точки окружности rw0=const в области 

w12. Хотя для построения интегрального представления мы используем комплексную пе-

ременную φw
c
, в итоговые формулы входят только координаты точек, которые находятся 

на кривой rd0, общей для областей w и ŵ. Координаты этих точек являются действитель-

ными числами.  

Для клина с его конформным отображением (60) удается найти вид зависимости (39) 

между переменными ŵ и w, обеспечивающий удовлетворение условий (6) и получить ре-

шение для рассеянного поля. Преобразуя выражение общего вида (21), получим рассеян-

ное поле на кривой rd0 в случае двух седловых точек ws1 и ws2 (соответствующих границам 

тени падающей и отраженной волны) (в соответствии с (21)): 
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В этом выражении обе седловые точки   nirw wsm   00 exp  и точка наблюдения 

     ninkrirw z

n

zww  expexp
1

0000   расположены на кривой rd0. Полярные координаты 

источника в области z: (r0, φ0). Полярные координаты точки наблюдения в области z: 

z0=(rz0, φz0), а в области w: w0=(rw0, φw0). Безразмерные (т.е. умноженные на k) эйконалы в 

седловых точках S(wsm) и точке наблюдения S(w0) равны: 

   00 rrkwS zsm  ,         0000

2

000 cos12   zzz rrrrkkwS , (62) 

входящие в формулу величины показаны на рис. 5.  

 

 
Рис. 5 

Схема падения волны точечного источника на клин. 

 

На рис. 5 показана схема падения волны точечного источника на клин. Жирная окруж-

ность соответствует кривой rd0 для клина.  
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Симметризация решения. 

Выражение (61) для поля, рассеянного клином, рассматриваем в безграничной дву-

листной области w12 с переменным волновым числом. Данное выражение справедливо по-

чти во всей области z (и почти везде в w12) за исключением небольшой окрестности вокруг 

освещенной вершины. Эта окрестность находится внутри кривой rd0.  

Если не принимать специальных мер, то в общем случае решение (61) будет иметь раз-

рывы. В двулистной области w12 значения угловой координаты точки наблюдения φw0 из-

меняются в пределах интервала 2π. Назначив определенным образом начальные и конеч-

ные точки этого интервала, можно сделать решение (61) непрерывным. Для этого будем 

отсчитывать угловую координату точки наблюдения φw0 от направления падающего поля, 

при этом φw0 будет меняться в пределах φ0/n−π<φw0<φ0/n+π. Соответствующие значения 

углов φz будут меняться по формуле φz=nφw. Эти значения φz подставим в формулу (62). 

Тогда решение (61) станет непрерывным в области w12 и будет иметь лишь разрыв произ-

водной в направлениях φ0/n+π и φ0/n−π. Оба эти направления соответствуют одному и то-

му же пространственному лучу в нижней полуплоскости w2 области w12. Назовем это 

назначение начальных и конечных точек φw0 «симметризацией» решения.  

 

Эвристический подход для случая рассеивателей с размерным параметром. 

Как уже было показано ранее, замена переменной w→ŵ для клина (40) удовлетворяет 

условиям (6). Для рассеивателей более сложной формы, в том числе – для тех, которые 

имеют размерный параметр, нахождение явного вида формул замены переменной пред-

ставляет собой сложную математическую задачу. Поэтому для рассеивателей с размерным 

параметром мы вместо поиска строгого выражения для замены переменной применим эв-

ристический подход. Смысл его состоит в том, что для получения решения на рассеивате-

ле с размерным параметром мы берем на кривой rd0 уже известное решение для клиновид-

ного рассеивателя (который не имеет размерного параметра). Соответствующие действия 

описаны далее (в комментариях к рис. 10 и 11). После получения эвристического решения 

оно, как всегда, должно быть верифицировано, т.е. подвергнуто проверке и при необхо-

димости – «настройке», т.е. уточнению.  

 

2.1.1  Интеграл Шварца – Кристоффеля 

Из теории комплексного переменного известен интеграл Шварца – Кристоффеля, кото-

рый реализует конформное отображение z(w) верхней полуплоскости w на область z, 

внешнюю по отношению к двумерному полубесконечному рассеивателю с углами при 

вершинах α и β (рис. 6). Конформное отображение и производная:  

    1

11

0

2 CdwwwCwkz
w

w
 

 
,   

 
  11 2

 
 wCw

dw

wdkz
. (63) 

Здесь C и C1 - постоянные, определяемые геометрией системы.  
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Рис. 6 

Постановка задачи дифракции на усеченном клине. 

 

На рис. 6 показана геометрия усеченного клина с величиной внешних углов при вер-

шинах πα и πβ. Длина торца равна kh. Границы «свет – тень» падающего и отраженного 

полей показаны штриховкой. Дополнительные границы «свет – тень» направлены вдоль 

продолжений торца.  

 

2.2  Дифракция на полупластине 

Рассмотрим рассеиватель конкретного вида, а именно - полупластину с конечной без-

размерной толщиной kh ( 2k  - волновое число, h - размерная толщина полупласти-

ны), конформное отображение )(wkz  для которой имеет вид 

 

   )2(1ln)2(1
)(

 wwwwww
kh

wkz
,                  (64) 

 

откуда получаем производную по w функции )(wkz : 

 

)exp(22)(2)2(2
)(

dd irdwDww
kh

wkz

dw

d












.           (65) 

 

Задавая различные значения drd  , можно получить семейство кривых в областях w 

и z. Семейство этих кривых изображено на рис. 7.  
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Рис. 7 

Семейство кривых rd0 при падении волны точечного источника на идеально проводя-

щую полупластину. При kh=π/2 и выше кривая rd0 состоит из двух раздельных частей. Чем 

меньше значение kh, тем точнее форма кривой rd0 соответствует окружности.  

На рис. 7 показано семейство кривых rd0 для идеально проводящей полупластины (по-

казана жирной линией). Точка наблюдения z0 находится на кривой rd0. При больших зна-

чениях kh (π/2 и выше) кривая rd0 разделяется на две части. Чем меньше значение kh, тем 

больше форма кривой rd0 приближается к окружности.  

Переменная w  является безразмерной. Независимо от величины kh верхней вершине 

полупластины соответствует точка w=0, середине торца - w= 1, нижней вершине - w= 2. 

Кривая constrd   может быть односвязной или двусвязной. Большим значениям 

1dr  соответствуют односвязные кривые constrd  , для которых 1w , а малым 

1dr  - двусвязные кривые constrd  , для которых 1w . В последнем случае 

имеются в виду точки w, расположенные на той части двусвязной кривой constrd  , ко-

торая окружает начало координат w=0. Для другой части двусвязной кривой constrd  , 

окружающей точку w= 2, при 1dr  будет выполняться 12 w .  

В соответствии с принципом единственности решения очевидно, что каждому значе-

нию kh должна соответствовать своя кривая constrd  , которую при изложении общей 

теории метода обобщенного эйконала мы называли «кривая rd0». Для установления взаим-

но однозначного соответствия drkh  представим полупластину с изменяющейся вели-

чиной kh как промежуточную фазу перехода от клина к полуплоскости. Как известно, 

клиновидные рассеиватели не имеют размерного параметра, а кривые rd0 для них при лю-

бых значениях внешнего угла раствора клина n  являются окружностями nkrz 10   в 
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области z или 100  wrw  в области w. При переходе к предельным случаям задач рас-

сеяния на полуплоскости ( 1kh , 1dr , 1w ) или клине ( 1kh , 1dr , 

1w ), кривая rd0 в области w для толстой полупластины также должна стабилизиро-

ваться в окрестности окружности 10 wr  и перестать зависеть от kh. Следуя сказанному, 

осуществим нормировку области w:  

 

  wkhСwN  ,                                                         (66) 

 

где  khС  - функция, зависящая от размерного параметра, такая, что в предельных случа-

ях kh<<1 и kh>>1 выполняется 1Nw . Поскольку мы рассматриваем задачу рассеяния 

на фиксированной частоте, нормировка (66) является линейной, т.е. не зависит от w . 

Для определения явного вида функции  khС  запишем в области Nw  конформное 

отображение для клиновидного рассеивателя  Nwkz , соответствующее бесконечно тон-

кой полуплоскости при n=2 и клину при 23n , а также его производную:  

 

  n
NN w

n
wkz

1
 ,     N

n
NN

N

dwwkz
dw

d
 1)( .                                 (67) 

 

На кривой 0dr  клиновидного рассеивателя 1Nw . Поскольку при этом 1Nd , 

Nd  - нормированная производная. Очевидно, что в результате нормировки (66) конформ-

ное отображение (64) и производная (65) при 1dr  и 1dr  должны переходить в 

(67) для n=2  (kh<<1) и n=3/2 (kh>>1) соответственно. 

Приравняем функции конформных отображений из (64) и (67):  

 

)()( Nwkzwkz  ,                                                       (68) 

 

а также возьмем производную по Nw  от обеих частей равенства: 

 

 
N

NN

d
dw

dw
d

kh
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wkzd



2

)(
.                                             (69) 

 

Приравнивание формул для двух конформных отображений (68) является дополни-

тельно наложенным условием, сформулированным исходя из физических предпосылок. 

Как уже говорилось ранее, если представить полупластину с изменяющейся величиной kh 

как промежуточную фазу перехода от клина к полуплоскости, кривые rd0 полупластины с 

изменяющейся величиной kh должны в предельных случаях kh<<1 и kh>>1 переходить в 

окружность 1Nw , которая является кривой rd0 для клиновидного рассеивателя при 
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любых значениях внешнего угла раствора клина n . Поскольку кривые 0dr  рассеивателя 

с размерным параметром и клиновидного рассеивателя имеют разную форму, равенство 

(68) будет выполняться не во всех точках кривых rd0, а в точке их пересечения, хотя в пре-

дельных случаях kh<<1 и kh>>1 кривые rd0 для двух типов рассеивателей будут практиче-

ски совпадать. 

Так как связь (66) между w  и Nw  линейная, то в (69) NN wwdwdw  , откуда 

khwd

wd

NN 2







,  

kh
www

2
)2(


 .                                   (70) 

Поскольку для всех сомножителей, в которые входит переменная w , линейная норми-

ровка происходит в соответствии со степенями, с которыми они входят в левую часть (70), 

можно установить связь между нормированными и ненормированными величинами 
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2
.                (71) 

 

Таким образом, установив вид нормировочной функции из (66):   khkhС 2 , мы 

получили связь между w и Nw . Кроме того, из (71) можно установить и точку пересече-

ния кривой constrd   с окружностью 1Nw . Точка пересечения находится в средней 

точке кривой constrd  , т.е. на перпендикуляре к торцу, поскольку лишь в ней выполня-

ется условие равенства расстояний до вершин полупластины: 

0122 wNN rwkhw   . Области w и Nw  с кривыми rd0 показаны на рис. 8 и 9 

соответственно.  

 

 
Рис. 8 

Семейство кривых rd0 в области w. 

На рис. 8 показано семейство кривых rd0 в области w. Это семейство тех же кривых, ко-

торые изображены на рис. 7. Кривые изменили форму в результате конформного отобра-

жения.  

 

w
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Рис. 9 

Семейство кривых rd0 в области wN. 

 

На рис. 9 показано семейство кривых rd0 в области wN. Нормировка размеров кривых 

проведена в сответствии с видом нормировочной функции C(kh). Центральная точка каж-

дой из кривых rd0 находится на окружности 1Nw  (которая выделена жирной линией).  

В случае многосвязной кривой constrd   процессы взаимодействия поля с рассеива-

телем локализуются в окрестности кромок, поэтому их следует рассматривать по отдель-

ности. При переходе от многосвязной кривой к односвязной происходит объединение 

участков кривой constrd  , которая теперь охватывает обе кромки сразу. В этом случае 

процесс дифракции на обеих кромках можно рассматривать как единое целое. Форма кри-

вой constrd   зависит от значения kh. Из (71) следует, что для односвязной кривой 

constrd   при kh<<1, 1w  выполняется    drkhdw  212 . Отсюда оче-

видно, что после перехода к нормированным величинам условие (5) 1dr  нужно пере-

смотреть следующим образом: 1dNr , или 

 

  1 NN ddwkzd ,  khddN 2 ,                                      (72) 

 

при этом условие равенства модуля производной единице выполняется на удовлетворяю-

щих условию  khrd 2  кривых, которые мы и будем называть в дальнейшем «кри-

вые rd0». Последнее соотношение устанавливает связь между размерным параметром kh и 

величиной dr , определяющей форму кривой rd0. 

Нормировка переменной w позволяет провести корректное размещение кривой rd0 для 

рассеивателя с размерным параметром в области 12w , во всех точках которой уже суще-

ствует решение задачи рассеяния на клиновидном рассеивателе (формулы (21), (31), (33), 

(53), рис. 5).  

Nw
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2.2.1  Получение решения на заданной базовой кривой и 

физическое обоснование эвристического подхода 

Предположим, что мы нашли каким – либо образом (например, при помощи численных 

методов) решение ),( zzru   задачи рассеяния на полупластине толщиной kh  плоской 

волны с единичной амплитудой вида 

 

 )cos(exp1),( 0  zzzz ikrrP ,                                        (73) 

 

падающей таким образом, что торец полупластины остается в тени. При этом на поверх-

ности полупластины оказывается лишь одна точка (освещенная вершина), лежащая на 

границе тени. Разместим полное поле Pu   в области 12w . Также разместим в рассматри-

ваемой области кривую rd0, соответствующую указанному виду рассеивателя. 

Далее, найдем еще одно решение ),(1 zzru  , соответствующее задаче рассеяния на 

клине с внешним углом раствора en  плоской волны вида 

 

 )cos(exp),(1 0ezzezz ikrArP   ,                                     (74) 

 

и также разместим полное поле 11 Pu   в области 12w  (рис. 10). Выбор параметров en , 

eA  и e0  будет объяснен позже. 

 

 
Рис. 10 

Область w12, кривые rd0 и rwN, лучевая структура падающего и рассеянного поля.  
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На рис. 10 показана лучевая структура рассеянного поля в задаче дифракции на «экви-

валентном» клине (которому соответствует окружность rwN). Взяв это решение на кривой 

rd0 для полупластины, получаем эвристическое решение. Геометрические параметры «эк-

вивалентного клина» подобраны таким образом, что границы «свет – тень» в задачах рас-

сеяния на эквивалентном клине и полупластине совпадают. 

Взяв решение 11 Pu   в точках кривой rd0, найдем полное волновое поле Pu 2  в об-

ласти, соответствующей полупластине и сравним его с первоначальным решением. Пусть 

параметры en , eA  и e0  выбраны таким образом, что вдали от кромки границы тени 2u  

совпадают с границами тени u , и на этих границах полное поле непрерывно. Тогда, реше-

ние для рассеянного поля 2u  будет наилучшим образом совпадать с решением для рассеян-

ного поля u . 

Проверка точности получившегося эвристического решения и его «настройка» (т.е. 

дальнейшее уточнение до заданных величин) может быть сделана (как и для любого эври-

стического решения) при помощи дальнейшей верификации, т.е. при помощи сравнения с 

решением, точность которого уже доказана (например, с численным решением). Верифи-

кация любого эвристического решения (которое само по себе не обладает математической 

строгостью) всегда является неотъемлемым этапом его получения. 

Физическое обоснование выбранного эвристического подхода заключается в том, что 

если бы мы задали решение на кривой rd0 точно, то в силу единственности решения это 

означало бы, что мы нашли решение во всей области w12, поскольку продолжение поля с 

кривой rd0 во внешнюю или во внутреннюю области осуществляется единственным обра-

зом. Проблема заключается в том, что поле на кривой rd0 мы находим неточно. Условия 

краевой задачи для искомого решения тоже выполняются неточно. Но предлагаемое ре-

шение – эвристическое, поэтому мы имеем полное право его применять при условии про-

ведения дальнейшей верификации. При этом не следует забывать, что чем точнее эври-

стическое решение, тем легче провести его уточнение. Поэтому наша задача – применить 

на кривой rd0 решение для «эквивалентного клина» таким образом, чтобы его отличие от 

строгого было минимальным. С этой целью мы выбираем то решение для «эквивалентно-

го клина», которое расположено по отношению к кривой rd0 в области w12 ближе других.  

Таким образом, мы показали, что решение для полупластины может быть выбрано из 

семейства решений для клиновидных рассеивателей. Под термином «семейство решений» 

понимается совокупность решений для различных углов раствора клина n  и различных 

углов падения 0 . 

Процесс поиска волнового поля по его значениям на кривой rd0 может быть сформули-

рован с помощью интегрального уравнения. Однако, в первом приближении можно про-

вести оценку решения методом геометрической оптики. Будем считать, что в среде с по-

стоянным коэффициентом преломления волна, уходя с кривой rd0, распространяется внут-

ри постоянного углового сектора, причем амплитуда и фаза рассеянного поля ),( zzru   

меняются по закону 
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где ),( zzrA   - комплексная амплитуда поля на участке кривой 0dr , zr21  - кривизна со-

ответствующего участка, 1  - кривизна участка волнового 

фронта в точке наблюдения,  zf   - функция, пропорциональная амплитуде поля, но не 

зависящая от расстояния при распространении волны, т.е. сохраняющаяся в угловом сек-

торе. Назовем функцию  zf   диаграммой направленности волнового поля.  

Нашей задачей является определение поля рассеяния полупластины при помощи поля 

рассеяния эквивалентного клина, которое определяется формой клина (т.е. параметром  

en ) и параметрами падающей волны (74) ( eA  и e0 ). Если решать задачу определения 

волнового поля при помощи метода геометрической оптики, то очевидно, что после кон-

формного отображения направления выхода границ тени эквивалентного клина из кривой 

0dr  должны совпадать с направлениями границы тени для полупластины:  
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где   0w  и   0w  - направления выхода границ тени из кривой rd0 в области 

12w  (Рис. 10). Поскольку при конформном отображении (64) все фрагменты области w  

поворачиваются на угол d , условие (76) сводится к поиску точек на кривой rd0, в кото-

рых выполняется условие: 

 

  0dw ,    0dw .                                    (77) 

 

Потребовав выполнение условия (77), можно определить параметры en  и e0  эквива-

лентного клина. Параметр eA  будет определен позже.  

 

2.2.2  Нормировка по мощности 

В ходе преобразования при помощи конформного отображения перехода решения из 

области w в область может происходить изменение длины и кривизны участка l  кривой 

0dr  в областях z и w. При этом на участке l  происходит изменение амплитуды поля, ко-

торое необходимо учесть. Рассмотрим распространение волны в области z  внутри луче-

вой трубки с участками волновых фронтов 1l  и 2l , расположенных поперек направле-

ния распространения волны. Тогда для полей 1A  и 2A  на соответствующих участках 

справедливо соотношение:  

 

1
2
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2
2 lAlA  .                                                       (78) 

 

Пользуясь соотношениями (33) для цилиндрической волны, запишем 



55 

 

 

 fkrA 2
,                                                          (79) 

 

где A  - комплексная амплитуда волнового поля,  f  - диаграмма направленности вол-

нового поля. Наложим на решение условие сохранения мощности в угловом секторе, ана-

логичное закону сохранения мощности в лучевой трубке: 

 

1122   ff ,                                                       (80) 

 

где 1f  и 2f  - диаграммы направленности волновых полей в областях 1  и 2 , 1  и 2  

- соответствующие угловые секторы. Заметим, что соотношения (78) и (79) справедливы 

лишь для областей с постоянным волновым числом, в то время как соотношение (80) 

справедливо и для областей с переменным k . 

Рассмотрим изменение амплитуд полей при переходе решения из области z0 для экви-

валентного клина в область w с кривыми w1 и w2, а затем – в область z2 полупластины. 

Схема переходов решений между различными областями изображена на рис. 11.  

На рис. 11 показана схема переходов решений между областями z0, w и z2. Решение для 

эквивалентного клина находим на окружности w1 в области z0, затем в области w перено-

сим решение с кривой w1 на кривую w2, после чего отображаем область w на область z2, 

соответствующую полупластине. Значения поля на кривой w2 в области z считаем эври-

стическим решением задачи дифракции на полупластине.  

Окружность enkz 1  в области z0 соответствует условию 1d  для конформного 

отображения e
n

nwkz e . В области w этой кривой соответствует окружность 1w : 

1wr . Кривая 2w  - это кривая rd0 для конформного отображения (64) в областях w и z .  

Тогда для переходов в случае полупластины получим:  
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где 1zf  - диаграмма направленности поля в области z  в угловом секторе 1z  для экви-

валентного клина, 2zf  - диаграмма направленности поля в области z  в угловом секторе 

2z  для полупластины с конечной толщиной, 1wf  - диаграмма направленности поля в 

области z в угловом секторе 1w  для полупластины с конечной толщиной, 

ezw n11    - соответствующий угловой сектор в области w . В результате для диа-

грамм направленности полей 2zf  и 0zf  получим с учетом 12 wz ll  :  
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где 11 wr  и 21 zr  - локальная кривизна соответствующих участков кривой 0dr . 
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а) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 11 (а) – (в) 

Схема переходов решений между областями z0, w и z2. 

Для определения 2zr  рассмотрим элемент l , кривой 0dr  в областях d, w и z , обозна-

чив его соответственно dl , wl и zl . В области d  ddd rl  0 , а wl и zl : 

0z
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w

2w 1w

2w

1w

2z



57 

 

dddw
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dw
l  0 ,  ddwz

dd

dw

dw

dz
rl

dw

dz
l  0 .        (83) 

Длины элементов wl и zl  равны, поскольку на кривой 0dr  1dwdz . 

Рассмотрим теперь элемент wNl  окружности Nw  (фазового фронта сигнала, рассеян-

ного эквивалентным клином), пересекающий wl  в середине под углом  nwwN   , где 

wN  и nw  - углы направлений нормалей к этим элементам (рис. 12).  

На рис. 12 показан сектор, расположенный между лучами, уходящими из центра под 

углами φwN2 и φwN1. Разность значений этих углов представляет собой угол расходимости 

лучей. Амплитуда поля, соответствующего этим углам, соответствует решению задачи 

дифракции на эталонном клине (рис. 10), а фазовый фронт соответствует окружности rwN. 

Мы берем эти амплитуды на кривой rd0, соответствующей полупластине, и считаем, что 

фазовый фронт также соответствует кривой rd0. Поэтому считаем, что теперь лучи уходят 

с кривой rd0 под углами φn2 и φn1. В соответствии с законом сохранения энергии изменение 

угла расходимости приводит к изменению амплитуды поля.  

Длины элементов wNl  и wl  в области w связаны соотношением 

 nwwNwwN ll   cos . Найдем изменение кривизны элемента wNl  при кон-

формном отображении  wZ . 

 

 

 

 

Рис. 12 

Изменение угла расходимости и направления ухода лучей рассеянного поля на кривой rd0. 

 

При конформном отображении  wZ  все векторы поворачиваются на угол d , поэто-

му угол поворота нормали к rd0 равен dwz   , а разность между направлениями 

векторов на краях элемента l  подчиняется соотношению dwz   . Соответ-

ственно: dnwnz   . Вследствие свойства сохранения углов при конформном 

отображении векторы на концах элемента wNl  поворачиваются на угол 

12w
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2n
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 cos ,                    (84) 

поскольку разность углов между нормалями к кривой rd0 на концах элемента wNl  про-

порциональна проекции элемента wNl  на кривую rd0. В свою очередь, проекция элемента 

wNl  на кривую rd0 так же, как и проекция wNl  элемента wl  на окружность Nw  про-

порциональна косинусу угла между нормалями  nwwN  cos . Радиус кривизны эле-

мента zNl  окружности Nw  на кривой rd0 в области z  равен: 

zNwNzNzNzN llr   . Величина углового элемента wN , опирающегося 

на элемент wNl , связана с радиусом wNr  соотношением: wNwNwN rl . Отсюда: 
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С учетом свойства сохранения разности углов  nwwN    при конформном отобра-

жении получаем 

   nwwNddnwwNzzN r
dd
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ll   coscos 0 , откуда: 
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Подставляя zNr  в качестве 2zr  в (82), получим требуемый коэффициент для диаграм-

мы направленности поля при преобразовании решения для эквивалентного клина в реше-

ние для полупластины с конечной толщиной. 

Теперь следует перейти от выражений для диаграмм направленности к выражениям для 

полей. Как следует из (79),     flA2
. При интегрировании полной энергии, рас-

пространяющейся через рассматриваемый контур, должно выполняться: 
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,                                                      (87) 

 

где L  - полная длина контура,   - полный угол диаграммы направленности поля. 

Установим связь между  lA  и  f  вида  

 

   fAlA n2
,                                                            (88) 

 



59 

 

где nA  - постоянный нормировочный множитель. То же самое соотношение должно вы-

полняться и для средних значений: 
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.                                                           (89) 

 

Запишем формулу (87) для средних значений квадрата амплитуды и диаграммы 

направленности: 
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С учетом (88) и (89) получаем из (90): 
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.                                                   (91) 

 

Рассмотрим формулу (91) в случае перехода из области z  в область w кривой rd0 для 

клиновидного рассеивателя. В этом случае на окружности ez nkr 1  с учетом 

zzz dkrdl  , где wez dnd    получим независимо от величины en : 

 

wz ddl  , wzez krnL   ,  wwz fA 2
.                               (92) 

 

Как указывалось ранее, для клиновидных рассеивателей можно брать решение во всех 

точках области w, а не только на кривой rd0. При этом всегда w , а величина 

 wwf   остается постоянной (по крайней мере, вдали от границы тени), в то время как 

амплитуда zA  уменьшается при увеличении длины кривой zL  в соответствии с соотно-

шением (91). 

Для других видов рассеивателей соотношение (91) также приведет к правильным соот-

ношениям между амплитудой и диаграммой направленности поля. 

В процессе применения метода обобщенного эйконала к нахождению решения для за-

дачи рассеяния на полупластине перенос значений поля между областями w и z  осу-

ществляется дважды. Первый раз происходит перенос значений поля решения для эквива-

лентного клина в область w. Второй раз происходит перенос из w в z  значений поля, рас-

положенных на кривой rd0. При этом получаются два нормировочных множителя типа 

(91), каждый из которых связан со своим преобразованием поля. При этом в каждом пре-

образовании фигурирует кривая, длину L  которой нужно вычислить. 

Длина окружности 1w  в области 0z  равна  . Вычислим теперь длину кривой 1w  в 

области z  при конформном отображении, соответствующем полупластине, для опреде-

ленного значения kh . Она равна интегралу  
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Теперь вычислим длину кривой rd0. При интегрировании по параметру d  в области d  

получаем: 
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Интегралы (93) и (94) берутся численно. С учетом (82) и (91) получим: 
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 .                              (95) 

В итоге из (95) получаем соотношение для комплексных амплитуд поля на кривой rd0: 
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Поскольку длина кривой L  в общем случае отличается от  , это означает, что для по-

лучения заданных значений поля в этих точках следует изменить амплитуду поля возбуж-

дения для эквивалентного клина. В свою очередь, это означает, что мы нашли параметр 

eA  из (74): 

LAe  .                                                      (97) 

Этот множитель уже учтен в (96), однако в (97) мы вычислили его отдельно, поскольку 

позже нам потребуется подставить в выражение (74) параметры eA  и e0 . 

 

2.2.3  Решение методом последовательных дифракций  

По изложенной методике был проведен расчет рассеяния на полупластине с конечной 

толщиной плоской волны, падающей под углом 40 . Решение, полученное при помощи 

МОЭ, сравнивалось с приближенным решением, построенным методом последовательных 

дифракций (МПД) при помощи учета переотражения волны, рассеянной освещенной 

кромкой, на границах торца. Сначала находили цилиндрическую волну 1A , получающу-

юся в результате дифракции первичной плоской волны на клине с 23n , совпадающим 

с освещенной вершиной. Затем рассчитывали цилиндрическую волну 2A , получающую-

ся в результате дифракции цилиндрической волны 1A  на клине с 23n , совпадающим 

с теневой вершиной. И, наконец, рассчитывали цилиндрическую волну 3A , получающу-

юся в результате дифракции цилиндрической волны 2A  на клине с 23n , совпадаю-

щим с освещенной вершиной. Цилиндрические волны 1A , 2A  и 3A  рассчитывали при 

помощи формулы (53). 



61 

 

Для вычисления 1A  подставим zr  и 0r  для плоской волны в (53). Эта подстановка 

приводит к хорошо известной формуле (58), полученной при разработке метода краевых 

волн [1]. 

Для вычисления 2A  и 3A  подставим в (53) zr  и 0r  для цилиндрической волны. Для 

определения  sm
c wS ˆ  и  0wS c

 воспользуемся формулами (47) и (52). При этом 
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Если источник расположен в одной из вершин, а дифракция происходит на другой, то в 

(98) следует подставлять hr 0 , 20   . Для случая плоской волны разность эйко-

налов (98) сводится к выражению (55). Координаты седловых точек smŵ , лежащих на 

кривых rd0 освещенной и теневой вершин (клиньев с 23n ), представляющих собой 

окружности радиуса 321  nkrz  с центрами в соответствующих вершинах, рассчи-

тывались в соответствии с формулой (50).  

Итак, в соответствии с (10) с целью получения )( 0wv  в виде выражения (21) нам нуж-

но найти два интеграла типа (53). Для поля возбуждения в виде единичной плоской волны 

(31), (32) получаем: 
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где 023   w . Как видим, аргумент   зависит от значений w  в области 12w . 

Этот угол меняется в пределах   w . Поле    smwz wArA ˆ1,1   - это полное 

поле после рассеяния первичной плоской волны на освещенной кромке. Оно существует 

лишь в области вне клина, связанного с освещенной кромкой. 

Далее, ищем дифракцию поля  smwA ˆ1  на теневой кромке: 
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Подставляя в эту формулу дважды (для верхней и нижней полуплоскостей области 

12w ) значение поля возбуждения в виде:    smsm wAwP ˆ1ˆ  , а затем, подставив резуль-

таты в (21) и затем – в (10), получим полное поле  smwA ˆ2  после рассеяния теневой 

кромкой:    smsm wUwA ˆˆ2  . Это поле существует лишь в области вне клина, связанно-

го с теневой кромкой. И, наконец, подставив дважды в (100)    smsm wAwP ˆ2ˆ   и под-

ставив результаты в (21) и (10), получаем    smsm wUwA ˆˆ3  . Это результат также суще-

ствует лишь в области вне клина, связанного с освещенной кромкой, но мы берем его в 

еще более узкой области углов 2 z . При этом «зашивается» граница тени, связан-

ная с освещенной кромкой. 
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Седловые точки smŵ  находятся на пересечении границы тени, связанной с затеняю-

щей вершиной, и окружности с центром в этой вершине, проходящей через точку наблю-

дения. Так, если точка наблюдения находится на расстоянии zr  от освещенной вершины, 

а расстояние до нее от теневой вершины равно zr2 , то при дифракции на теневой вер-

шине источника, находящегося в освещенной вершине, седловая точка находится на рас-

стоянии hr z 2  от теневой вершины, т.е. ее угловые координаты -  23,2 hr z  , а 

при дифракции на освещенной вершине источника, находящегося в теневой вершине, уг-

ловые координаты седловой точки -  2,zr . При использовании формул (99) и (100) 

учитывалось, в верхней или нижней полуплоскости плоскости 12w  (или, что то же самое 

– на каком из двух экземпляров области z ) находится точка наблюдения. 

 

2.2.4  Результаты расчета 

На рис. 13 а) - е) показано сравнение амплитуд полного поля на кривой rd0 для реше-

ний, полученных при помощи метода обобщенного эйконала (МОЭ) и метода последова-

тельных дифракций (МПД).  

На рис. 13 показаны результаты расчета поля на кривой rd0 для различных величин kh.  

Сравнение решений проводилось для волны, падающей на толстую полупластину под 

углом  400  по отношению к горизонтальной оси. На левых графиках показаны ам-

плитуды решений задачи дифракции на полупластине, полученные при помощи метода 

обобщенного эйконала (обозначение МОЭ, на графике показаны сплошной тонкой лини-

ей), при помощи метода последовательных дифракций (обозначение МПД, на графике по-

казаны пунктиром) и для сравнения приведено решение задачи рассеяния на полуплоско-

сти (обозначение ПП, на графике показаны точками). Значение угла наблюдения z  ме-

няется в области z  от 360  до 360  (т.е. – в двухлистной области). На правых графи-

ках показаны соответствующие решения для двух видов поляризации ( 0U  - нижняя 

группа кривых), ( 0dndU  - верхняя группа кривых). Значение размерного параметра 

kh  выбирали равным 2  ( 4h ), 1.2, 0.8, 0.4, 0.04 и 0.004. Видно, что на начальном 

этапе при уменьшении размерного параметра решения МОЭ и МПД совпадают. Затем при 

уменьшении значений размерного параметра решение МПД стабилизируется на диаграм-

ме направленности, форма которой отличается от правильной, в то время как решение 

МОЭ все лучше приближается к решению для полуплоскости. 

На рис. 14 показаны десятичные логарифмы коэффициентов отражения плоской ТЕ – 

волны (вектор напряженности электрического поля перпендикулярен кромке), падающей 

под углом  00 , от затененного торца идеально проводящей полупластины.  
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Рис. 13 (а) – (в) 

Сравнение амплитуд полного поля для различных значений kh. 
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Рис. 13 (г) – (е) 

Сравнение амплитуд полного поля для различных значений kh.  

kh 0.4

360 270 180 90 0 90 180 270 360
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

MOЭ j

MПД j

ПП j

j

0 45 90 135 180 225 270 315 360
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

EОЭj

HОЭj

EПДj

HПДj

EППj

HППj

j

kh 0.04

360 270 180 90 0 90 180 270 360
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

MOЭ j

MПД j

ПП j

j

0 45 90 135 180 225 270 315 360
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

EОЭj

HОЭj

EПДj

HПДj

EППj

HППj

j

kh 4 10
3



360 270 180 90 0 90 180 270 360
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

MOЭ j

MПД j

ПП j

j

0 45 90 135 180 225 270 315 360
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

EОЭj

HОЭj

EПДj

HПДj

EППj

HППj

j



65 

 

 

 

 

Рис. 14 

Отражение плоской волны от затененного торца полупластины. 

На рис. 14 приведено сравнение расчета по нашим эвристическим формулам с данны-

ми, взятыми из литературы. 

Результаты расчета при помощи МОЭ и МПД (LRМОЭ и LRМПД) сравнивались с дан-

ными, приведенными в [64]. В этой работе значения десятичного логарифма коэффициен-

та отражения рассчитаны при помощи разложений решения по прямым (LRR) и обратным 

(LRA) степеням величины hq   ( qkh 2 ). Эти разложения перекрываются в обла-

сти 25.0q . Сравнение результатов проводилось в дальней зоне, т.е. вне кривой rd0. При 

этом формулы МПД использовались непосредственно, а для нахождения решения МОЭ 

вдали от кромки применялась формула (75). 

Сравнение показало, что асимптотика, полученная методом МПД при помощи разло-

жений, следующих из МОЭ, работает при всех значениях q. Хотя, как указывалось ранее, 

она дает правильные значения амплитуды поля на кривой rd0 лишь при 8.0kh . Но это 

соответствует 127.0q , что все же значительно меньше 0.25. Следовательно, МОЭ поз-

воляет не только получать решения новых задач теории дифракции, но и строить асимпто-

тические представления известных задач, пригодные для использования в более широком 

диапазоне параметров.  

В то же время, решение, полученное непосредственно при помощи МОЭ, дает удовле-

творительное совпадение с разложением по прямым степеням q при 25.0q  ( 2kh

). При значениях размерного параметра 2kh  рассматриваемое решение, полученное 

при помощи МОЭ, перестает работать, поскольку кривая rd0 становится двухсвязной. С 

другой стороны, раздвоение кривой rd0 играет и положительную роль, поскольку дает яс-

ную физическую интерпретацию дифракционных явлений. Процесс дифракции зарожда-

ется на линии границы «свет - тень», которая находится на поверхности рассеивателя. 

0 0.25 0.5 0.75 1

1.4

1.3

1.2

1.1
1.1

1.45

LRRq

LRAq

LRМПДq

LRМОЭq

0.950 0.01 q



66 

 

Энергия соответствующего линейного источника соответствует энергии, рассеиваемой 

эквивалентным клином. Когда кривая rd0, окружающая линейный источник, является од-

носвязной, дифракционный процесс можно рассматривать как «распределение вытекания» 

энергии линейного источника, находящегося внутри кривой rd0, через эту кривую. Внутри 

кривой rd0 трубки лучей, вдоль которой распространяется энергия, можно считать криво-

линейными, а вне кривой – прямолинейными. Когда кривая rd0 становится многосвязной, 

дифракционные процессы следует рассматривать по отдельности. Изучая линии равного 

значения производной конформного отображения в окрестности различных рассеивате-

лей, можно задать оптимальный способ исследования дифракционных процессов на этих 

структурах. 

Таким образом, при 2kh  можно пользоваться решением МОЭ, а при 2kh  

удовлетворительно работает решение МПД. Эти решения перекрываются при 

28.0  kh . При всех значениях размерного параметра одно из этих решений совпа-

дает с известными данными. Следовательно, решения, полученные при помощи МОЭ, 

пригодны для решения и других дифракционных задач. 

На рис. 15 (а) - (г) приведены десятичные логарифмы амплитуды рассеянного поля в 

однолистной и двулистной областях для решения МОЭ, продолженного с кривой rd0 в 

дальнюю зону при помощи формул, аналогичных (75), в которых кривизна участка zr21  

рассчитывалась с учетом его удаления от границы тени (диаграммы для Е - и Н - поляри-

заций обозначены LEОЭ и LHОЭ), а также для решения, полученного методом последова-

тельных дифракций (LEПД и LHПД), решения для полуплоскости (LEПП и LHПП) и ре-

шения для полуплоскости, полученного методом Кирхгофа (LEПК и LHПК). Диаграммы 

рассчитывались на расстоянии 200zkr  от кромки при значениях kh  равных 1.2, 0.8, 0.4 

и 0.04 (см. обозначения на рисунках).  

Из анализа диаграмм рассеяния на рис. 15 можно сделать вывод, что МОЭ правильно 

описывает процесс рассеяния. Расхождение результатов расчета в окрестности границ те-

ни можно устранить, применив в процессе получения решения специальные подходы 

(например, аналогичные методу краевых волн). 

Сходство между методами (МОЭ и МПД) состоит в том, что в обоих случаях решение 

получается путем обработки первичного приближения, представляющего собой решение 

задачи дифракции на клине, вершина которого совпадает с освещенной кромкой. Однако, 

как сами первичные приближения, так и способы их обработки отличаются.  

МОЭ использует в качестве первичного приближения решение на эквивалентном клине 

с 223  en , которое определено во всех точках кривой rd0. Обработку первичного 

приближения МОЭ осуществляет путем интегрирования поля в дальней зоне. Прибли-

женно эту операцию можно осуществить, продолжая поле в дальнюю зону в соответствии 

с законом, аналогичном тому, по которому поле уходит в дальнюю зону в случае дифрак-

ции на клине, когда кривые rd0 представляют собой окружности (формула (75)). 

МПД использует в качестве первичного приближения клин с внешним углом. πn=3π/2. 

Сигнал, рассеянный этим клином, испытывает последовательные дифракции на теневой и 

освещенной вершинах. 

Для описания дифракции на клине в обоих случаях (МОЭ и МПД) используется первый 

член асимптотики, получающийся в результате применения метода стационарной фазы. 

Последующие члены уменьшаются пропорционально обратным степеням величины kR , 
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где R  - расстояние от кромки до точки наблюдения в области z. Кривая rd0 находится 

вблизи от кромки, поэтому описание поля на ней будет неточным в обоих случаях (МОЭ и 

МПД). Однако, в большинстве практически важных задач интерес вызывает поведение 

поля на значительных расстояниях от рассеивателя. Поскольку при удалении от кромки 

поле будет все в большей степени соответствовать первому члену асимптотики, точность 

решения будет возрастать для обоих случаев (МОЭ и МПД).  

 

 

(а) 

 

 
(б) 

 

Рис. 15 (а), (б) 

Амплитуды рассеянного поля в дальней зоне для разных значений kh. 
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Рис. 15 (в), (г) 

Амплитуды рассеянного поля в дальней зоне для разных значений kh. 

 

Можно показать, что интегральное представление, использованное в МОЭ, является 

обобщением классического интегрального представления, использованного Зоммерфель-

дом для построения решений задачи рассеяния электромагнитных волн на полуплоскости 
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и клине. Рассмотрим сходства и различия между двумя решениями задачи дифракции на 

полубесконечных рассеивателях: решением Зоммерфельда и решением, полученным ме-

тодом обобщенного эйконала.  

К сходству между двумя рассматриваемыми решениями можно отнести то обстоятель-

ство, что оба они построены при помощи интегрального представления на многолистной 

поверхности. В случае клиновидного рассеивателя интегральные представления совпада-

ют. 

Решение Зоммерфельда является эвристическим. Оно справедливо для клиновидного 

рассеивателя с внешним углом раствора клина n  на многолистной Римановой поверхно-

сти, причем n является рациональным числом mln  , где l  - число листов этой поверх-

ности, а m  - целое число. Например, для внешнего пространства прямоугольного клина 

3l , 4m . Периодичность эвристического множителя подынтегральной функции рав-

на l2 . Дальнейшее развитие решения Зоммерфельда позволило распространить его на 

произвольное число l  (также и не целое). Решение Зоммерфельда получило методическое 

обоснование, будучи воспроизведено при помощи метода разделения переменных. Тем не 

менее, оно может применяться лишь для рассеивателей клиновидной формы. 

Решение МОЭ представляет собой сумму интегралов по отрезкам контура в плоскости 

комплексного переменного. Его интегральное представление строится с помощью самых 

простых математических и физических принципов. Оно естественно вытекает из самой 

простой формы теоремы Коши о вычетах (полюс первого порядка), выбор замкнутого 

контура обхода вокруг освещенной области понятен с физической точки зрения. Инте-

гральное представление МОЭ для полубесконечных рассеивателей любой формы строят в 

двулистной вспомогательной области (полной плоскости комплексного переменного), 

связанной с формой рассеивателя при помощи конформного отображения. Граничные 

условия для полубесконечных рассеивателей после продолжения с кривой построения 

решения во всю область строго удовлетворяются на всей границе (горизонтальной оси) и 

только на ней. 

Таким образом, это решение обладает гораздо большей общностью, чем решение 

Зоммерфельда, оставаясь таким же простым по виду. Платой за общность и простоту яв-

ляется то обстоятельство, что решение МОЭ справедливо лишь на определенной кривой, в 

то время как решение Зоммерфельда справедливо во всем пространстве. Тем не менее, 

проведя несложные математические операции, решение МОЭ также можно использовать 

во всем пространстве (хотя и приближенно). 

Кроме того, решение МОЭ имеет лучшее обоснование, чем решение Зоммерфельда. 

Более того, решение МОЭ может использоваться наряду с другими методами для методи-

ческого обоснования указанного решения. При этом обоснование касается не итогового 

результата, а аспектов, предложенных Зоммерфельдом из эвристических соображений. В 

частности, можно обосновать вид подынтегральной функции. 

МОЭ рассматривает с новой точки зрения физику процесса дифракции, вводя понятие 

кривой rd0, которая разделяет области «искривленного» и «прямолинейного» эйконала. 

Тот факт, что критическая окружность rd0 действительно существует и имеет в области z  

малый радиус (для полуплоскости 21kz ,   4z ), косвенно подтверждается ре-
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зультатами, приведенными в [65]. Основное искривление линий плотности потока мощно-

сти в окрестности кромки происходит внутри круга, радиус которого приблизительно ра-

вен указанной величине. 

Представляют интерес вопросы, касающиеся установления класса рассеивателей, ре-

шение задачи рассеяния на которых может быть получено предложенным методом, а так-

же математического обоснования строгости полученного решения. Однако, подобные ис-

следования выходят за рамки настоящей работы. 

 

2.2.5  Анализ особенностей решения на полупластине 

Проверка эвристического решения задачи дифракции на полупластине проводится при 

помощи метода последовательных дифракций (МПД). Решение МПД представляет собой 

результат двукратного переотражения рассеянного поля (61) от вершин рассеивателя. 

Сначала описываем дифракцию падающего поля на освещенной вершине. Затем описыва-

ем дифракцию вторичного источника, расположенного в освещенной вершине, на теневой 

вершине. И, наконец, описываем дифракцию вторичного источника, расположенного в 

теневой вершине, на освещенной вершине. Можно считать, что МПД – это еще один спо-

соб заполнения области w12 непрерывным полем. В решении МПД появляются дополни-

тельные границы тени на линиях, продолжающих торец в обе стороны. Заметим, что в 

решении МПД лучи не изгибаются.  

Сравнивая решение МОЭ с ИФ и решение МПД, отметим, что они имеют достоинства 

и недостатки. К достоинствам решения МОЭ с ИФ можно отнести следующие особенно-

сти: оно использует решение на эквивалентном клине всего с двумя границами тени; хо-

рошо работает при стремлении величины размерного параметра к нулю и позволяет полу-

чить решение при объединении двух вершин в одну. Недостатки решения МОЭ с ИФ: оно 

использует решение с изгибом лучей, что говорит о нарушении волнового уравнения и об 

отсутствии математической строгости, что может привести к неточности этого эвристиче-

ского решения. Преодолеть этот недостаток можно, сравнив решение с более строгим. До-

стоинство решения МПД: оно обладает большей математической строгостью. Недостаток 

решения МПД: плохо работает при стремлении величины размерного параметра к нулю.  

Для случая дифракции на полупластине решения МПД и МОЭ с интегралом Френеля 

показывают хорошее совпадение между собой. 

 

2.3  Дифракция на усеченном клине  

В данном разделе несколькими эвристическими способами получено аналитическое 

решение для дифракции на двумерной канонической структуре – усеченном клине, пред-

ставляющей собой полубесконечный клин с отрезанным краем (рис. 6).  

Эту структуру можно также рассматривать как пересечение областей, занимаемых 

двумя расположенными в вершинах полубесконечными клиньями со сторонами, парал-

лельными образующим каждую из этих вершин сторонам усеченного клина, и с образова-

нием общего отрезка, соответствующему торцу усеченного клина. В литературе встреча-

ются также другие названия этой структуры: «толстый экран», «пара объединенных кли-

ньев». Смежными задачами являются дифракция на паре полуплоскостей [25] или на паре 
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клиньев [26 – 28]. В работах [25 – 28] для описания дифракции на двух вершинах исполь-

зуется специальная функция – обобщенный интеграл Френеля, подробное математическое 

описание которой дано в [66]. В указанной работе обобщенный интеграл Френеля иссле-

дуется не как элемент решения задачи дифракции на двух вершинах, а как функция, кото-

рая появляется в теории распространения радиоволн над точкой скачкообразного измене-

ния электрических свойств земли.  

Частным случаем усеченного клина является полупластина, называемая также «полу-

плоскость с конечной толщиной», или «толстая полубесконечная пластина». Исследова-

ние этой структуры началось довольно давно и проводилось как отдельными авторами, 

так и группами авторов [14, 29, 64]. По мере усложнения геометрии задачи усложняется и 

ее решение. Задача дифракции на паре полуплоскостей значительно сложнее задачи ди-

фракции на одиночной полуплоскости, затем по сложности идет пара необъединенных 

клиньев. Есть еще задача о дифракции на паре непараллельных клиньев, но в данной дис-

сертации мы ее не рассматриваем. Далее по сложности следует задача о дифракции на по-

лупластине.  

Двумерный усеченный клин является одной из важных канонических задач дифракции. 

Эта структура является распространенной составной частью объектов со сложной геомет-

рией. Исследование усеченного клина также имеет свою историю [30 – 33]. Как будет по-

казано позже, решение этой задачи сложнее решения задачи дифракции на полупластине.  

Напомним, как при помощи (МОЭ) строится решение для полупластины. Если рас-

сматривать структуру с двумя вершинами и зафиксировать точки вершин в области w12 в 

точках 0 и –1, а размерный параметр (расстояние между вершинами) положить в области z 

равным kh, то должно выполняться kh=kz(–1).  

Для полупластины выполняется α=β=3/2, при этом можно взять интеграл (63), получив 

явное выражение для конформного отображения и производной. Конформное отображе-

ние и производная для полупластины толщиной kh (64), (65).  

Система кривых rd0 для полупластины в области z изображена на рис. 7. С целью раз-

мещения в одной области w12 окружности rw0 для клина и кривых rd0 для полупластины 

вводится линейная нормировка (по аналогии с (66)): 

Nwkhw 2 ,    khrd 2 . (101) 

Область wN с окружностью rwN=1 и нормированными кривыми rd0 показана на рис. 9. 

При этом, как мы уже говорили, окружность rwN пересекает кривые rd0 в средней точке. На 

рис. 10 изображена кривая rd0 и система окружностей rw0 в области w. Жирной линией вы-

делена окружность rd0=rwN=1. Пунктиром показана прямая, вдоль которой проводится 

симметризация решения. Кривые rd0 сконцентрированы в области z вокруг вершин, а в об-

ласти w - вокруг точек 0 и –1, расположенных на горизонтальной оси. 

Решение для дифракции на полупластине строим при помощи известного решения на 

клине. В нормированной области w12 на кривой rd0 для полупластины разместим значения 

полного поля решения краевой задачи для эквивалентного клина (рис. 10). Амплитуда 

полного поля переносится с корректирующим коэффициентом sN, который компенсирует 

изменение кривизны соответствующего участка кривой rd0 при конформном отображении. 

Корректирующий коэффициент определяется формулой : 
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sNVV zez 2 ,   22 wze rrnsN  , (102) 

здесь Vz2 и Vze – амплитуда функций V (10) полупластины и эквивалентного клина с внеш-

ним углом πne соответственно. Функция sN характеризует влияние на диаграмму направ-

ленности (ДН) кривизны кривой rd0. 1/rw1 и 1/rz2 - локальная кривизна соответствующих 

участков кривой rd0 при ее переносе из области w в область z при помощи конформного 

отображения.  

 

В случае дифракции на усеченном клине процесс получения решения усложняется по 

сравнению со случаем дифракции на полупластине. Интеграл Шварца – Кристоффеля (63) 

не выражается явно как в случае полупластины (64), (65).  

При построении решения для усеченного клина способом, аналогичным построению 

решения для полупластины, совпадения с проверочным решением по методу МПД проис-

ходит не для всех значений α и β. Из этого следует, что в случае усеченного клина ди-

фракция на теневой вершине описывается неверно. Исправить это несовпадение можно 

при помощи двух феноменологических коэффициентов ksn и ka, изменяющих функцию 

sN. В результате выражение (102) принимает вид 

kasNVV ksn
zez 2 . (103) 

Один из этих феноменологических коэффициентов (ksn) представляет собой постоян-

ный степенной коэффициент, другой (ka) – постоянный числовой множитель. Феномено-

логические коэффициенты ksn и ka подбираются так, чтобы решения МПД и МОЭ с ИФ 

совпадали при относительно больших значениях размерного параметра kh (kh=π/2). Инте-

ресно, что для полупластины изменения решения при помощи феноменологических ко-

эффициентов не требуется. Как выяснилось при исследовании феноменологических ко-

эффициентов ksn и ka для усеченного клина, они остаются постоянными при уменьшении 

размерного параметра от kh=π/2 до kh=π/4. Затем решение МПД становится неверным. 

Сохраняя те же значения феноменологических коэффициентов, получаем решение МОЭ с 

ИФ при уменьшении значения размерного параметра kh вплоть до нуля.  

 

2.3.1  Принципы построения эвристического решения 

задачи дифракции на усеченном клине 

На данном примере можно продемонстрировать подход, применяемый нами для полу-

чения эвристических решений. Главные принципы этого подхода: распространение реше-

ния, полученного для одного типа рассеивателей, к более широкому классу рассеивателей. 

Затем – сравнение нового решения со строгим. Затем – уточнение решения. Затем шаги 

повторяются. В данном случае мы использовали решение для клина с целью получения 

решения на полупластине. Затем сравнили это решение с решением МПД и уточнили ре-

шение на полупластине при помощи функции sN. Затем применили это решение к задаче 

дифракции на усеченном клине. Сравнили новое решение с решением МПД и уточнили 

его при помощи феноменологических коэффициентов ksn и ka.  
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Несмотря на то, что феноменологические коэффициенты не имеют математического 

обоснования, только решение МОЭ с ОИФ позволяет описать поведение решения при 

приближении вершин друг к другу и слиянии вершин в одну. Причина введения феноме-

нологических коэффициентов заключается в том, что применяемый нами эвристический 

подход не позволяет получить правильное решение для дифракции на теневой вершине. 

Методическое оправдание введения феноменологических коэффициентов заключается в 

том, что в данном эвристическом подходе это самый быстрый и достаточно точный спо-

соб достижения совпадения решения с проверочным решением. Не исключено, что от фе-

номенологических коэффициентов удастся избавиться, подобрав более подходящий, чем в 

(66) и (101), вид зависимости rd0(kh). Исследование поведения феноменологических коэф-

фициентов для дифракции на усеченном клине при разных условиях задачи позволяет 

надеяться на выявление неизвестных ранее закономерностей явления дифракции, которые 

можно будет позже использовать при построении других эвристических подходов.  

Таким образом, подход МОЭ с ИФ позволяет получить решение для дифракции на усе-

ченном клине, равномерно справедливое при стремлении к нулю величины размерного 

параметра kh. 

 

2.3.2  Решение с обобщенным интегралом Френеля 

Существует еще один способ получить решение задачи дифракции на усеченном клине. 

При этом в дополнение к интегралу Френеля при построении решения используется и 

другая специальная функция – обобщенный интеграл Френеля [66].  

В отличие от интеграла Френеля, обобщенный интеграл Френеля зависит не от одного, 

а от двух аргументов. В работе [25] рассматривалась задача дифракции на двух полуплос-

костях. При этом в качестве источника, облучающего одну из полуплоскостей, рассматри-

валось поле, представляющее собой результат дифракции первичного поля на другой по-

луплоскости. Как известно, данное поле записывается в виде интегрального представле-

ния. В [25] это интегральное представление подставлялось в качестве источника в другое 

интегральное представление, в результате чего получался двукратный интеграл по ком-

плексной плоскости. В результате математических преобразований этот двукратный инте-

грал был преобразован в однократный интеграл, зависящий от двух аргументов - обоб-

щенный интеграл Френеля.  

При облучении лишь одной из полуплоскостей волной единичной амплитуды решение 

будет таким [25]: 
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где      PSPSrSMS Mzz 00 ,,0  ,      PSPSrSMNSM MMNzz , , точки для определе-

ния входящих в эти выражения величин S0(P)=QP, SM(P)=QM+MP, SMN(P)=QM+MN+NP 

показаны на рис. 16.  
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Рис. 16 

Точки Q, M, N, P для определения значений эйконалов, входящих в формулу 

с обобщенным интегралом Френеля. 

На рис. 16 показаны точки для определения эйконалов обобщенного интеграла Френе-

ля, входящего в один из вариантов выражения для поля, рассеянного усеченным клином.  

Решение для дифракции на двух полуплоскостях можно использовать при построении 

эвристического решения задачи дифракции на усеченном клине. Данное решение строим 

по аналогии с тем, как было построено решение МОЭ с ИФ для усеченного клина. Отли-

чие заключается в том, что лучи в области z теперь не «изгибаются». Поэтому функция sN 

в решении отсутствует. Что касается функции pN, то она по-прежнему присутствует в ре-

шении и воздействует на поле, рассеянное освещенной вершиной.  

Сравнивая решения задач дифракции на полуплоскости и клине, можно интерпретиро-

вать умножение на функцию pN как преобразование решения задачи дифракции на «тон-

кой» структуре в решение задачи дифракции на структуре «с толщиной». В связи с этим 

можно выдвинуть гипотезу о том, что и в задаче дифракции на двух полуплоскостях 

умножение на функцию pN преобразует это решение в решение задачи дифракции на 

«толстой» структуре, поверхность которой огибает вершины, расположенные в тех же 

точках, что и концы полуплоскостей.  

Отличие от подхода МОЭ с ИФ, примененного в задаче дифракции на полуплоскости, 

весьма существенное. В подходе МОЭ с ИФ мы брали на кривой rd0 все решение для эк-

вивалентного клина, т.е. как «лучевую», так и амплитудную часть. При этом решение из-

менялось таким образом, что лучи как бы изгибались. Для учета этого эффекта мы приме-

няли функцию sN. В подходе МОЭ с ОИФ из решения для эквивалентного клина мы бе-

рем лишь амплитудную часть, т.е. функцию pN. Лучевую часть решения берем из реше-

ния (104) задачи дифракции на двух полуплоскостях.  

Вычитая из полного поля первичное поле в освещенной области, получим поле, рассе-

янное освещенной вершиной. Затем умножим это поле на pN и вновь добавим первичное 

поле. Прибавив обобщенный интеграл Френеля, получим искомое решение:  

    0,011010)( 0 SMSSMNSMGPpNPSMSFwV  . (105) 

Здесь P01 - первичное поле по (1), взятое «на свету», pN1= pN cos[(φz0−φ0)/2]. Умноже-

ние функции pN на косинус полуразности углов, взятый из разности эйконалов (см., 

Q 

P 

M 

N 
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например, асимптотику (54)) приводит к тому, что сингулярная на границе тени функция 

pN из (106) превращается в функцию pN1, равную на границе тени 1. Само собой разуме-

ется, что если использовать функцию pN1 в выражении (61) и присоединить косинус по-

луразности углов к «амплитудному» множителю pN, получив, таким образом, функцию 

pN1, то в «лучевую» часть этот множитель входить уже не будет.  

Решение (105) построено по упрощенной схеме. Обобщенный интеграл Френеля, в от-

личие от обычного интеграла Френеля, описывает дифракцию также и на теневой вер-

шине. Вместо pN1 можно построить функцию, которая, будет равна единице сразу на всех 

границах тени, т.е. как на границах тени падающей и отраженной волны, связанных с ди-

фракцией первичной волны на освещенной вершине, так и на границах тени, связанных с 

дифракцией вторичных волн на вершинах. Однако «настраивать» такое решение следует 

при помощи более точного численного решения, а не при помощи решения МПД.  

Таким образом, функция pN по-разному входит в решения МОЭ с ИФ и МОЭ с ОИФ. 

Общим для этих подходов является то, что функцию pN берем на кривой rd0, а значения 

этой функции берем в области w12 такими же, как для функции pN эквивалентного клина. 

Отличие заключается в том, что мы по-разному определяем направления границ тени в 

области z. В подходе МОЭ с ИФ границы тени берем в той точке кривой rd0, где направле-

ния выхода лучей параллельны границам тени, определяемым геометрической оптикой, 

но не совпадают с ними. Границы тени, направленные вдоль торца, в решении специально 

не выделяем, а получаем автоматически в результате конформного отображения и связан-

ного с ним действия на решение функции sN. В подходе МОЭ с ОИФ лучевая картина по-

лучается автоматически из решения для двух полуплоскостей, а границы тени совпадают с 

теми, которые определяются геометрической оптикой.  

В решении (105) также применяется симметризация значений углового аргумента φw 

относительно направления прихода падающей волны. Соответствующие тривиальные вы-

ражения не приводим, чтобы избежать загромождения текста формулами.  

Обобщенный интеграл Френеля имеет неопределенность при одновременном стремле-

нии обоих аргументов к нулю [27, 66]. В этом случае асимптотика ОИФ представляет со-

бой арктангенс от частного от деления аргументов. В зависимости от соотношения между 

величинами этих малых (стремящихся к нулю) аргументов величина арктангенса может 

скачкообразно меняться от 0 до π. Это свойство ОИФ нужно учитывать при проведении 

расчетов и принимать специальные меры. Например, в [27] внутри малой окрестности 

точки, в которой оба аргумента ОИФ равны нулю, проводится табуляция данных с после-

дующей линейной интерполяцией.  

Такое поведение функции ОИФ можно объяснить неопределенностью постановки за-

дачи с физической точки зрения. Так, при уменьшении расстояния между полуплоскостя-

ми до нуля они в предельном случае могут сливаться в одну полуплоскость или оставать-

ся разделенными. Приняв решение по данному вопросу, можно при стремлении обоих ар-

гументов к нулю назначить пропорцию между аргументами обобщенного интеграла Фре-

неля и тем самым избежать возникновения скачков ОИФ.  

 

2.3.3  Результаты численного расчета 

По аналитическим формулам, полученным на основе подходов МПД, МОЭ с ИФ и 

МОЭ с ОИФ были проведены численные расчеты. Решение задачи дифракции плоской 

волны на усеченном клине проводилось тремя указанными методами для различных зна-
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чений углов α и β при уменьшении величины размерного параметра kh от π до π/20. При-

меры численных расчетов для усеченного клина с величиной размерного параметра kh=π/2 

при различных углах α и β приведены на рис. 17.  

а) 
 

б) 
 

 

в) 
 

г) 
 

 

Рис. 17  

Примеры численных расчетов для усеченного клина с величиной размерного 

параметра kh=π/2 при различных углах α и β. По горизонтальной оси отклады-

вается угол направления выхода луча с кривой rd0 в решении МОЭ с ИФ в дву-

листной области z, по вертикальной оси – величина полного поля V на кривой 

rd0.  

а) α =1.35 и β=1.25, ksn =0, ka =1.05;       б) α =1.35 и β=1.65, ksn =1, ka =1.15.  

в) α =1.65 и β=1.35, ksn =1, ka =1;            г) α =1.5 и β=1.5, ksn =1, ka =1.1.  
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На рис. 17 показаны результаты расчетов поля усеченного клина. Угол падения плос-

кой волны в области z: φ0=40°. Пунктирная линия – решение МПД (61), сплошная линия – 

решение МОЭ с ИФ (103), штриховая линия – решение МОЭ с ОИФ (105). Сравнивая ре-

шения, полученные разными методами, видим, что они удовлетворительно совпадают 

между собой.  

 

2.3.4  Анализ полученных решений 

1. МПД описывает первичную дифракцию на освещенной вершине, вторичную ди-

фракцию на теневой вершине и последующую дифракцию на освещенной вершине. Это 

проверенный способ, который работает при относительно больших значениях размерного 

параметра kh, но неверно описывает решение при стремлении значений размерного пара-

метра к нулю. Данное свойство заложено в самом подходе МПД. 

Кроме того, промежуточные решения для дифракции на вспомогательных клиньях, 

связанных с освещенной и теневой вершинами, имеют сингулярности в областях значений 

углов, расположенных внутри клиньев. Это обстоятельство не играет роли при рассмотре-

нии дифракции на каждом отдельном клине, но может создавать проблемы в эвристиче-

ских подходах при рассмотрении дифракции на полупластине или усеченном клине, где 

области с особенностями уже являются рабочими.  

2. МОЭ с интегралом Френеля, спецфункцией, описывающей дифракцию на одной 

(освещенной) вершине. Единственный из трех описанных в данном разделе способ, не 

имеющий проблем при стремлении к нулю значения малого параметра, когда вершины 

сливаются в одну, а дополнительные границы тени исчезают.  

Недостаток МОЭ с интегралом Френеля – неточное описание особенности на теневой 

вершине. Проявляется при исследовании дифракции на усеченном клине, но не проявля-

ется в задаче дифракции на полупластине. Этот недостаток можно исправить при помощи 

феноменологического подхода, корректируя решение при помощи двух феноменологиче-

ских коэффициентов ksn и ka – соответственно показателя степени у функции sN и посто-

янного множителя. Коэффициенты вычисляются для заданных значений углов при вер-

шинах (освещенной и теневой) и остаются постоянными при изменении значения размер-

ного параметра.  

3. МОЭ с обобщенным интегралом Френеля, спецфункцией, описывающей дифракцию 

сразу на обеих вершинах (первичную дифракцию на освещенной вершине и однократную 

вторичную дифракцию на теневой вершине). Наиболее обоснованный способ из трех с 

точки зрения математики, поскольку спецфункция выделена из задачи в достаточно стро-

гой постановке.  

Недостаток решения МОЭ с ОИФ – относительная сложность новой спецфункции и 

неопределенность ее поведения при стремлении обоих аргументов к нулю. Впрочем, такая 

неопределенность, по-видимому, содержится уже в постановке задачи и означает неопре-

деленность того обстоятельства, остается ли или исчезает щель между полуплоскостями 

при стремлении расстояния между ними к нулю.  

Другой недостаток решения МОЭ с ОИФ заключается в том, что как сам ОИФ, так и 

соответствующий коэффициент pN описывает лишь однократную дифракцию [25]. Для 
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описания переотражения требуется дальнейшая работа, начинать которую имеет смысл 

лишь при наличии численного решения.  

Решение с ОИФ правильно описывает основные особенности решения и не требует фе-

номенологических коэффициентов. Однако специальная функция ОИФ имеет неопреде-

ленность при стремлении обоих аргументов к нулю, что приводит к неопределенности 

решения при стремлении к нулю размерного параметра.  

 

Смысл применяемого подхода состоит в следующем. В соответствии с МОЭ решение 

задачи дифракции переносится из первоначальной области z, внешней по отношению к 

рассеивателю, в область w12, представляющую собой полную плоскость (рис. 2 (в)). Верх-

няя полуплоскость w1 области w12 может быть отображена на область z при помощи кон-

формного отображения Z(w). Мы пользуемся формой записи комплексного числа в поляр-

ных координатах: z=rzexp(iφz), w=rwexp(iφw).  

Нужно заметить, что все координаты rz, φz, rw и φw областей z и w12 являются действи-

тельными числами. На данном этапе мы привлекаем теорию конформных отображений 

лишь для того, чтобы осуществить ортогональное преобразование координат. Нижняя по-

луплоскость w2 области w12 также может быть отображена на область z при помощи того 

же конформного отображения Z(w), ее закон отображения является зеркальным отображе-

нием закона отображения полуплоскости w1 относительно горизонтальной оси. Горизон-

тальная ось соответствует границе рассеивателя z.  

Все эти геометрические преобразования делаются для того, чтобы обеспечить выпол-

нение граничных условий так же, как это происходит в методе зеркальных отображений. 

Решение краевой задачи рассеяния для волнового уравнения с постоянным волновым чис-

лом в области z со сложной границей эквивалентно нахождению непрерывного поля в 

двулистной безграничной области w12 с переменным волновым числом . Это непрерывное 

поле должно удовлетворять трем условиям первоначальной краевой задачи: начальным 

условиям, условию на бесконечности и условию Мейкснера. Кроме этого оно должно 

удовлетворять волновому уравнению с переменным волновым числом. Граничным усло-

виям первого или второго рода на границе рассеивателя автоматически удовлетворяем по-

сле осуществления двух шагов. Сначала складываем или вычитаем в верхней полуплоско-

сти w1 значения поле из w1 и w2 в точках, симметричных относительно горизонтальной 

оси (обе точки соответствуют одной и той же точке реального пространства – области z). 

Затем проводим обратный переход из области w1 в область z .  

На первый взгляд, переход в безграничную область w12 с переменным волновым чис-

лом может лишь усложнить решение краевой задачи. Однако все упрощается, если искать 

решение не во всей области сразу, а на одной из кривых rd0 .  

В отличие от решения для клина, в случае рассеивателя с размерным параметром поиск 

для интегрального представления (8) соответствующей замены переменной w→ŵ, удовле-

творяющей условиям (6), может существенно усложниться. Поэтому применяем эвристи-

ческий подход. Вместо нахождения интегрального представления (8), удовлетворяющего 

условиям (6), в строгой форме, берем в области w12 интегральное представление непре-

рывного поля (21) для так называемого «эквивалентного клина», но рассматриваем это 

решение на кривой rd0 для рассеивателя с размерным параметром. Эквивалентный клин – 

это рассеиватель клиновидной формы, освещенная кромка которого совпадает с освещен-
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ной кромкой исследуемого рассеивателя. Угол φz0e падения и внешний угол клина ne 

подбираем таким образом, чтобы после обратного отображения картины поля из области 

w12 в область z углы выхода лучей с кривой rd0 совпадали с углами направлений геометро-

оптических границ тени, которые определяются начальными условиями задачи .  

Амплитуда поля на кривой rd0 берется равной амплитуде поля эквивалентного клина в 

области w12 с учетом изменения кривизны rd0 при обратном отображении картины поля из 

области w12 в область z. Амплитуда корректируется таким образом, чтобы оставалась по-

стоянной энергия, распространяющаяся в выделенной трубке лучей.  

В строгом решении, удовлетворяющем условиям (6), можно брать кривые rd0 не только 

с rd0=1, но и с другими значениями. При обратном отображении в область z волновое чис-

ло будет равно первоначальному значению для кривой с любым rd0. В эвристическом ре-

шении ситуация кардинально меняется. Мы находим решение для эквивалентного клина 

на его окружности rw0, а затем переносим их на кривую rd0 для полупластины. В эвристи-

ческом подходе, использующим решение на эквивалентном клине, поведение решения в 

зависимости от величины размерного параметра kh определяется исключительно выбором 

определенной формы кривой rd0. В свою очередь, эта форма определяется выбором опре-

деленной величины параметра rd0, жестко связанной с величиной размерного параметра 

kh. Применяя этот подход, можно в качестве первого приближения выбрать для полупла-

стины такую рабочую кривую rd0, чтобы ее точки были не слишком сильно отдалены от 

окружности rw0 для эквивалентного клина. Можно применить подход, в котором единич-

ная окружность rw0 пересекает любую из кривых rd0 в средней точке (рис. 9).  

 

2.4  Применение решений метода обобщенного эйконала 

2.4.1  Сравнение подходов 

В данном разделе решения для дифракции на усеченном клине получены тремя спосо-

бами: МПД, МОЭ с ИФ, МОЭ с ОИФ.  

Решение МПД самое простое. Его можно построить, применяя лишь готовые решения 

на клиньях, стороны которых совпадают с вершинами, без использования кривой rd0 для 

усеченного клина. Следует отметить, что применение этой кривой улучшает решение 

МПД. Данное решение плохо работает при малых значениях размерного параметра. Эту 

проблему можно снять, выделив из исходного интеграла не интеграл Френеля, а 

спецфункцию, более правильно описывающую поле вблизи от рассеивающей кромки. В 

результате может получиться самое точное решение МПД и, возможно, наиболее точное 

решение из всех рассматриваемых в данном разделе.  

Решение МОЭ с ИФ нуждается в использовании функции pN на кривой rd0, а также 

функции sN, в общем случае – с феноменологическими корректирующими коэффициен-

тами ksn и ka (как в (103)). Это решение в наименьшей степени обосновано с математиче-

ской точки зрения, однако оно лучше других работает при стремлении к нулю величины 

размерного параметра kh.  

Решение МОЭ с ОИФ описывает однократную вторичную дифракцию на теневой вер-

шине. Оно не нуждается в применении функции sN. Однако обобщенный интеграл Фре-

неля имеет проблемы при стремлении обоих аргументов к нулю.  
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Для дальнейшего исследования разработанных эвристических подходов необходимо 

наличие надежного проверочного численного решения. Тогда можно развивать все три 

предложенные подхода с целью увеличения их точности.  

Перспективы применения данных подходов в трехмерных задачах связаны с примене-

нием результатов, приведенных, например, в следующих главах этой диссертации.  

 

2.4.2  Структура решения в методе обобщенного эйконала 

Каждое из двух слагаемых в правой части выражения (61) состоит из четырех сомно-

жителей. Первый множитель представляет собой произведение значения поля в седловой 

точке (т.е. на границе тени) на фактор, определяющий зависимость решения от расстояний 

до источника и точки наблюдения. Второй множитель – половина дифракционного коэф-

фициента, имеющая период 2 в области w12. Полный дифракционный коэффициент для 

определенного вида поляризации получится, если сложить или вычесть значения этого 

сомножителя в точках w0, симметричных относительно горизонтальной оси в области w12. 

Третий и четвертый множитель представляют собой произведение интеграла Френеля на 

свою асимптотику и характеризуют зависимость поля от углового расстояния до границы 

тени. Для поля, рассеянного полупластиной, (в отличие от поля, рассеянного клином) есть 

еще пятый множитель – sN в выражении (102), характеризующее изменение амплитуды 

поля, вызванное изменением кривизны кривой rd0 при конформном отображении.  

Сравнивая между собой решения для двух клиньев, видим, что они отличаются только 

вторым сомножителем. Остальные множители не изменяются в области z для всех видов 

клиньев и не зависят от конформного отображения. Напротив, второй множитель с точно-

стью до постоянного множителя 1/n остается неизменным в области w12 для всех видов 

клиньев. Назовем этот множитель «амплитудным». Множители, неизменные в области z, 

назовем «лучевыми». Лучевые множители связаны с пространственными конгруэнциями 

прямолинейных лучей (расходящихся от вершин), а амплитудный множитель дает допол-

нительную амплитуду.  

Итак, решение для полупластины в области z мы получаем, взяв в области w12 решение 

для эквивалентного клина на кривой rd0, умножив его на функцию sN и осуществив кон-

формное отображение области w12 на область. Для удовлетворения граничным условиям 

применяем формулы (11), (12).  

Если взять решение (102) для полупластины и проследить трассы лучей, соответству-

ющих эквивалентному клину, то можно видеть, что в области z они «изгибаются». С од-

ной стороны, в области с постоянным волновым числом лучи должны идти по прямой. С 

другой стороны, при дифракции поток мощности действительно будет огибать рассеива-

тель в результате при суперпозиции полей. Изгиб лучей происходит также в области с не-

равномерностью волнового числа. Лучи поворачивают в сторону областей с большими 

значениями волнового числа и отворачивают от областей с малыми значениями волнового 

числа. Таким образом, применяя эвристическое решение, при помощи конформного отоб-

ражения и следующих из этого отображения неравномерностей волнового числа мы моде-

лируем обтекание рассеивателя потоком мощности. Это обтекание имеет место и в стро-

гом решении, оно определяется суперпозицией на границе «свет – тень» расеянного поля 

и части первичного геометрооптического поля (а именно – части поля, прошедшей мимо 
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рассеивателя или отраженной от него). При этом суперпозиция полей происходит в обла-

сти z с постоянным волновым числом.  

Моделирование одного физического процесса при помощи другого не является строгим 

с математической точки зрения и не гарантирует точность. Однако, как будет показано 

позже, данный подход, во-первых, дает вполне удовлетворительную точность, а во-

вторых, позволяет описать особенность решения, недоступную для описания в других 

рассматриваемых в данной диссертации подходах, а именно – поведение решения при 

стремлении к нулю величины размерного параметра kh.  

 

2.4.3  Выделение дифракционных коэффициентов из ре-

шения 

В выражении (61) фигурируют два слагаемых для двух седловых точек s1 и s2. В этих 

двух слагаемых отличаются только амплитудные множители. Назовем сумму этих множи-

телей по двум седловым точкам pN (с точностью до постоянного множителя i). Тогда яв-

ное выражение для функции pN (как в (57)):  
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 . (106) 

Это выражение имеет период 2π в области w12 и период 2πn в области z. Здесь 2πn – 

внешний угол усеченного клина. Сингулярности при φz0=φ0±π, т.е. на границах тени в вы-

ражении (61) для поля, рассеянного клином, компенсируются равенством нулю выраже-

ния для разности эйконалов S(wsm)−S(w0). Разность эйконалов равна нулю только на гра-

ницах тени и больше нигде в области z. Функцию pN определяем для эквивалентного кли-

на. Для других видов рассеивателей формальная подстановка pN из (106) может дать 

нескомпенсированные сингулярности в области z. Для того чтобы избежать этого, нужно 

применить к функции pN симметризацию и зафиксировать значения этой функции на кри-

вой rd0 в области w12. Тогда после применения конформного отображения для переноса 

кривой rd0 с зафиксированными на ней значениями pN из области w12 в область z неском-

пенсированные сингулярности не возникнут.  

Функция sN (102) характеризует влияние на диаграмму направленности (ДН) кривизны 

«изгибающихся» лучей. В свою очередь, кривизна «изгибающихся» лучей является след-

ствием изменения кривизны кривой rd0, вызванного конформным отображением. Именно 

изменение кривизны кривой rd0 описывает дифракцию на дополнительных границах тени, 

которые отсутствуют у эквивалентного клина, но появляются у усеченного клина (линии, 

идущие в обе стороны вдоль торца, см. рис 1). Дополнительные границы тени для реше-

ния с применением эквивалентного клина не вводим, однако в связи со сказанным выше 

получается, что дифракция на них учитывается автоматически. Описанное выше решение 

с изгибом лучей, полученное методом обобщенного эйконала при помощи интеграла 

Френеля (входящего в решение для эквивалентного клина), назовем так: «решение МОЭ с 

ИФ».  
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ГЛАВА 3.  ПРИМЕНЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ РЕШЕ-

НИЙ МЕТОДА ОБОБЩЕННОГО ЭЙКОНАЛА В СЛУ-

ЧАЕ НАКЛОННОГО ПАДЕНИЯ НА КРОМКУ 

3.1  Интегралы по элементарным полоскам 

В данном разделе рассмотрено рассеяние электромагнитных волн на бесконечных и 

конечных цилиндрических кромках. Проведено сравнение выражений для соответствую-

щих векторных потенциалов. Показано, что в случае, когда направляющая контура инте-

грирования, огибающего цилиндрическую кромку, представляет собой ломаную линию, 

можно использовать найденные ранее аналитические выражения для рассеяния электро-

магнитных волн на бесконечных цилиндрических кромках с целью определения рассеяния 

на фрагментах аналогичных кромок конечной длины. Сделан вывод о возможности при-

менения данной методики для кромок произвольной формы и с произвольными гранич-

ными условиями. 

В ряде задач, связанных с построением приближенного решения по методу краевых 

волн или методу эквивалентных контурных токов [1, 67], требуется найти рассеяние элек-

тромагнитных волн на фрагменте цилиндрической кромки, конечном по координате, 

направленной вдоль образующей. При этом имеется множество аналитических и числен-

ных решений для цилиндрических тел разной формы и с разными граничными условиями, 

бесконечных по указанной координате. В подобных задачах в силу специфической гео-

метрии объекта волны рассеиваются только вдоль дифракционных конусов, т.е. направле-

ния рассеяния волн составляют такой же угол с образующей рассеивающей кромки, как и 

направляющий вектор падающей волны. В то же время от конечного фрагмента цилин-

дрической кромки волны расходятся во всех направлениях, причем в направлениях ди-

фракционных конусов можно использовать решение для бесконечной цилиндрической 

кромки, а в других направлениях – нельзя. Однако именно в этих направлениях чаще все-

го находится сигнал, например в задачах, изучающих рассеяние на телах конечных разме-

ров с большим числом прямолинейных кромок. В данной диссертации показано, в каких 

случаях и каким образом можно использовать имеющиеся "двумерные" решения для бес-

конечных цилиндрических кромок для нахождения "трехмерных" решений на конечных 

цилиндрических кромках. 

 

3.1.1  Физическая постановка задачи дифракции 

В соответствии с известным подходом [42, 68] физическая постановка задачи дифрак-

ции заключается в следующем. 

Пусть на поверхность рассеивателя падает электромагнитное поле 
0E


, 

0H


. Тогда на 

поверхности рассеивателя существуют поверхностные электрические и магнитные токи с 

плотностями 
ej


 и 

mj


. 
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При рассеянии электромагнитной волны на теле конечных размеров решение для ком-

плексных векторных амплитуд электрического и магнитного полей (выбрана зависимость 

от времени в exp(–iωt)) можно записать следующим образом: 

  mee ArotAkAdivgrad
ik

E


 21
, 

  emm ArotAkAdivgrad
ik

H


 21
, 

(107) 

где векторные потенциалы 
eA


 и 

mA


 можно выразить через поверхностные токи: 
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(108) 

Здесь 
eA


 и 

mA


 - электрический и магнитный векторные потенциалы; 
ej


 и 

mj


 – и 

электрический и магнитный поверхностные токи; S – поверхность рассеивателя; 




 Rr  – расстояние от точки рассеивающей поверхности с радиус-вектором 

  ,,


 до точки наблюдения с радиус-вектором  RnRnRnRnR zyx  ,,


; n 


 - 

единичный вектор направления на приемник; R - расстояние от центра координат до при-

емника; k=2π/λ - волновое число; с - скорость света; i – мнимая единица.  

Для поля на произвольной поверхности, охватывающей рассеиватель, электрический и 

магнитный поверхностные токи 
ej


 и 

mj


 выражаются через значения 
0E


 и 

0H


 полей на 

поверхности рассеивателя: 

 0

4
Hn

c
j e





,  0

4
En

c
j m





, (109) 

здесь нормаль n


 к поверхности S направлена в сторону области, занятой полем.  

Формулы (107) сводятся в дальней зоне (kR→∞) в сферических координатах к извест-

ным соотношениям [42] 

 me AAikHE   , 

 me AAikHE   , 

0 rr HE , 

(110) 

где Ar, А и Аφ связаны с Ах, Ау и Az через линейные преобразования физических координат 

вектора (см. формулу (327) из Приложения 7). Компоненты Ах, Ау и Az в свою очередь 

определяем путем интегрирования соответствующих компонент токов по рассеивающей 

поверхности.  
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Если в формулы (109) вместо 
0E


 и 

0H


 подставить точные значения E


 и H

, то вы-

ражения (110) дадут точные значения поля в дальней зоне. К сожалению, мы заранее не 

знаем точные значения E


 и H


 на поверхности рассеивателя, и поэтому приходится брать 

значения 
0E


 и 

0H


, внося таким образом в результат методическую погрешность, харак-

терную для приближения ФО.  

Поиск точных значений токов j на поверхности S или прямой поиск точного решения 

представляет собой сложную задачу, решение которой численными методами требует 

значительных затрат ЭВМ, возрастающих при увеличении размера рассеивателя. При 

очень больших размерах рассеивателя найти строгое решение невозможно. В то же время 

точность асимптотических методов для тел с кромками [1, 67] растет при увеличении раз-

меров рассеивателя, а изначально существенно меньший расход машинных ресурсов оста-

ется неизменным. В данном разделе предложен способ использования имеющихся дву-

мерных решений, позволяющий легко строить трехмерные асимптотики и существенно 

повышающий эффективность вычислительных алгоритмов. 

 

3.1.2  Бесконечный цилиндр 

Рассмотрим интегралы (108) для бесконечной цилиндрической кромки произвольной 

формы, образующая которой совпадает с осью X. Пусть возбуждение осуществляется 

плоской электромагнитной волной: 

    rnikEE i 
,exp0  . (111) 

Здесь 0E


 – комплексная амплитуда; n


 – направляющий вектор падающей волны; 

 zyxr ,,


 – радиус-вектор произвольной точки пространства. Выражения (108) можно 

расписать в виде ряда скалярных соотношений вида:  
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. (112) 

Разобьем 


 на две части: 

0


 xe , (113) 

где 0


 – составляющая вектора 


 в плоскости YOZ направляющей цилиндрической по-

верхности С; xe


 – единичный орт.  

Как известно, токи на бесконечной вдоль оси х цилиндрической поверхности меняются 

вдоль этой оси по такому же закону, как и падающее поле (111): 

     xnikjj   exp0


. (114) 
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Обозначив через    22
RnRnr zyyz    расстояние между точками инте-

грирования и наблюдения в плоскости YOZ, запишем (112) с учетом (114) в виде 
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. (115) 

Здесь для удобства проведена замена переменной: вместо имеющейся в интеграле по S 

комбинации  Rnx  в интеграле по dξ стоит просто ξ. Контур интегрирования С, рас-

положенный в плоскости YOZ, является направляющей кривой цилиндрической поверх-

ности; dl – элемент С.  

Далее воспользуемся полезным соотношением [15] (см. также [1]): 
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. (116) 

Введя обозначение  21 1 xnkk  , воспользуемся асимптотикой функции Ганкеля 

для больших значений аргумента: 
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 . (117) 

С учетом (116) и (117) запишем (115) в виде 
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3.1.3  Условие дальней зоны 

Для тела конечных размеров в случае удовлетворения условию дальней зоны (242) 

(Приложение 1) 

22Dr  , (119) 

где D – характерный размер объекта (например, максимальный поперечный размер), вы-

полняется равенство 

 


,nRr  , (120) 

и интегралы (108) для векторного потенциала А в точке наблюдения могут быть сведены к 

ряду скалярных соотношений типа 
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dsnikj
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ikR

c
A 


,exp

exp1
, (121) 

Однако соотношения (120) и (121) не являются справедливыми для формулы (118), по-

скольку рассматриваемая в ней цилиндрическая поверхность бесконечна по оси х и усло-

вие (119) не выполняется ни для каких r. В общем случае она может быть также полубес-

конечной по контуру С, однако это обстоятельство не является препятствием к примене-

нию соотношений (120) и (121).  

В соответствии с методом краевых волн [1] разделим токи j на "равномерную" (физико-

оптическую) и "неравномерную" (обусловленную отклонением формы поверхности от 

бесконечной плоскости) части. Равномерная часть тока распределена по всей поверхности 

рассеивателя, в то время как неравномерная часть сосредоточена вблизи кромок. Можно 

строго доказать [43, 142], что интегрирование физико-оптической составляющей плоской 

волны по плоской пластине в дальней зоне допустимо заменить интегрированием по кон-

туру этой пластины. В формуле (118) это будет соответствовать учету лишь одной точки 

контура С, расположенной на пересечении ребра полуплоскости и плоскости YOZ. Кроме 

того (как можно показать, например, для полуплоскости [1]), как равномерная, так и не-

равномерная составляющая тока после интегрирования дает вдали от кромки вклад в А" 

порядка r1 , характерный для волн цилиндрического типа, расходящихся от линейной 

кромки. Все сказанное дает возможность утверждать, что условие дальней зоны (119) 

можно применять в плоскости YOZ даже для полубесконечных контуров С, причем в ка-

честве D будет фигурировать размер зоны распространения неравномерной части тока. 

Соотношение (120) при этом примет вид 

 0,


yzyzyzyz nnRr  , (122) 

Индекс yz, как и прежде, означает проекцию того же объекта (но без индекса) на плос-

кость YOZ. Отсюда видно, что yz


0 . Вектор yzyz nn 


 – единичный вектор в плоско-

сти YOZ, направленный так же, как yzn 


. С учетом (122) представим (118) в виде 
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, (123) 

здесь введено обозначение  

     

C

yzyz dlnnikjI 010 ,exp 


. (124) 

Формула (123) справедлива как для наклонного ( xn ≠0), так и для прямого ( xn =0) па-

дения на бесконечную кромку. Последний случай является чисто двумерной задачей, а 
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наклонное падение на кромку под разными углами сводится, как известно, к двумерным 

задачам с различными k1. Отметим следующую особенность: волны, рассеянные на беско-

нечной цилиндрической кромке, распространяются только в направлениях дифракцион-

ных конусов, в то время как волны, рассеянные на ограниченном фрагменте цилиндриче-

ской поверхности, распространяются во всех направлениях. Этот факт отражается и в ре-

шении (124), поскольку проекция yzn 


 вектора n 


 на плоскость YOZ используется таким 

образом, что во всех случаях учитывается лишь ее направление, а не модуль. Поэтому, не 

ограничивая общности, для определенности можно считать, что вектор n 


 расположен на 

дифракционном конусе. Тогда xx nn   и, следовательно,  21 xyzyz nnn 


. При 

этом knk yz 


1 , а направление рассеяния волн будет совпадать с вектором n 


. 

 

3.1.4  Фрагмент цилиндрической поверхности 

Рассмотрим теперь векторный потенциал конечного по оси х фрагмента цилиндриче-

ской поверхности, возбуждаемого волной (111), для которого справедливо соотношение 

(120). Следуя методу краевых волн [1], будем считать, что токи на фрагменте такие же, 

как и на соответствующем бесконечном по оси х цилиндре и, следовательно, такие же, как 

в формуле (123). С учетом соотношений (114) и (121) векторный потенциал конечного 

фрагмента цилиндрической поверхности запишем в виде 
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, (125) 

где 

     

C

aa dlnikjI 00 ,exp 


. (126) 

Здесь а и b – границы кромки по оси х; an


 – произвольное направление на приемник, в 

общем случае не расположенное на дифракционном конусе (в отличие от n 


). Поэтому 

решения интеграла (126) в общем случае не содержатся в классе значений интеграла (124).  

Пусть а = –b. Тогда (125) можно записать в следующем виде:  

    
 

a

a
xx

a
xxa I

nnkb

nnkbb

R

ikR

c
A






sin2exp1
. (127) 

Из выражения (127) видно, что если x
a
x nn  , т.е. направляющий вектор приемника 

расположен на дифракционном конусе рассеянного сигнала, то 
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  aa bI
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ikR

c
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exp1
 , (128) 

а если x
a
x nn  , то  

 

 a
xx

a
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nnk

I

R

ikR

c
A




2exp1
. (129) 

Поскольку вне узкой окрестности около дифракционных конусов  a
xx nnkb   – доста-

точно большое число, из (128) и (129) следует, что рассеянный сигнал в основном опреде-

ляется компонентами, расположенными на дифракционных конусах. Этот факт широко 

используется при построении асимптотических решений по методу геометрической тео-

рии дифракции (ГТД) [67]. Для нахождения дифракционных коэффициентов сигналов, 

расположенных на дифракционных конусах, используются решения двумерных задач, а 

остальными компонентами сигнала пренебрегают ввиду их малости. Так можно поступать 

лишь тогда, когда в любой точке пространства существует сигнал, находящийся на каком-

либо дифракционном конусе. Однако существуют классы рассеивателей, для которых это 

условие не выполняется, например многогранники или плоские многоугольники. Сигнал, 

рассеянный от таких тел, в основном расположен вне дифракционных конусов, поэтому 

для этих тел целесообразно применять другие асимптотические методы, такие, как метод 

краевых волн или метод эквивалентных контурных токов [1, 67]. 

Вернемся теперь к решению (125). Вся трудность его получения заключается в инте-

грале (126). Если известны токи j, то остается лишь подставить их в (126) и проинтегриро-

вать, например, численно. Можно, однако, поступить по-другому, используя уже готовые 

аналитические или численные двумерные решения, которые, как известно, найти значи-

тельно проще, чем трехмерные. 

Предположим, что мы располагаем аналитическими выражениями для определения 

значений E


 и H

, а с учетом (108) и (110) – и А" из левой части формулы (123). Не имеет 

значения, есть ли готовое аналитическое решение (как, например, для идеально проводя-

щего клина) или же аналитическая формула получена эмпирически с помощью аппрокси-

мации или интерполяции численных решений, найденных строгими методами. Тогда с 

учетом (123) можно легко найти аналитическое выражение и для I", не прибегая к непо-

средственному интегрированию по (124). Более того, если контур С имеет определенные 

свойства (а именно, является ломаной линией), то можно найти и значение интеграла 

(126), решения которого в общем случае не содержатся в классе решений интеграла (124). 

 

3.1.5  Образующая в виде ломаной линии 

Пусть контур С состоит из N прямолинейных отрезков Сκ. Тогда в силу линейности 

преобразований для А" и А
a
 справедливо соотношение 
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N

AA
1

 . (130) 

Введем обозначение 

 


 10 , (131) 

где 1


 – начальное значение 0


 на отрезке Сκ; 


 – вектор, направленный вдоль пря-

молинейного участка Сκ. С учетом (130) и (131) формулы (123) и (124) представим в виде 
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, (132) 
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,exp,exp 101 , 
(133) 

а формулы (125) и (126) – как 
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expexpexp1
, (134) 

 

        

C

aaa dlnikjnikI  


,exp,exp 01 . (135) 

Пусть известны аналитические выражения для всех A  , а с учетом (132) – и I   по от-

дельности. Как уже отмечено выше, это обстоятельство означает, что известно аналитиче-

ское выражение интеграла из (133). Распишем скалярные произведения из показателей 

подынтегральных экспонент в (133): 

       cos1,
2

1 xyzyz nknnk


 (136) 

и в (135): 

    aa
x

a nknk   cos1,
2

1 


. (137) 

Здесь    и 
a
  – углы между вектором 


 и векторами yzn 


 и 

a
yzn


 соответственно. 

Если угол    фигурирует как параметр в аналитических выражениях для I   из левой 

части (133), то формальная подстановка в них такого   , для которого справедливо ра-

венство 
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, (138) 

 

как видно из сравнения (133) и (135), а также (136) и (137), приведет к тому, что для пока-

зателей экспонент в (133) и (135) получим 

 

    


,,1
a

yzyz nknnk  , (139) 

 

на всем прямолинейном отрезке Сκ контура С. И, следовательно, поскольку токи  0


j  в 

(133) и (135) одни и те же, 

 

     111 ,exp,exp  
 aa

yzyz nikInnikI  . (140) 

 

Зная I   из (132), не прибегая к непосредственным вычислениям по (135), с помощью 

(140) можно получить аналитическое выражение для 
aI  со всеми вытекающими отсюда 

преимуществами, например возможностью включения его в более сложные выражения и 

вычисления производных. 

Поскольку вектор an


 выбираем произвольно, угол   , определяемый соотношением 

(138), может быть комплексным. Подстановка комплексных параметров в аналитическое 

выражение для I   из левой части формулы (133) даст аналитическое продолжение функ-

ции действительных значений на комплексную плоскость, однако это, как известно, не 

отражается на справедливости всех полученных соотношений. 

Выражения для рассеяния в произвольном направлении на идеально проводящем клине 

получены в [54, 69] прямым аналитическим интегрированием токов строгого решения по 

обеим сторонам клина. При этом получен интеграл, похожий на (135); в решении фигури-

ровали комплексные углы, как в (138). Дифференциальные дифракционные коэффициен-

ты для идеально проводящих трехмерных рассеивателей подробно проанализированы в 

[56], где поставлена также задача для дальнейшего исследования: выяснить, может ли 

быть распространен "метод прямых подстановок", разработанный для идеально проводя-

щих рассеивателей, на случай других граничных условий и искривленных поверхностей. 

При использовании формул (108) данной работы этот вопрос автоматически снимается, 

поскольку в принципе Гюйгенса – Кирхгофа [42], из которого следуют эти формулы, 

можно использовать любую поверхность S, охватывающую рассеиватель, в том числе и не 

совпадающую с его границей. При этом не налагается никаких требований и на вид гра-

ничных условий. Для применения методики, изложенной в данном разделе, необходимо лишь, 

чтобы поверхность S представляла собой совокупность фрагментов цилиндрических контуров, 

направляющие которых представляют собой комбинацию из замкнутых или разомкнутых 

ломаных линий. Избежав повторного интегрирования по прямолинейным участкам направ-

ляющих, можно увеличить быстродействие вычислительных алгоритмов. Для случая дифрак-
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ции на полуплоскости, когда контур С представляет собой прямую линию, ситуация пре-

дельно упрощается, поскольку получаются всего два угла 
a
 , равные с точностью до π. Из 

двумерного решения для полуплоскости с любыми граничными условиями решение трехмер-

ной задачи может быть получено путем простой подстановки соответствующего   . 

 

3.2  Решение трехмерных задач при помощи двумерных 

решений  

3.2.1  Решение задачи дифракции на плоском рассеива-

теле в приближении физической оптики. Свойство контур-

ного интеграла  

В данном разделе проведено сравнение соотношений для трехмерного (3D) случая ди-

фракции плоской волны на плоском рассеивателе, строгих в приближении физической оп-

тики (ФО), с соответствующими двумерными (2D) дифракционными коэффициентами. 

Показано, что стремление ФО дифракционных коэффициентов (ФОДК) к бесконечности в 

направлении дифракционных конусов компенсируется стремлением к нулю интеграла по 

замкнутому «теневому контуру» в тех же направлениях. 

В последнее время активно развиваются дифракционные методы, связанные с изучени-

ем рассеяния электромагнитных волн сложными объектами. К этим методам относятся: 

метод краевых волн в физической теории дифракции (ФТД) (новая формулировка) ([69] и 

[70]), метод эквивалентных контурных токов (МЭКТ) [67], улучшенный МЭКТ [54] и за-

пись рассеянного поля при помощи дифференциальных дифракционных коэффициентов 

(ДДК) [53, 56]. Все эти методы основаны на концепции ФТД [1]. Одна из проблем МЭКТ 

и ДДК заключается в том, что дифракционные коэффициенты компонентов токов ФО ста-

новятся бесконечными в наиболее важных направлениях, таких, как дифракционные ко-

нуса, и в особенности – в направлениях «прямо вперед» и «зеркального отражения». Есть 

несколько работ, в которых предпринята попытка решить эту проблему (см., например, 

[55]).  

В данном разделе показано, что стремление к нулю дифракционных коэффициентов 

компоненты токов ФО является очень важным неотъемлемым свойством данной задачи. 

Более того, попытки обойти это стремление к нулю может привести к неверным результа-

там. Показано, что стремление к бесконечности отдельных «квази - двумерных» дифрак-

ционных коэффициентов компонентов физической оптики компенсируется стремлением к 

нулю интеграла по замкнутому контуру для случая трехмерного рассеивателя [142].  

 

Строгие трехмерные формулы 

 

Рассмотрим идеально проводящий плоский (с вектором нормали n

) рассеиватель, возбуж-

денный плоской волной (временная зависимость   rnik


,exp  ): 
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         RnikHHHRnikHH zyx
i


,exp,,,exp 0000  ,                       (141) 

где 
 iH


 и 0H


 – зависящий от расстояния и независящий от расстояния вектор магнит-

ного поля, n


 – направляющий вектор падающей волны, RnR 


 - радиус-вектор точки 

наблюдения, n 


 – направляющий вектор точки наблюдения, i - мнимая единица, k=2π/λ - 

волновое число, λ – длина волны. В приближении ФО вектор-потенциал определяется 

аналогично (108) и равен 

     

S

i dsHn
r

ikr
RA )(exp

2

1 


,                                   (142) 

где 


 Rnr  – расстояние между точкой на рассеивателе и точкой наблюдения, 


 - 

радиус-вектор точки на поверхности рассеивателя, R - расстояние от центра координат до 

точки наблюдения, S - площадь рассеивателя. Без ограничения общности будем считать, 

что плоский рассеиватель расположен в плоскости XOY. Кроме того, пусть выполняется 

условие дальней зоны  


,nRr  , и тогда 

  IHH
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ikr
A xy 0,,
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S

dsikI 


,exp ,                  (143) 

где     nnnnnn


,  - проекция на поверхность рассеивателя (в нашем слу-

чае – на плоскость XOY) разности  nn 


 между направляющими векторами падающей 

волны и точки наблюдения. 

Применяя теорему Стокса, можно получить (см. П1, формула (223)): 
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где in


 - единичная внутренняя нормаль к контуру C, окружающему рассеиватель, 


 - 

единичный вектор, касательный к контуру, t - координата, отсчитываемая вдоль контура. 

Обозначим стоящую в показателе экспоненты фазу точки интегрирования: 

 

, k . (145) 

Если контур представляет собой многоугольник с N вершинами, тогда:  
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где  jj k 


,  – фаза сигнала j-ой вершины с направляющим вектором j


, ja  - 

длина j-ой стороны многоугольника (расположенной между j–1ой и j–ой вершинами).  

Если точка наблюдения расположена на дифракционном конусе, когда   0,  


, тогда: 
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,      (147) 

где (0+π) и  - углы между проекциями направляющих векторов n


 и n 


 на плоскость, 

перпендикулярную 


, и внутренней нормалью jn


к контуру C,  – угол между n


 (или 

n 


) и 


 (эти вектора составляют одинаковый угол с кромкой, поскольку на дифракци-

онном конусе не только n

, но и n 


 направлен вдоль образующей конуса, которая зада-

ется вектором n


). И, наконец, получаем 
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при этом 
jj  1
. 

Теперь, выделяя 3D ФОДК из уравнения вектора – потенциала Aj для отдельной j–ой 

стороны плоского многоугольного расеивателя, нетрудно показать, что строгое выраже-

ние для 3D случая точно совпадает с приближенным 2D ФОДК [1] для волны с наклон-

ным падением. Углы  и  0 (как и в [1]) отсчитываются от внутренней нормали к контуру 

пластины, 1 – угол между направлениями n


 и n 


 и плоскостью, перпендикулярной 

кромке. 

 

Сравнение с двумерным случаем 

 

2D ФОДК [1] справедливы только вдали от границы «свет-тень». Вблизи этих границ 

правильные 2D ФОДК будут включать в себя интегралы Френеля (см., например, [55]). Но 

строгие 2D ФОДК справедливы лишь для полуплоскости, в то время как наши 3D ФОДК 

справедливы для рассеивателей конечного размера, которые (и только они) представляют 

практический интерес.  

Для случая 0


 (направления «прямо вперед» и «зеркальное отражение») ФОДК 

становятся сингулярными. Это обстоятельство создает проблему в практических расчетах. 

Для того, чтобы устранить эту сингулярность, в [55] построено «равномерное асимптоти-

ческое решение» с использованием интеграла Френеля. Но из материала данного раздела 

следует, что строгий ФОДК обязан иметь сингулярность, иначе замкнутый интеграл по 

контуру C будет равен нулю, как было показано в работе [142]. А точный интеграл по 

контуру C равен: 

        Sdsikdtikn
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  ,                  (149) 

что можно строго получить как из контурного, так и из поверхностного интеграла, и пред-

ставляет собой строгий результат. 
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Дифракционные коэффициенты полного тока 

 

Результаты, относящиеся к ФОДК, можно распространить на дифракционные коэффи-

циенты полного тока (ПТДК). Асимптотические 2D ПТДК [1], так же, как ФОДК, спра-

ведливы лишь вдали от границ «свет-тень». Сингулярности 2D ПТДК - такие же, как и у 

2D ФОДК, и как только что было показано – такие же, как и у 3D ФОДК. В направлениях 

границ «свет-тень» ПТДК и ФОДК должны быть равны. Поэтому, если применить 2D 

ПТДК в трехмерном случае, то правильный результат должен получиться не только вдали 

от границ «свет-тень», но во всех направлениях.  

Между прочим, из всего вышесказанного следует, что исправления [55] к более ранней 

работе [54], устраняющие сингулярности 2D ПТДК, не имеют смысла применительно к 

трехмерному случаю, поскольку его эквивалентные краевые токи из [54], называемые в 

данной работе ПТДК, справедливы в трехмерном случае для всех направлений наблюде-

ния, включая окрестность границ «свет-тень».  

Более подробно свойства интегалов I рассмотрены в (Приложении 1). 
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ГЛАВА 4.  ПРИМЕНЕНИЕ РЕШЕНИЙ МЕТОДА 

ОБОБЩЕННОГО ЭЙКОНАЛА В ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧЕ 

ДИФРАКЦИИ НА ПЛОСКОМ УГЛОВОМ СЕКТОРЕ 

Задача дифракции электромагнитной волны на плоском угловом секторе давно привле-

кала интересы исследователей. Несмотря на это, аналитическое решение задачи дифрак-

ции на четверть – плоскости появилось лишь несколько лет назад [16].  

В данном разделе для задачи дифракции электромагнитной волны на плоском угловом 

секторе показана возможность уточнения аналитического решения при помощи модифи-

цированного эвристического метода эквивалентных контурных токов (МЭКТ). Модифи-

кация МЭКТ заключается в том, что вместо интегрирования по элементарной полоске при 

получении решения использовалось готовое двумерное решение на виртуальной условной 

кромке, расположенной под углом к реальной кромке. Уточнение решение МЭКТ прово-

дилось при помощи эвристического учета влияния конца кромки на рассеянный сигнал. 

Приведены результаты расчета, которые показали хорошее совпадение с известными ре-

зультатами.  

Важность проблемы объясняется развитием в последнее время технологии построения 

невидимых для радаров объектов, выполненных по технологии «Стелс». Эта технология 

предусматривает как разработку поглощающих покрытий, так и придание объектам спе-

циальной формы, образованной многогранниками и многоугольниками. Также результаты 

работы могут быть использованы при расчете дифракции на открытом конце волновода, 

при построении теории распространения радиоволн в городе, при расчете рассеяния на 

поверхности кристаллического материала и в других задачах.  

Актуальность вопроса подтверждается тем, что в 2003 г. комиссия B URSI объявила, а 

в 2004 г. присудила премию за аналитическое решение задачи рассеяния на четверть-

плоскости. Решение было получено в виде рядов спецфункций, для суммирования кото-

рых применялась специальная техника [16]. Поскольку появилась возможность проверки, 

наличие такого решения стимулирует работы по разработке эвристических формул для 

расчета подобных объектов. Применяемая методика относится к эвристическим подходам 

в решении задач дифракции (подробнее см. во введении к данной диссертации). 

 

Постановка задачи  

Геометрия задачи из [16] приведена на рис.18. 

На рис.19 приведены результаты расчета коэффициентов передачи по поляризациям D, 

которые определяются выражениями [16]: 
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Здесь E - компоненты векторов падающего и рассеянного полей. Нижние индексы со-

ответствуют обозначениям ортов соответствующих углов, верхние обозначают падающее 

(inc) поле и рассеянное (∞) в точке наблюдения на большом расстоянии R от рассеивателя.  
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а) 
 

б) 

Рис. 18  

Геометрия задачи из [16]. 

На рис. 18 показана геометрия, взятая из работы [16], в которой приводится строгое 

решение задачи дифракции электромагнитной волны на плоском угловом секторе.  

       
а)        б) 

Рис. 19  

Результаты расчета коэффициентов D из [16]. 

На рис. 19 показаны результаты строгого расчета задачи дифракции электромагнитной 

волны на плоском угловом секторе, взятые из работы [16]. Коэффициенты D описывают 

связь между поляризациями падающей и рассеянной волны.  

Наша задача – получить те же зависимости эвристическим способом. Эвристическое 

решение задачи дифракции на плоском угловом секторе построим в несколько этапов.  

1. В приближении дальней зоны получим строгое физоптическое решение для рассеяния 

на плоской многоугольной пластине. 
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2. В полученном физоптическом решении разделим вклад скалярного интеграла по по-

верхности и векторную составляющую, постоянную на всей поверхности пластины. 

3. В скалярном интеграле по поверхности разделим интегралы вдоль кромки и по элемен-

тарной полоске, расположенной перпендикулярно виртуальной «условной кромке».  

4. Для случая наклонного падения на двумерную кромку найдем связь между векторными 

дифракционными коэффициентами строгого и физоптического решения.  

5. В физоптическом решении заменим векторный дифракционный вклад физоптики на 

векторный дифракционный вклад строгого решения.  

 

4.1  Решение в приближении физической оптики 

Для вычисления рассеянного поля будем, как и ранее (см. п. 3.1.1), пользоваться фор-

мулами, хорошо известными из учебников электродинамики (см., например, [42]). В соот-

ветствии с электродинамическим принципом Гюйгенса поле в точке наблюдения, распо-

ложенной вне поверхности S, окружающей источники, может быть выражено как резуль-

тат сложения волн вторичных источников, расположенных на поверхности S. Внутри по-

верхности S поле определяется первичными источниками, а результат сложения там вто-

ричных источников равен нулю. Это обстоятельство иногда называют «отсутствием об-

ратной волны» [1, 51, 52]. Постановка задачи соответствует формулам (107) – (110). 

Рассмотрим падение плоской электромагнитной волны на идеально проводящий рассе-

иватель, имеющий форму плоского многоугольника. Векторы E


 и H


 рассеянного поля 

определяются выражениями (107) [1, 42].  

Входящие в (107) электрический и магнитный векторные потенциалы 
eA


 и 

mA


 (108) 

зависят от поверхностных токов 
ej


 и 

mj


 (109), k=2 /λ - волновое число, i – мнимая еди-

ница, r – расстояние от точки на рассеивателе до точки наблюдения, R – расстояние от 

центра координат до точки наблюдения, nR

  и 


 – радиус-векторы соответственно точ-

ки наблюдения и точки, лежащей на рассеивателе, 


 nRr .  

Формулы (107), (108) являются не единственной формой записи решения для рассеян-

ного поля. Мы применяем эту форму, поскольку после публикации в хорошо зарекомен-

довавших себя книгах [1, 42] (вышедших сначала на русском языке) она давно и много-

кратно проверена. В других книгах [3, 57] (вышедших за рубежом, но затем переведенных 

на русский язык), также хорошо себя зарекомендовавших, используется другая форма за-

писи решения, которая получается непосредственно из формулы Грина. В книге [52] (вы-

шедшей сначала на английском, а затем на русском языках), представляющей собой со-

временный вариант [1], вместо прежней формы решения применяется другая, подобная 

используемой в [3, 57], что, впрочем, не отражается на конечных результатах.  

Если первичные источники расположены вне поверхности S, а внутри поверхности S 

находятся не источники, а рассеивающее тело, то задачу рассеяния можно свести к появ-

лению дополнительных источников на поверхности S. Добавив поле дополнительных ис-

точников к первичному полю, можно получить решение задачи дифракции. В частности, 

для дифракции на идеально проводящей пластине (т.е. с граничными условиями на по-
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верхности   0 En


) можно, «стягивая» поверхность S к поверхности пластины, полу-

чить выражение для поверхностных токов в приближении физической оптики [42]: 

 ince Hn
c

i



2

, (151) 

здесь нормаль к поверхности n

 направлена от теневой стороны пластины к освещенной.  

При расположении точки наблюдения вдали от рассеивателя конечных размеров выпол-

няется условие дальней зоны (120).  

Если падающая волна – не плоская, то это условие зависит и от положения источника. 

Условие дальней зоны можно объяснить при помощи угла зрения, под которым рассеива-

тель виден из точки наблюдения. При удалении точки наблюдения от реального рассеива-

теля конечных размеров (т.е. когда kr→∞) этот угол зрения уменьшается до нуля. А при 

удалении от модельного рассеивателя (полуплоскость, клин, четверть - плоскость) этот 

угол зрения никогда до нуля не уменьшается. Решения модельных задач также отличают-

ся от решения реальных задач. В частности, сигнал, рассеянный модельной структурой, на 

границе тени принимает постоянную величину независимо от величины фактора (kr)
-1
, в 

то время как для реальной структуры поле рассеянного сигнала при удалении от рассеива-

теля уменьшается пропорционально фактору (kr)
-1

 во всей области наблюдения, в том 

числе и в окрестности границы тени. Если искать решение в виде контурного интеграла, 

то в направлениях границы тени, а именно – «прямо вперед» и зеркального отражения 

вклад каждого элемента кромки будет сингулярен, хотя полный интеграл по замкнутому 

контуру даст правильное решение, пропорциональное площади рассеивателя [142].  

В дальней зоне формулы (107) и (108) существенно упрощаются. При выполнении со-

отношения (120) потенциалы A


 зависят от r по закону exp(ikR)/R, а выражения для полей 

(107) приходят к виду (110) [42]. 

Формулы (108) можно с учетом (120) и (141) записать по аналогии с (143). Для идеаль-

но проводящей пластины векторный магнитный потенциал равен нулю 0mA


, 0mA , 

0mA , а электрический потенциал 
eA


 равен: 

  IHn
R

ikR
Ae 0exp

2

1 



 ,      

S

dsikI 


,exp . (152) 

Здесь токи взяты из выражения (151), нормаль n

 направлена от теневой стороны рассе-

ивающей поверхности к освещенной. Вспомогательный вектор 


 определяется так же, как 

и в (143).  

Важной особенностью формул (152) является то, что интеграл I по поверхности рассеи-

вателя является отдельным множителем в выражении для потенциала. Эта особенность 

характерна для решений в приближении физической оптики, которые в большей степени 

зависят от площади рассеивателя и в меньшей степени зависят от его формы. Решения в 

приближении ГТД и МКВ в большей степени зависят от формы рассеивателя. Как будет 

показано позже, решения ГТД и МКВ зависят от Т- поляризации вектора, падающего на 

кромку (т.е. от взаимной ориентации вектора поляризации падающей волны и вектора, 
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касательного к кромке). Физоптические решения зависят от взаимной ориентации вектора 

поляризации падающей волны и вектора нормали к рассеивателю. В случае нормального 

падения на кромку вектор, касательный к кромке и вектор нормали к рассеивателю пер-

пендикулярны, поэтому можно установить связь между поляризациями строгого и физо-

птического решения. В случае наклонного падения разделение поляризаций в случае стро-

гого и физоптического решения происходит по-разному. Это нужно учитывать при по-

строении эвристических решений. 

 

Дифракция на многоугольной пластине в приближении физоптики.  

При оценке пригодности электродинамической модели для инженерного расчета како-

го – либо объекта простота формулировки принципа построения решения и простота при-

меняемых формул играет существенную роль. В том числе и по этой причине, несмотря 

на существенное продвижение теории дифракции за последние сто лет, приближение фи-

зической оптики остается очень популярным при решении самых разных задач. 

Приближение физоптики в теории дифракции строится на основе поверхностных токов 

геометрической оптики. Сначала из невозмущенной волны геометрической оптики «выре-

зается» часть, затененная рассеивателем и «поворачивается» в сторону отраженной волны. 

Иногда отсутствие «вырезанной» части в первичной волне называется «теневым столби-

ком» [1, 51, 52]. После построения геометрооптической картины решения применяют 

приближение физической оптики.  

 

4.1.1  Контурный интеграл с навязанным условием даль-

ней зоны 

В приближении физической оптики решение дифракционной задачи представляется в 

виде интеграла от полей или функций полей, заданных на поверхности рассеивателя. При 

вычислении интеграла по поверхности S поля на поверхности рассеивателя 
0E


 и 

0H


 в 

формулах (109) выбираются как в падающем поле геометрической оптики 
incEE


0

 и 

incHH


0
. При необходимости учитывается и отраженное поле. Поскольку невозму-

щенная волна не может отражаться от свободного пространства, физоптическое решение 

также не должно иметь «обратной волны». Проверка физоптических интегралов по по-

верхности рассеивателя на отсутствие «обратных волн» является хорошим тестом на кор-

ректность решения. 

На плоском угловом секторе условие дальней зоны не выполняется, однако мы «навя-

зываем» это условие (см. Приложение 2, текст между формулами (257) и (258)). 

При выполнении условия дальней зоны (119) и равенства (120) решение задачи рассея-

ния определяется формулами (110) и (152). Основной интерес в этих выражениях пред-

ставляет интеграл I. Характер рассеянного сигнала определяется пространственной зави-

симостью от геометрии рассеивателя амплитуды и фазы этого интеграла.  

В соответствии с теоремой Стокса можно свести интеграл по площади S к интегралу по 

контуру C, окружающему эту площадь (144). Пусть рассеиватель представляет собой мно-
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гоугольник. Тогда для j-ой стороны длиной aj, идущей от вершины j–1 к вершине j, полу-

чим выражение (146). На дифракционном конусе   0,  


, и получаем (см. также (148))  

 
 01 coscoscos

exp

 




ik

ia
I

jj
j . (153) 

 

4.1.2  Вклады кромок и вершин 

В формулах (146) I j представляет собой вклад j-ой стороны. В этом выражении фигу-

рируют две фазы прилегающих к стороне вершин. Сумму из (146) можно преобразовать 

таким образом (см. также Приложение 1):  
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Слагаемые I
 j
 иногда называют «вершинными волнами», поскольку каждому слагаемо-

му соответствует фаза одной из вершин. Однако на самом деле вклад вершин в физопти-

ческом интеграле никак не учитывается, поскольку контурный интеграл I характеризует 

лишь вклад сторон. Вклад элемента стороны никак не зависит от того, на каком расстоя-

нии этот элемент находится от вершины. Представляется более правильным называть 

вершинной волной ту составляющую решения, которая не зависит от вклада стороны. 

Влияние вершины должно выражаться в появлении дополнительного слагаемого или 

множителя.  

 

Выделение дифракционных коэффициентов из физоптики.  

Покажем, что в полученном трехмерном решении для поля в приближении дальней зо-

ны, рассеянного стороной многоугольника, фигурируют те же дифракционные коэффици-

енты, что и в классическом двумерном решении.  

Рассмотрим выражение для поля (110), подставив в него потенциал (152) на стороне 

(153), соответствующей условию дифракционного конуса, в случае положения плоскости 

падения и наблюдения перпендикулярно кромке (т.е. при =0): 
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. (155) 

Это выражение соответствует случаю трехмерной дифракции на стороне ограниченной 

длины a j.  

Выражение (155) допускает довольно простую физическую интерпретацию. Рассеянное 

поле j-ой стороны представляет собой произведение множителя, описывающего сфериче-
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скую расходимость поля, на дифракционный коэффициент f
 0

 или g
0
 в приближении физи-

ческой оптики.  

Для перехода к двумерному случаю следует провести интегрирование по всей стороне 

от ∞ до ∞. С учетом выражения для функции Ханкеля и его асимптотики:  
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Здесь r1 – это расстояние от кромки до точки наблюдения в плоскости, перпендикуляр-

ной кромке. Переменная r1 - аналог r из двумерного пространства, рассматриваемого в [1]. 

В координатах, использованных в [1] (см. комментарий к формуле (153)), векторные про-

изведения будут для ТН- и ТЕ- поляризаций (когда Н- или Е- вектор перпендикулярен 

кромке) соответственно равны sin 0 и –sin. В результате получаем 
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Здесь f
 0

 и g
0
 - дифракционные коэффициенты в приближении физоптики, введенные в 

[1]. Полученные выражения (157) в точности совпадают с результатом из [1]. Это означа-

ет, что физоптические дифракционные коэффициенты из двумерной задачи остаются та-

кими же и в трехмерном случае. В дальнейшем мы будем использовать этот результат при 

построении эвристического решения трехмерной задачи.  

Отметим, что при получении результата (157) было принято, что вектор падающего по-

ля ориентирован относительно точки наблюдения одинаково для всех точек плоскости 

рассеивателя. Это верно не всегда, а лишь для двумерной задачи. В приближении дальней 

зоны это верно и для трехмерной задачи.  

Сравним между собой выражения для физоптических (f
 0

, g
0
) и строгих (f и g) дифрак-

ционных коэффициентов из [1].  
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Заметим, что справедливы выражения 
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(159) 

Выражения (159) согласуются с формулой из [3], где показано, что физоптическое ре-

шение отличается от строгого лишь множителем, представляющим косинус половины 

разности углов между направлениями падающей и рассеянной волны. С учетом выбора в 

(159) способа отсчета угла  0 падающей волны (этот способ отсчета выбран, как в [1]) по-

лучаем множители sin[( – 0)/2] и sin[( + 0)/2]. Помимо прочего, эти множители харак-
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теризуют отсутствие так называемых «обратных волн», т.е. волн «прямо назад» в прибли-

жении физоптики. О важности проверки этого свойства физоптики говорилось раньше.  

Сравнивая выражения (153) для скалярного интеграла I j по j-ой стороне на дифракци-

онном конусе и выражения для физоптических дифракционных коэффициентов f
 0

 и g
0
 

(158) в двумерном случае (т.е. при =0), видим, что они имеют одинаковый знаменатель. 

С учетом того, что числители физоптических дифракционных коэффициентов sin 0 и –

sin следуют из векторных произведений, входящих в выражение для 
eA


 (152), и только 

эти числители характеризуют поляризацию падающей и отраженной волны, делаем вы-

вод, что знаменатель дифракционных коэффициентов с поляризацией не связан. В выра-

жении для скалярного интеграла I j знаменатели определяются лишь положением рассеи-

вающей кромки относительно направляющих векторов падающего и рассеянного поля n


 

и n 

, а не поляризацией. Будем считать, что и у дифракционных коэффициентов строгого 

решения f и g знаменатель не связан с поляризацией, хотя их поляризация определяется не 

при помощи векторных произведений из (152), как это происходит в выражениях для ди-

фракционных коэффициентов f
 0
 и g

0
.  

Все эти рассуждения нужны нам для того, чтобы осуществить разделение векторной и 

скалярной составляющей в выражениях для дифракционных коэффициентов.  

 

Элементарные полоски интегрирования.  

В приближении физоптики интеграл (144) по многоугольной пластине берется строго и 

превращается в аналитические выражения. При помощи преобразования (155) в (157) мы 

показали, что физоптические дифракционные коэффициенты, фигурирующие в результате 

интегрирования по кромке, в точности совпадают с теми, которые получаются в модель-

ной двумерной задаче [1] (158), (159) или [3], когда физоптические интегралы получены 

при помощи интегрирования по плоской полубесконечной пластине.  

Интегрирование (144) ведется в двух направлениях: вдоль кромки и в поперечном 

направлении. Интеграл вдоль бесконечной кромки дает функцию Ханкеля. Интеграл в по-

перечном направлении от кромки до бесконечности по бесконечно тонкой полоске («эле-

ментарной полоске интегрирования») представляет собой нетривиальную математиче-

скую задачу и рассматривается во многих работах (см., например, [1, 51 – 56] и др.). Речь 

здесь, конечно, идет уже не о физоптике, а об интеграле по полоске от строгого решения 

для клина и рассеивателей более сложной формы. Важность этого интеграла объясняется 

тем, что именно на его основе строятся эвристические решения задач дифракции. Инте-

грал по элементарной полоске интегрирования в двумерной задаче приписывается эле-

менту кромки и интерпретируется как диаграмма направленности (ДН) «дифференциаль-

ного дифракционного коэффициента», «элементарной краевой волны» или «элементарно-

го краевого тока». Затем, проведя интегрирование (обычно – численное) по кромке трех-

мерного рассеивателя, можно получить эвристическое решение трехмерной задачи. 

Ориентация полосок интегрирования относительно кромки может меняться в зависи-

мости от выбранного подхода. Иногда считают, что элементарная полоска интегрирования 

направлена перпендикулярно кромке (в методе дифференциальных дифракционных ко-

эффициентов [54 – 56]), иногда – что вдоль дифракционного конуса падающей волны (в 

авторском варианте метода краевых волн [51 – 52]).  
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Физоптика отличается от строгого решения множителями [3] (см. комментарии после 

формул (158) и (159)). Поэтому для модельной задачи дифракции на полуплоскости ДН 

элементарной краевой волны выражается при помощи одного и того же интеграла Френе-

ля как для строгого решения, так и для физоптики. Интеграл Френеля на границе тени 

принимает значение ½ . Напротив, в приближении дальней зоны ДН элементарной крае-

вой волны на границе тени сингулярна.  

Интегрирование строгого решения для клина отдельно по каждой стороне было проде-

лано в работе [54] и также дало сингулярность в направлении тени. Для двумерной задачи 

эта сингулярность иногда кажется недостатком, и автор [54] пытается ее исправить, заме-

няя на интеграл Френеля [55], но в трехмерной задаче от сингулярностей избавляться не 

нужно [142, 145]. При этих способах выбора полоски интегрирования ее положение не за-

висит от положения точки наблюдения. Предполагается, что падающее поле – первично, а 

рассеянное – вторично. На самом деле вследствие принципа взаимности положения точки 

источника и точки наблюдения равноценны и в аналитические формулы должны входить 

симметрично. Это, кстати, еще один способ проверки решения.  

В данном разделе мы предлагаем другой способ использования двумерных решений в 

трехмерных задачах. Вместо того, чтобы считать падающую волну первичной, а затем ин-

тегрировать ее в точке наблюдения, поступим так, как делают математики при исследова-

нии рассеянного сигнала в приближения физоптики [71]. В этой работе решение для рас-

сеянного поля строится в зависимости от поведения функции фазы (145) на поверхности 

рассеивателя. Функция фазы, входящая в подынтегральное выражение интеграла I (144), 

зависит сразу от двух направлений – падающей волны и рассеянной. Правда, в [71] рас-

сматриваются рассеиватели относительно большого размера, для которых не выполняется 

условие дальней зоны (120). При выполнении условия дальней зоны в [71] рекомендуется 

применять численные методы интегрирования. 

Тем не менее, использование в качестве элементарной полоски интегрирования полос-

ки, совпадающие с вектором градиента функции фазы (145) (в нашем случае это вектор 


), оказывается весьма эффективным. Такой подход позволит вместо интегрирования по-

верхностных токов по рассеивателю использовать готовую ДН элементарной краевой 

волны из двумерной задачи.  

 

Особенности строгого и физоптического двумерных решений.   

При наклонном падении плоской электромагнитной волны на цилиндрическую кромку 

с образующей бесконечной длины (например, вдоль координаты z) поле (как физоптиче-

ское, так и строгое) рассеивается только одним способом – вдоль дифракционных кону-

сов. Это свойство определяется уравнениями Максвелла и не зависит от формы направ-

ляющей цилиндра. Других решений данная структура не содержит. В то же время, если 

выделить фрагмент такой структуры ограниченной по оси z длины, то рассеянное этим 

фрагментом поле будет распространяться во всех направлениях. Тем не менее, готовую 

ДН элементарной краевой волны двумерного решения можно будет использовать лишь в 

направлении дифракционного конуса способом, подобным тому, как мы превратили трех-

мерное решением (155) в двумерное решение (157). При этом потребуется совершить те 

же шаги, но в обратном порядке. В других направлениях такая процедура даст неверный 

результат. По-видимому, именно невозможность непосредственного использования дву-
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мерных решений способом, рекомендованным геометрической теорией дифракции, при-

вела к тому, что при расчете объектов типа «Стелс» стали применять [53] метод краевых 

волн [1].  

Для получения ДН рассеянного сигнала в направлении вне дифракционного конуса 

можно провести интегрирование по элементарной краевой волне, но, как уже было сказа-

но раньше, это сопряжено с математическими сложностями. Нужно знать токи на всей по-

лоске интегрирования, в том числе вблизи от кромки. Поэтому знания лишь ДН элемен-

тарной краевой волны в данном случае будет явно недостаточно. Способ использования 

двумерных решений в трехмерных задачах с применением «комплексных углов» был рас-

смотрен в разделе 3.1, но он относится к случаю, когда аналитическое двумерное решение 

уже получено.  

В данном разделе предлагается способ использования решения двумерной задачи без 

интегрирования по элементарной краевой волне, когда известна лишь ДН двумерного ре-

шения, но не токи на всей поверхности рассеивателя.  

 

«Условная кромка».  

Рассмотрим дифракцию на кромке для случая, когда направляющие вектора падающей 

и рассеянной волны n


 и n 


 не находятся на дифракционном конусе. При этом вектор 


 

направлен не под прямым углом к кромке. Введем понятие «условной кромки». Это пер-

пендикулярное вектору 

 направление в пространстве, по отношению к которому вектора 

n


 и n 


 как бы находятся на дифракционном конусе. Такой выбор направления полоски 

интегрирования дает возможность использовать готовое решение двумерной задачи рас-

сеяния на «условной кромке» и тем самым избежать непосредственного интегрирования 

по элементарной полоске. Подробно решение на условной кромке рассмотрено в Прило-

жении 3. 

На рис. 20 приведен вид сверху на плоский угловой сектор.  

 

Рис. 20 

Реальная и «условная» кромки. 

На рис. 20 изображен плоский угловой сектор, реальные кромки которого (показаны 

жирными линиями) расположены под углами β/2 по отношению к направлению (–z). 

Штриховыми линиями показаны условная кромка, расположенная под углом γ/2 по отно-

шению к направлению (–z) и элементарная полоска интегрирования. Векторами показаны 

поверхностные токи j , j  для разных типов поляризации падающего поля и разложе-
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ния этих проекций cp  и cr  по направлениям, параллельному и перпендикулярному 

условной кромке. Геометрия задачи соответствует рис. 18.  

На элементарной полоске интегрирования показано разделение двух поляризаций то-

ков, возбужденных падающей волной физоптики на составляющие, направленные парал-

лельно (cp) и перпендикулярно (cr) условной кромке. Вектора токов возбуждаются векто-

рами магнитного поля, направленными вдоль ортов с соответствующими индексами. Е- 

вектора падающей волны при этом направлены так, как показано на рис. 18.  

Если бы реальная и условная кромка совпадали, то точка наблюдения находилась бы на 

дифракционном конусе. В свою очередь, это означало бы, что для нахождения решения на 

фрагменте кромки можно брать дифракционные коэффициенты соответствующей дву-

мерной задачи для условной кромки. 

Поскольку в общем случае реальная и условная кромка не совпадают, использование 

дифракционных коэффициентов условной кромки даст неверный результат. Однако, если 

разделить дифракционные коэффициенты на числитель и знаменатель, то можно соста-

вить новый дифракционный коэффициент, имеющий числитель условной кромки и зна-

менатель реальной кромки. Для физоптики это заведомо верно, поскольку ее результат не 

зависит от того, каким образом делить вектор падающего поля на компоненты.  

Следующий шаг – применение того же подхода к строгому решению. Взяв двумерное 

решение на условной кромке, применяем его так же, как и в случае физоптики. Таким об-

разом, удается избежать интегрирования по элементарным полоскам, поскольку мы рабо-

таем с уже готовыми дифракционными коэффициентами.  

Итак, мы сформулировали эвристический подход для нахождения дифракции на плос-

кой идеально проводящей многоугольной пластине. В случае плоского рассеивателя к 

данной методике возникает меньше всего вопросов. Вопросы могут возникать для рассеи-

вателей более сложной формы и с более сложными граничными условиями. Ясно, что 

форма виртуального двумерного рассеивателя, связанного с условной кромкой, будет от-

личаться от формы реального рассеивателя. Можно предположить, что изменение формы 

произойдет в соответствии с тем, как пройдет сечение реального рассеивателя плоско-

стью, перпендикулярной условной кромке. Вопрос изменения граничных условий требует 

более тщательного анализа.  

Теперь осталось только реализовать разработанный алгоритм. 

 

4.2  Решение в приближении метода эквивалентных кон-

турных токов 

4.2.1  Строгое решение для наклонного падения 

Эвристическое решение для многоугольной пластины.   

Построим эвристическое решение для дифракции на плоском угловом секторе. Для 

этого в соответствующем физоптическом решении заменим векторную составляющую 

физоптического решения на векторную составляющую строгого решения.  
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Для получения векторной составляющей строгого решения рассмотрим двумерную ди-

фракцию электромагнитной волны на бесконечной кромке в случае наклонного падения 

[57, §11.6]. Геометрия задачи из [57] показана на рис. 21.  

На рис. 21 показана геометрия задачи из [57]. Параметры, указанные на рисунке, мы 

подставляем в формулы дифракции на бесконечной кромке, на которые накладываем 

условие дальней зоны. Впоследствии из этих формул мы выделяем поляризационную со-

ставляющую, которую подставляем в физоптические формулы для плоского углового сек-

тора. В результате физоптические формулы преобразуются в приближение МЭКТ.  

Выражения для компонент векторов из [57] приведены в (252) (Приложение 2). Рас-

смотрев поля при выполнении условия дальней зоны (120), которое выполняется на боль-

ших расстояниях от кромки (т.е. когда kr→∞), получим выражения, намного более про-

стые, чем (252).  

 

 
Рис. 21 

Геометрия задачи из [57]. 

 

Пусть на полуплоскость, кромка которой расположена вдоль оси z, падает плоская вол-

на:  

    1111111 sincossincoscosexpexp  zyxikikSU  . (160) 

Выделим вектора Т- поляризаций: вектора t

, перпендикулярные кромке и направляю-

щим векторам падающего и рассеянного поля n

  или n


  и вектора p


, перпендикулярные 

как векторам t

, так и направляющим векторам n


  или n


 . Для этих векторов в случае па-

дающего (индекс i) и рассеянного (индекс s) поля имеет смысл ввести новые обозначения: 

it


, ip


, st


 и sp


. В координатах из [57] эти вектора равны: 

 0,cos,sin 11  it


,  11111 cos,sinsin,sincos  ip


 

 0,cos,sin 11 st


,  11111 cos,sinsin,cossin sp


. 
(161) 

Углы 1, 1 и 1 связаны уже не с глобальными, а с локальными координатами кромки. 

Итак, в случае двух поляризаций получаем соответственно две плоские волны 
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(162) 

Решение задачи дифракции определяется выражениями из [57]) (см. (252) из Приложе-

ния 2). Для наклонного падения (упрощая решение (252)) получим в дальней зоне (см. 

Приложение 2, формулы (253) – (266)): 
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(163) 

Строгие f, g и физоптические f
 0

, g 0 двумерные векторные коэффициенты для полуплос-

кости определяются выражениями (158), (159) [1] (соответствие углов между [1] и [57]: 

0↔1, ↔1).  

 

4.2.2  Замена поляризационных составляющих дифрак-

ционных коэффициентов 

Сравнивая между собой формулы (162) и (163), нельзя не обратить внимание на их 

симметрию и на ясность, с которой они описывают явление дифракции. Все компоненты 

рассеянного поля для случая наклонного падения на кромку (163) можно получить, просто 

заменив в выражениях (162) для падающего поля угол падения 1 на угол рассеяния 1, а 

функцию U1 на функцию UTH или UTE в зависимости от того, какая именно составляю-

щая падающего поля является Т- поляризованной.  

Из формул (161), (163) следует, что в строгом двумерном решении Т-поляризации па-

дающей волны (162) сохраняются для всех углов наклонного падения. Иными словами, 

если на кромку падает волна, не имеющая векторной составляющей, направленной вдоль 

кромки, то такая же ситуация будет иметь место и для рассеянной волны. Для физоптики 

это не так, происходит «подмес» поляризаций. В этом заключается принципиальное отли-

чие между строгим и физоптическим решениями.  

Строгие выражения для трехмерного случая будут отличаться от физоптики лишь век-

торными компонентами, которые мы возьмем из формул (163) на «условной кромке» и на 

которые заменим векторную составляющую физоптики. Угол положения условной кром-

ки γ/2 (рис. 20) войдет во все формулы для векторной составляющей решения. 
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Компоненты поля берутся аналогично формуле (155) с заменой вклада кромки I j на 

вклад вершины I
 j
 из (154): 
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(164) 

и с заменой векторной составляющей физоптического дифракционного коэффициента 

 



0Hn


  на условной кромке соответствующим вкладом, взятым из строгого решения.  

Для случая наклонного падения поляризации строгого и физоптического решения 

складываются по-разному. Т-поляризация строгого решения остается неизменной для всех 

углов наклонного падения и точек наблюдения расположенных на дифракционном кону-

се. В то же время, Т-поляризация физоптического решения «подмешивается» в другую 

поляризацию. Поэтому для получения эвристического решения мы на полоске интегриро-

вания заменяем обе поляризации сразу, а не по отдельности (т.е. заменяем всю векторную 

составляющую решения, которая характеризуется дифракционными коэффициентами).  

Итак, вместо векторной составляющей физоптики на условной кромке берем числители 

дифракционных коэффициентов (158) двумерного решения THU   и TEU   с учетом коэф-

фициентов разложения TE- и TH-поляризаций, связанных с ориентацией кромки, по поля-

ризациям падающего и рассеянного поля. В координатах γ и γ0 (аналогичных  и 0 из 

[1]), представляющих собой углы между проекциями направляющих векторов n


 и n 


 

на плоскость, перпендикулярную условной кромке, и внутренней нормалью к условной 

кромке числители дифракционных коэффициентов принимают вид: 

  
2200

0sinsin2coscos,


   fUTH ,  

  
2200

0coscos2coscos,


   gUTE . 

(165) 

Обозначив векторы координат  и  падающего (inc) и рассеянного (s) поля из [16] как 

ince


, 
ince


, 

se


 и 
se


, получим эвристические выражения для коэффициентов D: 
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Эти формулы дают решение в приближении метода эквивалентных контурных токов, а 

коэффициенты D связаны с полями так же, как и в формулах (150).  

Более подробно получение решения (166) описано в Приложении 4. 

В выражениях (166) значения скалярного интеграла I
 j
 из (154) определяется в коорди-

натах, связанных с реальными кромками, образующими вершину, а значения дифракци-

онных коэффициентов THU   и TEU   определяются по формулам (163) через углы γ и γ0, 

связанные с условной кромкой, с учетом соответствия γ0↔1, γ ↔1. Векторы поляри-

заций падающей и рассеянной волн it


, ip


, st


 и sp


 также определяются в локальных ко-

ординатах, связанных с условной кромкой (рис. 20). Единичные орты падающей и рассе-

янной волн 
ince


, 

ince


, 
se


 и 

se


 задаются в координатах из [16] (рис. 18).  

В выражениях (166) подразумевается, что луч, направленный вдоль вектора 

, начина-

ется на одной из кромок, образующих угловой сектор, и уходит по этому сектору в беско-

нечность. Может быть другая ситуация, когда луч начинается на одной кромке и заканчи-

вается на другой. При этом формулы (166) немного усложняются (на разных гранях угло-

вого сектора дифракционные коэффициенты отличаются, поскольку векторы внутренней 

нормали реальных кромок, будучи расположенные на условной кромке, направлены в 

разные стороны от нее). Положение торцевой кромки определяется направляющими век-

торами n

  и n


 падающей и рассеянной волн и от положения реальных кромок не зависит.  

На рис. 19 из [16], где уже сплошными линиями показаны графики функций D (150), 

мы точками и штрихами нанесли функции, рассчитанные по формулам (292) и (166). Ре-

зультаты расчета приведены на рис. 22.  

На рис. 22 (а), (б) показаны результаты расчета физоптических коэффициентов D по 

формулам (281) в сравнении с результатами из [16] (см. рис.18, 19). Можно видеть, как 

физоптические коэффициенты D обнуляются на перекрестных поляризациях, что пред-

ставляет собой существенную ошибку. На рис. 22 (в), (г) показаны результаты расчета ко-

эффициентов D по формулам (166) (приближение МЭКТ) в сравнении с результатами из 

[16] (см. рис. 18, 19). В этом случае совпадение между результатами намного лучше.  

Как видим из рис. 22, приближение МЭКТ (рис. 22 (в), (г)) правильно отражает харак-

тер решения. В сравнении с приближением физоптики (рис. 22 (а), (б)) МЭКТ значительно 

выигрывает, поскольку в приближении физоптики графики имеют тот же характер, одна-

ко два из четырех коэффициентов D (а именно – коэффициенты перекрестных поляриза-

ций D и D) равны нулю во всей области значений углов .  

 



110 

 

    
а)        б) 

    
в)        г) 

Рис. 22  

Результаты расчета коэффициентов D по эвристическим формулам и их 

сравнение с результатами из [16] (см. рис.18, 19). Приближение метода физи-

ческой оптики (а), (б) дает большие ошибки, поскольку перекрестные поляри-

зации D и D в системе координат (рис.18) получаются равными нулю. Кри-

вые, характеризующие приближение метода эквивалентных контурных токов 

(в), (г), лучше соответствуют результатам строгого расчета.  

 

4.3  Модифицированный метод эквивалентных контурных токов 

Коррекция решения на конце кромки.  

Решение в приближении метода эквивалентных контурных токов (МЭКТ) довольно 

близко подходит к решению [16]. Если не требуется большая точность, его вполне можно 

использовать при решении задач дифракции. Однако, решение МЭКТ можно существенно 

улучшить, если учесть влияние ограниченности кромки по длине. Это влияние МЭКТ не 

учитывает, поскольку считает эквивалентный ток постоянным по всей длине кромки. 

Приближенно влияние ограниченности кромки по длине можно найти, считая саму кром-

ку элементарной полоской в приближении физоптики. Количественно это влияние можно 
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оценить, сравнивая между собой физоптические и строгие коэффициенты на элементар-

ной полоске.  

Схема получения решения показана на рис. 23. 

 

 
(а) 

 
(б) 

 

Рис. 23 

Возмущение поля вблизи кромки полуплоскости и дополнительное возму-

щение поля вблизи вершины плоского углового сектора.  

На рис. 23 (а) показана кромка полуплоскости (черная сплошная линия), поле элемен-

тарной полоски в приближении ФО (серая сплошная линия), возмущение поля вблизи 

края («поперечное» по отношению к кромке – черный пунктир). На рис. 23 (б) показан 

плоский угловой сектор (черная сплошная линия), поле углового сектора в приближении 

ФО (серая сплошная линия), возмущение поля вблизи края кромки (черный пунктир) и 

дополнительное возмущение поля вблизи вершины («продольное» по отношению к кром-

ке – серая штриховая линия).  

Наша задача – получить эвристическую оценку дополнительного «продольного» воз-

мущения поля на основе выражения для «поперечного» возмущения. 

Как уже было сказано, числители физоптических коэффициентов f
 0

 и g
0
 характеризуют 

векторный потенциал 
eA


 при различных типах поляризации. Введем корректирующие 

коэффициенты как частное от деления строгих коэффициентов на физоптические. Умно-

жая эти коэффициенты на физоптику, можно получить строгое аналитическое решение 

для дифракции на многоугольной пластине в приближении метода эквивалентных кон-

турных токов в случае нормального падения.  

В координатах γ и γ0, сравнивая между собой выражения для дифракционных коэф-

фициентов (158), получаем корректирующие коэффициенты cpγ и crγ для TH и TE поля-

ризаций при нормальном падении на кромку:  
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Эти коэффициенты характеризуют отличие строгого интеграла по элементарной полос-

ке интегрирования от физоптического интеграла. Однако, говоря о замене физоптического 

дифракционного коэффициента на строгий, мы не имеем в виду применение корректиру-

ющего коэффициента (167). Такая операция может быть сделана, но лишь в случае нор-

мального падения, когда в решении присутствует лишь одна поляризация.  

Иногда говорят, что физоптика тем лучше совпадает со строгим решением, чем больше 

размер рассеивателя. Из формул (167) следует, что это не так. Отличие физоптики от 

строгого решения зависит не от размера рассеивателя, а от того, насколько близко точка 

наблюдения находится от границы тени. В направлениях «прямо вперед» и зеркального 

отражения физоптика совпадает со строгим решением. Этот факт хорошо известен и ис-

пользуется, например, в теории зеркальных антенн при расчете коэффициента усиления в 

главном луче и ближайших боковых лепестках. При удалении от границы тени различие 

между физоптикой и строгим решением возрастает независимо от размера рассеивателя.  

Корректирующие коэффициенты (167) характеризуют изменение поля вблизи края по-

луплоскости на элементарной полоске интегрирования при переходе от физоптики к стро-

гому решению. Как следует из выражений (155) – (157), соотношения между дифракцион-

ными коэффициентами не меняются при переходе от трехмерной дифракции к двумерной. 

Поэтому можно предположить, что и в одномерном случае можно использовать те же ко-

эффициенты. Под словами «одномерный случай» здесь имеется в виду, что в МЭКТ ам-

плитуда эквивалентного контурного тока считается постоянной на всей длине прямоли-

нейной кромки. Из физических соображений ясно, что на краю кромки амплитуда должна 

меняться, причем можно предположить, что это изменение будет похоже на то, как меня-

ется амплитуда поля на элементарной полоске в случае строгого решения по сравнению с 

постоянной амплитуды физоптического поля. Поэтому корректирующие коэффициенты 

(167) можно также интерпретировать как характеристику изменения амплитуды эквива-

лентного контурного тока на конце ребра, вызванную ограниченностью ребра по длине. 

С другой стороны, понятно, что это изменение амплитуды должно зависеть от величи-

ны угла плоского сектора. Кроме этого, оно может зависеть от положения сектора по от-

ношению к падающей и рассеянной волнам. В работе [16] приведены данные лишь для 

четверть - плоскости и одного угла падения в биссекторной плоскости. Этих данных явно 

недостаточно для того, чтобы всесторонне исследовать решение. Но можно попробовать 

найти эвристический корректирующий коэффициент для частного случая, рассмотренного 

в [16].  

Пронормируем функцию cpγ таким образом, чтобы она была равна 1 на границе тени 

(при этом получим функцию cpγn) и подберем степень, в которую возведем функцию 

cpγn. Результаты приведены на рис. 24. 
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а)        б) 

Рис. 24 

Решение в приближении МЭКТ с коррекцией путем умножения коэффици-

ентов D на функцию (cpγn)
0.7

 с нормировкой существенно улучшает совпаде-

ние с результатами из [16].  

 

На рис. 24 (а), (б) показаны результаты расчета коэффициентов D по модифицирован-

ным формулам (166) (приближение МЭКТ) с коррекцией при помощи нормированных и 

возведенных в степень формул (167), а именно: (cpγn)
0.7

.  

Выясняется, что умножение коэффициентов D на одну и ту же функцию (cpγn)
0,7

 в пря-

мой (левый график) или обратной (правый график) степени существенно улучшает совпа-

дение всех четырех графиков по сравнению с МЭКТ (рис. 22). Можно предположить зави-

симость этой функции от угла раствора  плоского углового сектора, поскольку при его 

увеличении до угла  амплитудная коррекция должна исчезать. Например, весьма разум-

ной представляется проверка зависимости от функции (cpγn)
cos(/2)

 каждого из коэффици-

ентов D в целом или вкладов сторон по отдельности. С другой стороны, коэффициент 

коррекции может зависеть и от положения углового сектора относительно направляющих 

векторов падающего и рассеянного поля. Однако, для выявления этих зависимостей нуж-

но применить надежный способ проверки (имеется в виду достоверное аналитическое или 

численное решение) и провести дополнительные исследования. Тем не менее, тот факт, 

что одна и та же функция так сильно улучшает совпадение всех четырех кривых, косвенно 

свидетельствует о правильности выбора способа коррекции решения и о правильности 

физических предпосылок, которые привели к этому способу.  

 

Выводы.  

Показана возможность применения корректирующего коэффициента для уточнения 

решения МЭКТ в случае дифракции на плоском угловом секторе. Решение МЭКТ получе-

но без непосредственного интегрирования по элементарной полоске при помощи вирту-

ального решения задачи дифракции на «условной кромке». Корректирующий коэффици-

ент получен при помощи сравнения ДН элементарной полоски в случае строгого и физо-

птического решения. 



|Dϑφ  

|Dφφ  



|Dφϑ  

|Dϑϑ | 
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Предпосылками к получению решения на «условной кромке» является анализ поведе-

ния поля физоптики на пластине. Поскольку поле физоптики не зависит от формы конту-

ра, его решение можно записать для условной кромки и разделить на сомножители. Один 

сомножитель связан с формой и положением кромки, другой – с векторной составляющей 

решения. Затем в строгом двумерном решении для условной кромки выделяется вклад 

кромки и заменяется на вклад кромки из трехмерной физоптики.  

На первый взгляд может показаться, что подход с использованием условной кромки не 

обладает достаточной математической строгостью. Форма сечения цилиндричческой 

кромки меняется в зависимости от того, под каким углом происходит это сечение. В вы-

бранном сечении может меняться и величина волнового числа. Однако, мы и не утвержда-

ем, что проводим интегрирование по элементарной полоске с выполнением всех матема-

тических формальностей. Напротив, в данном разделе предлагается способ получения ре-

шения, позволяющий избежать математических сложностей. При этом мы используем то 

обстоятельство, что рассматриваемый нами рассеиватель имеет простейшее сечение.  

В случае дифракции на на клине или на рассеивателе с размерным параметром следует 

провести анализ решения на условной кромке с учетом результатов работы [54] и раздела 

3.1. Однако мы рассматриваем дифракцию на полуплоскости, поэтому результаты анализа 

не окажут влияния на решение. Таким образом, поскольку в данном случае упомянутое 

выше исследование представляет лишь академический интерес, мы его не проводили.  

Иногда при построении эвристического решения для дифракции на плоском угловом 

секторе рассматривают многократное переотражение лучей от сторон углового сектора. 

Гарантий точности этот подход все равно не дает, зато прибавляет сложности. Введение 

эвристического торцевого коэффициента позволяет добиться упрощения решения. Про-

стой вид итоговых формул позволяет расширить круг применения решений, полученных с 

применением данного подхода.  

Критерием правильности предлагается считать лишь сравнение конечного результата с 

проверочным решением. Более того, по результатам такой проверки решение может быть 

дополнительно подправлено эвристическим способом, т.е. опять-таки без соблюдения ма-

тематических формальностей.  

Сравнив решение МЭКТУК со строгим решением, проанализировав решение и введя 

корректирующие коэффициенты, получим модифицированное решение МЭКТУК 

(ММЭКТ). Это решение наилучшим образом описывает вершинную волну.  

 

Сигнал, рассеянный на многограннике, в основном представляет собой вершинные 

волны. Они не являются вершинными волнами ни в приближении физоптики, ни в при-

ближении МЭКТ. В выражениях (167) мы вновь обратились к эвристическому подходу, 

применив коррекцию на торце кромки. Более строгим решением могло бы стать интегри-

рование по четверть – плоскости поверхностных токов, амплитуда которых меняется в за-

висимости от расстояния до кромки. Однако, например, в двумерной задаче такое инте-

грирование не приводит к правильному результату. Соответствующий физоптический ин-

теграл отличается от строгого решения корректирующими коэффициентами (167). Поэто-

му мы сочли возможным избежать непосредственного интегрирования (которое также 

вряд ли привело бы к правильному результату) и вместо этого просто ввели корректиру-
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ющий коэффициент на торце кромки. Окончательным критерием правильности эвристи-

ческого решения может быть лишь его сравнение с более строгим результатом, а такое 

сравнение данное решение выдерживает.  

Главное отличие строгого решения от физоптического состоит в том, что в строгом ре-

шении сохраняется Т-компонента поля (перпендикулярная кромке). Не имеющее такого 

свойства физоптическое решение может давать в определенных направлениях ложные ну-

ли, что приводит к существенным ошибкам.  

Приближение физической оптики строится при помощи «назначения» токов на поверх-

ности рассеивателя в соответствии с геометрической оптикой падающей волны. Направ-

ления дифракционных конусов для решения МЭКТ и физоптического решения совпадают. 

При нормальном падении на кромку поляризации разделены. Для каждой из двух поляри-

заций можно выделить коэффициент связи cr или cp между решением в приближении 

физоптики и решением МЭКТ. При наклонном падении поляризации составляющих ре-

шения МЭКТ и физоптики разделяются по – разному. В решении МЭКТ Т-поляризации 

сохраняются. Если в падающей волне строгого решения Е- или Н-вектор Т-поляризован, 

то и в рассеянной волне он будет Т-поляризован. В физоптическом решении Т-

поляризации «подмешиваются» друг в друга. Если в падающей волне физоптического ре-

шения Е- или Н-вектор Т-поляризован, то вектор рассеянной волны будет Т-поляризован 

лишь в случае нормального падения. В случае наклонного падения Т-поляризация не со-

храняется. С другой стороны, физоптика может давать ноль на перекрестных поляризаци-

ях независимо от положения рассеивающей кромки. Когда токи падающей волны лежат в 

плоскости углов наблюдения или перпендикулярны ей, в перекрестную поляризацию ни-

чего не попадает.  

На дифракционном конусе решение МЭКТ работает хорошо, а физоптика может при-

водить к существенным ошибкам (например, к обнулению перекрестных поляризаций).  

При нормальном падении на вершину решение МЭКТ отличается от решения [16] ко-

эффициентом, зависящим от поляризации волны, падающей в биссекторной плоскости, и 

воздействующим одинаково на обе компоненты вектора. Физический смысл этого коэф-

фициента – учет ограниченности кромки и связанного с ней изменения амплитуды краево-

го тока вблизи конца кромки. Что будет при падении волны не в биссекторной плоскости, 

сказать пока нельзя. Этот вопрос нуждается в детальной проработке. Не исключено, что 

поляризационная зависимость будет иметь более сложный характер. Точно так же, при 

наклонном падении на двумерную кромку зависимость решения от поляризации намного 

сложнее, чем при нормальном падении на кромку, когда амплитудные коэффициенты воз-

действуют независимо на каждую из двух (Е- и Н-) Т-компонент решения.  

Возможно, важным моментом является то обстоятельство, что для координат [16] про-

екции всех ортов падающего и рассеянного поля на плоскость углового сектора имеют 

геометрическую симметрию относительно этого сектора. Хотя относительно условной 

кромки симметрия уже другая.  

Каждый способ построения эвристического решения имеет свои недостатки. Иногда 

требуется сложное интегрирование по элементарной полоске. В другом случае возникают 

вопросы, связанные с формой виртуального рассеивателя и граничными условиями для 

него. Тем не менее, главным критерием приемлемости эвристического решения является 
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сравнение с более точными результатами. Поскольку в самой основе эвристического ре-

шения заложены математические погрешности, имеет смысл добиваться точности лишь 

для всего решения в целом, а не для его отдельных компонентов.  

Применив умножение на нормированный корректирующий коэффициент, возведенный 

в степень, мы показали простейший способ коррекции эвристического решения на основе 

физических предположений о характере его поведения вблизи конца кромки. Усложнив 

способ коррекции, можно было бы добиться и лучшего совпадения эвристического реше-

ния с решением [16]. Однако на данном этапе совершенствовать способ коррекции неце-

лесообразно. Имеющиеся данные позволяют проверить эвристическое решение лишь для 

одного угла раствора плоского сектора, одного направления падения и одной плоскости 

углов рассеяния. Исследовать поведение решения при изменении этих параметров можно 

лишь при наличии большего объема достоверных расчетных данных.  

 

4.4.  Пределы применимости эвристических подходов при 

расчете дифракции электромагнитных волн на многогран-

никах и других рассеивателях 

В данном разделе проанализирована возможность применения различных методов для 

получения эвристических аналитических решений задач дифракции. На примере рассея-

ния электромагнитной волны плоским угловым сектором исследованы различные эври-

стические подходы (метод физической оптики, метод эквивалентных контурных токов и 

модифицированный метод эквивалентных контурных токов). При помощи сравнения ре-

зультатов со строгим решением [16] показано, что в задачах дифракции на многогранни-

ках метод физической оптики может приводить к грубым ошибкам, метод эквивалентных 

контурных токов дает качественно правильное решение, а модифицированный метод эк-

вивалентных краевых токов дает решение, максимально близкое к строгому.  

 

4.4.1  Алгоритм получения решения 

Метод физической оптики широко применяется для приближенного решения задач ди-

фракции. В некоторых источниках можно встретить утверждение о том, что приближение 

физоптики дает тем более точное решение, чем больше размеры рассеивателя по сравне-

нию с длиной волны. На самом деле это не так, поскольку точность приближения физоп-

тики тем больше, чем ближе положение точки наблюдения по отношению к направлению 

геометрооптической границы «свет – тень». Таких направлений во всем пространстве все-

го два – в направлении «прямо вперед» и в направлении отраженной волны. Приближение 

физоптики будет хорошо работать в угловых окрестностях этих направлений, соответ-

ствующих главному лучу и одному – двум боковым лепесткам. Чем больше размеры тела 

в сравнении с длиной волны, тем меньше угловой размер этой окрестности. При выходе из 

этих окрестностей решение будет отклоняться от приближения физоптики. 

В частности, метод физической оптики дает хорошие результаты при определении па-

раметров уголкового отражателя (поскольку геометрооптический сигнал от уголкового 

отражателя всегда отражается «прямо назад») и для определения коэффициента усиления 
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апертурных антенн (а также диаграммы направленности вблизи главного лепества антен-

ны). Кроме того, метод физической оптики может давать хорошие результаты при расчете 

сигнала, рассеянного выпуклыми объектами, имеющими много зеркальных точек.  

В связи с этим иногда возникает соблазн применить данный метод для решения других 

задач, например, к расчету дифракции на многогранниках. Однако в этом случае данный 

метод может приводить к существенным ошибкам, поскольку при удалении от границы 

тени точность решения снижается. Максимумы излучения, которые дает физоптическое 

решение, справедливы также и для строгого решения, хотя амплитуда и поляризация сов-

падают со строгим решением лишь вблизи границ «свет – тень». 

Напомним шаги получения эвристического решения задачи рассеяния на плоском уг-

ловом секторе. Основой для построения эвристического решения является решение, полу-

ченное методом физической оптики строго. Постановка задачи соответствует формулам 

(107) – (110), п.3.1.1. Затем из формул (108) выделяется записывается интеграл по поверх-

ности I (209) (Приложение 1). Затем интеграл по поверхности строго сводится к интегралу 

по кромке (223).  

Затем вклад отдельной кромки (155) разбивается на множители: дифракционный коэф-

фициент (состоящий в свою очередь из числителя, описывающего поляризационный 

вклад, и знаменателя, связанного с ориентацией кромки) и фактор, зависящий от расстоя-

ния до кромки.  

Затем в два этапа проводится уточнение физоптического решения. На первом этапе по-

ляризационный вклад физоптики заменяется на вклад строгого решения, в результате чего 

получается решение методом эквивалентных контурных токов (МЭКТ) (166). При этом 

используется решение на условной кромке (Приложение 3), что является особенностью 

решения МЭКТУК. Такой подход дает возможность избежать интегрирования по элемен-

тарным полоскам и сразу использовать готовый дифракционный коэффициент на услов-

ной кромке. Поляризационный вклад строгого решения берем из книги [57]. Эти выраже-

ния преобразуем (163), предполагая выполнение условия дальней зоны.  

Затем решение МЭКТУК сравнивается со строгим и выясняется, что оно отличается от 

строгого лишь множителями – функциями, которые можно выразить через двумерные 

физоптическое и строгое решения на бесконечной кромке. На втором этапе, дополняя ре-

шение МЭКТУК этими модифицирущими множителями – функции, получаем решение 

ММЭКТ. Сравнивая решение ММЭКТ со строгим решением [16], делаем вывод о том, что 

решение ММЭКТ превосходит по точности другие исследуемые эвристических решения: 

ФО и МЭКТ (МЭКТУК).  

В двумерном случае умножение на множители-функции приводит к уточнению физо-

птического решения до строгого решения на бесконечной кромке. В трехмерном случае 

умножение на множители-функции (похожие на двумерные, но немного измененные) 

приводит к уточнению решения МЭКТ до ММЭКТ, близкое к строгому. Без умножения 

на множители-функции мы получаем решение для менее точного эвристического прибли-

жения. Множители-функции равны единице в направлениях, в которых выполняется 

условие стационарной фазы. Поэтому мы и делаем вывод о том, что менее точные эври-

стические приближения могут давать точное решение в некоторых направлениях (а имен-

но – в тех, в которых множители-функции равны единице). Получается довольно стройная 
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картина поведения дифракционных решений, но увидеть ее стало возможным лишь сей-

час, когда появилось строгое решение [16], с которым можно сравнить трехмерные реше-

ния, построенные при помощи различных эвристических подходов. 

Таким образом, эвристический способ ММЭКТ получения решения задачи дифракции 

дает новую возможность получать сравнительно простые аналитические формулы для 

решения задачи дифракции на многоугольниках. Как любой эвристический метод, данный 

подход требует наличия строгого решения для проверки и настройки. Сначала строится 

решение в приближении метода эквивалентных контурных токов. Затем в результате 

сравнения этого решения со строгим находятся корректирующие множители. В этом за-

ключается основное отличие предложенного метода от подхода [72], аналогичному мето-

ду краевых волн, в котором вводятся не множители, а аддитивная добавка к приближен-

ному физоптическому решению. Аддитивная добавка по своей сложности не уступает 

строгому решению, в то время как корректирующие множители лишь немного усложняют 

окончательные выражения. Аддитивная добавка дает «одноразовое» решение, для другой 

задачи всю процедуру приходится применять сначала. Напротив, множители позвляют 

описать тенденцию, которую можно попытаться применить в других решениях. 

 

4.4.2  Пределы применимости эвристических решений 

Как уже было сказано в п. 4.4.1, существуют ситуации, когда приближенные эвристи-

ческие решения дают очень точный результат и вполне достаточны для решения научных 

и технических задач. Тем не менее, это не означает, что то же самое имеет место для зада-

чи дифракции в произвольной постановке. Применяя эвристические подходы, следует 

четко осознавать, в каких случаях они работают, а в каких – нет. При ведем несколько 

примеров. 

 

1. ОБЩЕИЗВЕСТНО, что геометрическая оптика может найти поля только в ближней 

зоне и в двух выделенных направлениях.  

ОДНАКО при помощи ГО можно:  

а) найти сигнал, отраженный от зеркальных точек рассеивателя сложной формы. 

б) рассчитать поле в апертуре зеркальных антенн, решив сложную задачу взаимодействия 

поля с криволинейной поверхностью. 

 

2. ОБЩЕИЗВЕСТНО, что физическая оптика может находить решение во всем простран-

стве для любых рассеивателей с любыми граничными условиями. 

ОДНАКО это решение – неточное из-за того, что поляризационная составляющая вы-

числяется неверно.  

 

3. ОБЩЕИЗВЕСТНО, что геометрическая теория дифракции может находить точное поле 

только на лучах, соответствующих принципу Ферма (т.е. на дифракционных конусах). 

ОДНАКО при помощи ГТД полный рассеянный сигнал можно построить при помощи 

отражения от криволинейных кромок, если они есть в исследуемом рассеивателе. Это 

аналогично методу зеркальных точек, с той разницей, что кромок стационарной фазы в 
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пространстве гораздо больше. Зеркальная точка на поверхности рассеивателя (точка ста-

ционарной фазы) соответствует одному направлению в пространстве (т.е. одной точке на 

бесконечно удаленной сфере). А кромка стационарной фазы (или точка на криволинейной 

кромке) соответствует уже не отдельному направлению, а дифракционному конусу (т.е. не 

одной точке на бесконечно удаленной сфере, а целой линии).  

 

4. ОБЩЕИЗВЕСТНО, что физическая теория дифракции подходит для любых трехмерных 

рассеивателей, имеющих двумерное решение на кромке, т.е. при помощи ФТД можно 

находить решение во всем пространстве. Правда, достаточно точное решение получается 

лишь в направлении дифракционных конусов, а в остальных направлениях (где суще-

ствуют только вершинные волны) решение получается неточным.  

ОДНАКО вершинные волны можно исправить при помощи модифицирующих ампли-

тудных коэффициентов, таким образом приблизив точность эвристического решения к 

точности строгого верификационного решения.  
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ГЛАВА 5. ПРИМЕНЕНИЕ РЕШЕНИЙ МЕТОДА 

ОБОБЩЕННОГО ЭЙКОНАЛА ДЛЯ ТЕЛ С НЕИДЕ-

АЛЬНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

В данной главе мы построим обобщенные дифракционные коэффициенты для дифрак-

ции поля произвольной физической природы на рассеивателе с плоскими или клиновид-

ными кромками.  

 

5.1  Получение эвристического решения 

5.1.1  Сводка известных формул 

Строгое решение для рассеянного поля при дифракции плоской электромагнитной вол-

ны единичной амплитуды на двумерном идеально проводящем клине с внешним углом 

раствора клина πn хорошо известно (см., например, [1]).  
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Здесь i – мнимая единица, k=2π/λ – волновое число, r – расстояние от кромки до точки 

наблюдения, φ0 – угол источника, φ – угол точки наблюдения.  

Функция  ,rv  непрерывна и периодична в двулистной области. Рассеянное поле E в 

зависимости от вида граничных условий строится при помощи разности или суммы: 

   00 ,,   rvrvE  или    00 ,,   rvrvE  (169) 

для ТН- и ТЕ- волны соответственно. Под ТН- и ТЕ- волнами понимаются решения, у ко-

торых соответствующий вектор (Н или Е) перпендикулярен кромке. 

С учетом асимптотики  
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получим вдали от границы «свет – тень»  
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Следовательно, из (169) и (172) получаем компоненты поля: 
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где f и g - дифракционные коэффициенты строгого решения в случае ТН- и ТЕ- волны со-

ответственно: 
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Для полуплоскости n=2, и тогда: 
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(175) 

 

Решение двумерной задачи дифракции на идеально проводящей полуплоскости в при-

ближении физической оптики вдали от границы тени (kr>>1), где k – волновое число, име-

ет вид, похожий на строгое решение:  

 




























0

0exp

2 g

f

kr

ikri

E

Ez



,                                              (176) 

здесь 
zE  и 

E  – ТН- и ТЕ- поле, 
0f  и 

0g  – дифракционные коэффициенты физоптиче-

ского решения для ТН- и ТЕ- волны: 
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(177) 

Соотношение между строгим решением двумерной задачи (173) и физоптическим со-

ответствует формуле из [3], устанавливающей, что двумерное решение в приближении 

физической оптики  ,0 rv  для рассеянного поля, непрерывного на двулистной римано-

вой поверхности, имеет вид, очень похожий на строгое решение v(r,ψ):  

   


,sin,
2

0 rvrv  , где 0  . (178) 
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Выражение (178) отражает соотношение между дифракционными коэффициентами 

(175) строгого двумерного решения и физоптическими дифракционными коэффициентами 

в случае дифракции на полуплоскости, в том числе – соотношение между асимптотиками 

физоптического и строгого решений при удалении от границы «свет-тень». Что касается 

трехмерного случая, то для него строгого решения не существует, поэтому непосред-

ственно проверить соотношение (178) невозможно. Однако можно предположить, что и в 

трехмерном случае соотношение (178) сохранится, и именно это предположение мы будем 

использовать при построении эвристического решения.  

 

5.1.2  Геометрооптические коэффициенты отражения и 

прохождения 

Как было сказано в п.2.2.2, выражение (61) для поля, рассеянного идеально проводя-

щим клином, можно разбить на ряд сомножителей. Один из этих сомножителей – дифрак-

ционный коэффициент, характеризующий один из двух типов граничных условий при па-

дении на поверхность идеально проводящего рассеивателя электромагнитной волны одно-

го из двух видов поляризации. Направление вектора поляризации можно рассматривать по 

отношению к нормали рассеивателя или по отношению к направлению кромки. Если вол-

на падает нормально по отношению к кромке, то поляризации разделяются одинаково, ес-

ли – наклонно по отношению к кромке, то поляризации разделяются по-разному.  

Сравним между собой дифракционные коэффициенты строгой (175) и физоптической 

(177) поляризации при нормальном падении на кромку. Каждый дифракционный коэффи-

циент состоит из двух слагаемых. Знаменатели у этих слагаемых одинаковые и равны ну-

лю на границе «свет – тень». Поэтому эту часть дифракционного коэффициента можно 

условно считать связанной с геометрией задачи, т.е. «геометрической». Числители у этих 

слагаемых отличаются. Поскольку поляризации строгого и физоптического решения раз-

деляются по-разному, числители можно условно назвать «поляризационной» частью ди-

фракционного коэффициента. Кроме того, что числители влияют на амплитуду поля, они 

еще отвечают за характер взаимодействия падающей волны с поверхностью рассеивателя. 

Первые слагаемые дифракционных коэффициентов одинаковы и связаны с границей тени 

падающего поля, вторые слагаемые – отличаются и связаны с границей тени отраженного 

поля. Вполне естественно предположить, что эти слагаемые включают в себя дополни-

тельные единичные множители, связанные со свойствами поверхности. В первых главах 

этой диссертации, связанными с методом обобщенного эйконала, мы рассматривали поле 

рассеяния идеально проводящего клина и полуплоскости на двулистной римановой по-

верхности. Получив при помощи МОЭ известное решение задачи дифракции на клине 

(58), мы можем сопоставить поведение этого решения в двулистной области с выражени-

ями (174) для дифракционных коэффициентов. При этом становится очевидным, что пер-

вое слагаемое дифракционного коэффициента связано с верхней полуплоскостью, т.е. с 

листом, связанным с падающей волной, а второе – с нижней полуплоскостью, т.е. с ли-

стом, связанным с отраженной волной.  

Эти рассуждения позволяют построить эвристическую формулу для обобщенного ди-

фракционного коэффициента, позволяющего учесть граничные условия на рассеивателе с 
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неидеальным типом граничных условий. При этом мы используем коэффициент отраже-

ния R и коэффициент прохождения T, описывающие взаимодействие волны с безгранич-

ной плоской поверхностью. Коэффициенты R и T могут быть постоянными величинами 

или функциями, но в любом случае получить их гораздо легче, чем решить для случая не-

идеальных граничных условий трехмерную (3D) задачу рассеяния, или двумерную (2D) 

задачу дифракции на бесконечной кромке при нормальном падении, или «2,5 – мерную» 

(2.5D) задачу дифракции на бесконечной кромке при наклонном падении. Задачу нахож-

дения R и T можно по сравнению с вышеупомянутыми задачами считать одномерной (1D).  

Выражения (175), справедливые вдали от границы «свет – тень», соответствуют случаю 

дифракции на идеально проводящей полуплоскости. Рассмотрим теперь случай неидеаль-

ных граничных условий. Пусть при взаимодействии поля с безграничной плоской поверх-

ностью граничные условия на ней приводят к тому, что падающая плоская волна отража-

ется от этой поверхности с коэффициентом отражения R и, пройдя через поверхность, вы-

ходит с теневой стороны с коэффициентом прохождения T. Наша цель – задать такие же 

граничные условия на рассматриваемой полуплоскости и построить решение, учитываю-

щее форму рассеивателя. При помощи такого подхода формулы получить намного проще, 

чем находить двумерное решение задачи дифракции на полуплоскости с неидеальными 

граничными условиями.  

Способ учета граничных условий, предлагаемый в данном разделе, основан на методе 

обобщенного эйконала (МОЭ) и является эвристическим. Использование МОЭ позволяет 

находить решения не только для клина или полуплоскости, а для двумерных рассеивате-

лей, имеющих образующую сложной формы. Правда, мы ограничимся рассмотрением 

рассеивателей простой формы.  

В соответствии с МОЭ решение задачи дифракции на двумерном идеально проводящем 

рассеивателе с кромкой сложной формы можно представить во вспомогательной области. 

Эта область состоит из верхней и нижней полуплоскости, граница между полуплоскостя-

ми соответствует границе рассеивателя. Такое представление позволяет дать решению фи-

зическую интерпретацию. Считаем, что верхняя полуплоскость соответствует листу, свя-

занному с падающим полем, нижняя – с отраженным. Решение для рассеянного поля 

непрерывно и периодично в двулистной области. Формула для дифракционного коэффи-

циента также состоит из двух частей, которые можно условно разместить в двух листах 

вспомогательной области. Первые слагаемые в дифракционных коэффициентах (175) свя-

жем с листом падающей волны, вторые – с листом отраженной волны.  

 

5.1.3  Построение эвристического решения 

Умножая часть решения, связанную с отраженным полем и расположенную в нижней 

полуплоскости, на коэффициент отражения R, получаем вклад, описывающий рассеянную 

часть, связанную с отраженным полем. Умножая часть решения, связанную с прошедшим 

полем и расположенную в верхней полуплоскости, на (1 – T), получаем вклад, описываю-

щий рассеянную часть, связанную с прошедшим полем. Множитель (1 – T) получается та-

ким потому, что из единичной амплитуды «теневого» поля вычитается поле амплитудой 

T, прошедшее через рассеиватель и таким образом изменяющее амплитуду рассеянного 
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поля.  

Применяя описанную выше методику, получим из (175) формулу обобщенного ди-

фракционного коэффициента для полупрозрачной полуплоскости:  
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При T =0, R =1 выражение (179) совпадает с одним из выражений (175). Таким обра-

зом, в зависимости от значения R (179) описывает обе поляризации электромагнитной 

волны.  

Построим эвристическую формулу для решения трехмерной задачи дифракции при 

нормальном падении волны на кромку плоского многоугольного рассеивателя при выпол-

нении условия дальней зоны. Для рассеянного поля вдали от кромки получим:  
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Здесь E – рассеянное поле,  0,,, TRfg  - обобщенный дифракционный коэффици-

ент, ja - длина j-ой стороны рассеивателя, i – мнимая единица, R0 – расстояние от центра 

рассеивателя до точки наблюдения, 
j  – фаза в точке на конце кромки. На дифракцион-

ном конусе (и в том числе – в случае нормального падения) фаза одинакова во всех точках 

j-ой стороны. Поляризация рассеянного поля определяется с учетом специфики конкрет-

ной физической задачи.  

Как уже было сказано, выражение (173), в которое входит (179), справедливо лишь 

вдали от границы «свет-тень». По аналогии с (179) можно построить и выражение более 

общего вида для рассеивателя клиновидной формы с неидеальными граничными услови-

ями, справедливое в том числе в окрестности границы «свет-тень»:  

    00 ,,,,1   rRvKrTvKE , (181) 

где 
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Вдали от границы «свет-тень» нетрудно получить из (181) и (182) выражение (173) с 

дифракционными коэффициентами (179):  
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В случае полуплоскости n =2, и (183) переходит в (179).  

Отметим справедливость формулы: 
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     010 ,,,0,1,,,,  nRfgTnTRfg  , где  TRR  11 . (184) 

Выражение (184) означает, что с формальной точки зрения при построении эвристиче-

ских формул модели полупрозрачного рассеивателя можно использовать модель непро-

зрачного рассеивателя, т.е. для которого T =0.  

 

5.2  Верификация эвристического решения 

Важной составляющей построения любого эвристического решения является верифи-

кация полученных формул. Она может быть проведена как численными, так и аналитиче-

скими методами. Можно даже сказать, что наличие хорошего верификационного решения 

является необходимым условием начала работы по построению эвристического решения.  

Как уже говорилось выше, получать аналитические решения для полубесконечных рас-

сеивателей с неидеальными граничными условиями довольно сложно. Кроме того, вид 

полученного аналитического решения не всегда позволяет использовать его для верифи-

кации эвристических формул. Поэтому подходящее аналитическое решение для верифи-

кации можно найти лишь для некоторых видов граничных условий. Для других видов 

граничных условий можно применять численную верификацию.  

Можно сказать, что сначала мы «угадываем» формулы, затем проверяем их. На основа-

нии результатов проверки либо утверждаем, что данные формулы являются решением, 

либо модифицируем формулы, либо ищем другое решение. Верификация может быть ана-

литической, численной или экспериментальной. Проверять можно двумерные или трех-

мерные формулы, в зависимости от целей и возможностей.  

Если эвристическое решение, построенное при помощи ОДК, совпадет с верификаци-

онным решением, то это будет означать, что мы достигли свой цели и построили доста-

точно простое и быстродействующее аналитическое решение. Если же эвристическое ре-

шение не совпадет с верификационным, такое сравнение все равно будет очень полезным, 

поскольку будет означать присутствие дополнительных физических факторов и таким об-

разом позволит лучше понять физику процесса.  

Для верификации выражения (179) в электромагнитном случае параметры задачи при-

шлось выбрать с учетом того, какое именно аналитическое решение удалось найти в лите-

ратуре. В работе [73] проведена детальная верификация решения, аналогичного выраже-

нию (181) с функциями vK (182), в которые подставлены коэффициент отражения R для 

импедансного клина и T =0. Показано, что результаты расчета по формуле (181) хорошо 

соответствуют строгому решению [74]. Исследуемые в [73] формулы по внешнему виду 

немного сложнее, чем (181), поскольку позволяют избежать возникновения нескомпенси-

рованных сингулярностей, которые могут возникать в случае дифракции на клине для не-

которых значений углов. В книге [1], на основе которой построена формула (181), сингу-

лярности формулы (168) устраняются при помощи усложнения формулы (169). Способ 

устранения нескомпенсированных сингулярностей представляет собой технический во-

прос и не оказывает влияния на смысл решения. Если считать, что сингулярности уже 

устранены, то можно показать, что выражения из [73] в точности совпадают с формулой 

(181), и таким образом верификация, проведенная в [73], справедлива и для (181). 

Из формулы (184) следует, что дифракционный коэффициент полупрозрачной полу-

плоскости можно выразить через дифракционный коэффициент импедансного клина. 
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Справедливости ради нужно признать, что в реальности эти модели могут отличаться 

сильнее. Тем не менее, как будет показано ниже, описание граничных условий при помо-

щи коэффициентов R и T для безграничной плоской поверхности имеет полное право на 

существование и пригодно для описания процесса дифракции не только в электродинами-

ке, но и в других областях физики.  

 

5.3  Точность полученных формул и их применение в трех-

мерных задачах дифракции 

В общем случае предложенный подход не является строгим и имеет методические по-

грешности. Решение будет непрерывным и периодичным в двулистной области только в 

случае, если R и T – постоянные величины, равные 1, т.е. для рассеивателя с идеальными 

граничными условиями. Импедансные граничные условия могут обусловливать разрыв 

постоянной величины на освещенной границе рассеивателя, но на теневой стороне этот 

разрыв не будет постоянным. Поэтому, хотя на свету и на границе «свет-тень» решение 

получается довольно точным, на теневой стороне рассеивателя эвристическое решение 

может немного отклоняться от заданных граничных условий. Однако это отклонение ком-

пенсируется важным достоинством – простотой аналитических формул.  

Новый подход можно применять при решении трехмерных задач. В задаче дифракции 

на плоском угловом секторе с идеальными граничными условиями (Глава 4) предложен 

способ улучшения решения в приближении метода эквивалентных контурных токов 

(МЭКТ). В МЭКТ заложена методическая погрешность, связанная с тем, что не учитыва-

ется возмущение поля на концах кромок. Эта погрешность аналогична погрешности мето-

да физической оптики (ФО), когда не учитывается возмущение поля на краю полуплоско-

сти. В этой диссертации показано (Глава 4), что решение МЭКТ можно существенно 

улучшить при помощи эвристических корректирующих множителей, в которые входит 

частное от деления физоптических и строгих дифракционных коэффициентов.  

Строгих решений трехмерных задач существует очень мало, значительно меньше, чем 

двумерных, которых, в свою очередь, тоже немного. Поэтому ценность предлагаемого эв-

ристического подхода (как и других эвристических подходов) заключается в возможности 

работать с двумерными и даже трехмерными аналитическими формулами, описывающи-

ми решения задач, для которых еще не существует строгих решений. Метод обладает та-

кой же универсальностью, что и ФО. При помощи МОЭ можно дополнительно усложнить 

форму кромки, изменив вид дифракционных коэффициентов (179), (183), (184). 

Конечно, не следует забывать о необходимости верификации эвристических формул, 

которую при отсутствии строгих аналитических решений можно провести при помощи 

численных методов.  

Если в формуле (179) менять не только величины R и T, но и угол φ0, то можно постро-

ить эвристические формулы для волны, которая имеет другие геометрооптические грани-

цы «свет – тень», а именно – отражается в направлении, отличном от зеркального, и, про-

ходя через рассеиватель, выходит из его теневой стороны в направлении, не совпадающим 

с направлением падения возбуждающей волны. Такие решения актуальны для типов волн, 

отличных от электромагнитных, например, для упругих волн. 
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Теперь по аналогии с формулами (181) для рассеянного поля получим выражения для 

полного поля. Пусть на рассеиватель падает плоская волна, характеризующаяся фазовым 

множителем 

     sincosexpexp yxikikSU  ,                                 (185) 

где идеально проводящий экран занимает полуплоскость y=0, x>0. Решение для полного 

поля приведено в [57], см. также Приложение 2:  

        vGuGikriEU zTH 


exp
21

0  , 

        vGuGikriHU zTE 


exp
21

0  , 

(186) 

где  

2
cos2  kru , 

2
cos2  krv .                                     (187) 

В этих выражениях 

     xFixxG 2exp  ,                                                    (188) 
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Направлению «прямо вперед» соответствуют углы: θ=π+; θ–=π ; u=0.  

Направлению «зеркальное отражение» соответствуют углы: θ=π–; θ+=π ; v=0.  

Радиус – вектор нити тока в декартовых координатах    ,sin,cos, 0000 ryxr 


, 

радиус – вектор точки наблюдения в декартовых координатах     sin,cos, ryxr 


.  

Формулы (186) описывают полное поле. Если θ < π, то u <0, v <0 (точка наблюдения 

расположена «на свету» для прошедшей или отраженной волны).  

Следуя методу обобщенного эйконала, рассмотрим поле в двулистной области, каждый 

из листов которой представляет собой полуплоскость. Верхняя полуплоскость, в которой 

расположен источник, соответствует листу падающего поля, нижняя полуплоскость соот-

ветствует листу отраженного поля. Поведение поля на границе рассеивателя определяется 

видом конкретных граничных условий. Если граничные условия – идеальные, как в случае 

идеально проводящей полуплоскости, то поле на границе рассеивателя непрерывно. При 

этом T=0, R=1. Если граничные условия – неидеальные, то они характеризуются значе-

ниями T и R, отличающимися от приведенных выше. Например, если T=0, но |R|≠1, то 

приближенно учесть граничные условия можно, умножив часть поля, связанную с отра-

женным полем, на множитель R. При этом получим 

        vRGuGikriUR 


exp
21

 . (190) 

Если в (190) подставить значения коэффициента отражения R=1, то выражение (190) 

совпадет с одним из выражением (186), а скалярная функция UR будет описывать ампли-

туду полного поля, рассеянного полуплоскостью с идеальными граничными условиями 

при нормальном падении на нее электромагнитной волны с ТН- или ТЕ- поляризацией.  

Первое слагаемое в фигурных скобках выражения (190) описывает вклад падающего 
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поля, второе – вклад отраженного поля. Если еще и T≠0, то к двум слагаемым в фигурных 

скобках добавится третье, описывающее вклад поля прошедшей волны. Этот вклад имеет 

границу тени там же, что и падающее поле, но отличается от него противоположным рас-

положением областей света и тени. Поэтому аргумент функции G берем с противополож-

ным знаком 

          vRGuTGuGikriUTR 


exp
21

 . (191) 

Если вместо полного поля рассматривать рассеянное, то в случае дифракции на полу-

прозрачной полуплоскости из формулы (191) после удаления вклада геометрической оп-

тики можно будет для дифракционых коэффициентов выделить выражения (179), спра-

ведливые для рассеянного поля вдали от границ «свет – тень».  

Для того чтобы формулы (187) работали не для плоской волны, а для нити тока, распо-

ложенной на расстоянии r0 от кромки, нужно в выражения для u и v вместо r подставить 

выражение 
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. Тогда вместо (187) получим  
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В случае плоской волны r0→∞, и тогда r
rr

rr


 0

0 . Задавая большое значение r0, 

можно получить формулы для плоской волны.  

Сравним теперь наши обобщенные дифракционные коэффициенты с решением в при-

ближении физической оптики (Приложение 7), которое определяется формулами (326) 

совместно с (110). Характерной особенностью формулы (326) является то, что коэффици-

енты отражения r и прохождения t объединяются между собой и умножаются на интеграл 

по поверхности I . Особенности решения на границах «свет – тень» содержатся в интегра-

ле I, и поскольку этот интеграл должен обеспечивать границы «свет – тень» по обе сторо-

ны от плоскости рассеивателя, они должны быть расположены симметрично относительно 

плоскости рассеивателя, и кроме того должно выполняться соотношение r=1–t. Только в 

этом случае формулы (326) дадут правильное решение.  

Формулы (181) – (184), (191) обладают большей универсальностью, чем (326), посколь-

ку коэффициенты R и T в них могут принимать произвольные значения, а сами формулы 

построены в двулистной области и могут обеспечить несимметричное расположение под 

заданными углами границ «свет – тень» у отраженной и прошедшей волн. Это важно при 

построении эвристических формул для сложных задач дифракции, например, для дифрак-

ции упругих волн. Если граничные условия таковы, что геометрооптические «вырезки по-

ля» (рис. 25 (б)), соответствующие отраженной и прошедшей волнам, направлены в про-

извольных направлениях, то наш подход и в этом случае позволяет уточнить приближение 

физической оптики и получить независимые решения для каждой из вышеупомянутых 

пространственных «вырезок».  

На рис. 25 (а) изображена схема взаимодействия падающей волны с кромкой плоского 

полубесконечного рассеивателя («двумерный» случай). Отличие между «одномерной» и 

«двумерной» картинами рассеяния заключается в том, что в одномерном случае волны 

рассеиваются только в выделенных направлениях пространства. В двумерном случае этим 
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направлениям соответствуют границы «свет – тень», но рассеяние происходит во всех 

направлениях. Предложенный в этой диссертации подход ОДК позволяет использовать 

более простое (одномерное) решение для решения более сложных (двумерных) задач.  

 

 

а) 

 

б) 

Рис. 25 

К задаче о нахождении обобщенного дифракционного коэффициента. Рассе-

яние на полуплоскости с неидеальными граничными условиями (а) и простран-

ственные «вырезки» при дифракции на рассеивателе конечных размеров (б).  

На рис. 25 (б) изображена схема взаимодействия падающей волны с двумерным рассе-

ивателем конечного размера (полосой). При отражении плоской волны от полосы и про-

хождении через нее можно в приближении геометрической оптики выделить несколько 

«вырезок» из плоской волны. Аналогичные «вырезки» можно выделить и в трехмерном 

случае. Каждую «вырезку» можно рассматривать отдельно от остальных, что дает гиб-

кость для построения эвристических решений при заданных граничных условиях. Подхо-

ды, описанные в данной диссертации, позволяют строить в трехмерном пространстве эв-

ристические формулы для сигнала, создаваемого каждой из отдельно взятых «вырезок». 

Точность эвристических решений приближается к точности строгих решений, а простота 

формул соответствует простоте формул в приближении физической оптики. 

Скажем несколько слов о предполагаемой точности решений, полученных при помощи 

обобщенного дифракционного коэффициента. Все будет зависеть от того, насколько точ-

но выполняются условия краевой задачи (см. также п.1.1.1). Математическая постановка 

краевой задачи включает в себя волновое уравнение (а), начальные (б) и граничные усло-

вия (в). Для обеспечения единственности решения к этим пунктам добавляют условие на 
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бесконечности (г) и условие на ребре (д).  

Многие подходы, изложенные в этой диссертации, состоят в том, чтобы уточнить при-

ближение физической оптики. Если говорить о дифракции на идеально проводящей полу-

плоскости, то можно убедиться в том, что приближение ФО удовлетворяет всем условиям 

краевой задачи, за исключением условия Мейкснера на ребре. В случае дифракции на 

идеально проводящем клине приближение ФО не удовлетворяет уже двум условиям крае-

вой задачи: условию на ребре и граничным условиям на теневой поверхности клина. 

Решение с обобщенными дифракционными коэффициентами для полупрозрачной по-

луплоскости основано на строгом решении для идеально проводящей полуплоскости. По-

этому условия на ребре будут выполняться. Что касается граничных условий, то их вы-

полнение зависит от того, насколько точно соответствуют заданные нами коэффициенты 

отражения и прохождения R и T реальной ситуации на поверхности рассеивателя. В фор-

мулах для ОДК мы берем R и T из задачи взаимодействия волны с плоской безграничной 

поверхностью и считаем, что они зависят от угла φ0, но не зависят от угла φ. Таким обра-

зом R и T определяют значения геометрооптического поля на границах «свет – тень», а 

поведение поля при удалении от этих границ происходит в эвристическом решении так 

же, как в задаче дифракции на идеально проводящем рассеивателе. В этом случае можно 

утверждать, что граничные условия будут лучше выполняться на освещенной стороне 

рассеивателя и хуже – на теневой, поскольку на освещенную сторону поверхности волна 

падает от источника, расположенного под углом φ0 по отношению к кромке, а на теневую 

– уже от кромки, которая на плоской безграничной поверхности вообще отсутствует. 

Можно сказать, что недостаточно точный учет граничных условий на теневой стороне 

рассеивателя является заложенной методической погрешностью нашего подхода. 

В принципе, ничто не мешает нам учесть факт наличия кромки и рассчитать переотра-

жение волны между освещенной и теневой частями поверхности. Так было сделано в кни-

ге [51] для переотражений сигнала в приближении физической оптики, и в результате 

данный процесс привел к получению сходящегося рядя, соответствующего строгому ре-

шению. Но учет переотражения приведет к усложнению эвристического решения, одним 

из главных достоинств которого мы считаем простоту формул. К тому же верификация 

простых формул вполне может показать их хорошее совпадение со строгим решением.  

Подход ОДК предназначен не только для исследователей, желающих простыми спосо-

бами получить достаточно точные решения. Автор хотел бы рекомендовать профессиона-

лам в области численных расчетов при получении двумерных или трехмерных решений 

дополнительно находить «одномерные» коэффициенты отражения и прохождения R и T. 

Тогда на основе этих данных можно было бы построить эвристические формулы и срав-

нить их с численным решением. Это позволило бы лучше разобраться в физике исследуе-

мого явления. 

Для полноценного исследования дифракционных свойств рассеивателя с неидеальными 

граничными условиями следует решить ряд ключевых задач. В дополнение к использова-

нию известного практически важного случая дифракции на плоском многоугольнике в 

приближении физической оптики нужно также получить двумерное решение для кромки, 

а также набор решений для плоского углового сектора в случае различных положений ис-

точника и точек наблюдения. Этот набор позволит проверить и настроить эвристическое 

аналитическое решение соответствующей ключевой задачи. 
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ГЛАВА 6. МЕТОД БАЗОВЫХ КОМПОНЕНТОВ  

Аналитические решения в теории дифракции – предмет исключительной важности и 

ценности. Они позволяют разобраться в сути происходящих дифракционных явлений, ин-

терпретировать экспериментальные результаты, решать сложные задачи, для которых 

требуются эффективные быстродействующие решения и т.п. Аналитические решения по-

лучают при помощи строгих математических подходов или при помощи таких эвристиче-

ских методов, как ГТД и МКВ, а также в виде инженерных формул.  

По отношению к подходам, которые не основываны на математически строгих методах, 

применяется термин физическая теория дифракции (ФТД). В узком смысле этот термин 

иногда применяется к МКВ. Мы применяем термин ФТД в широком смысле. 

Следует отличать друг от друга математическую и физическую теорию дифракции и не 

оценивать преимущества и недостатки ФТД с точки зрения математики. Отсутствие мате-

матической строгости не означает автоматического отсутствия научной ценности. Не-

смотря на свою нестрогость, ФТД занимает важное место в теории дифракции. 

Как правило, новые аналитические решения теории дифракции получают на основе 

строгих математических методов, в основном при помощи метода разделения перемен-

ных. Решения обычно имеют вид рядов спецфункций в системах координат, связанных с 

исследуемой геометрией задачи. Проще всего получать такие решения для идеально про-

водящих рассеивателей, неидеальные граничные условия значительно усложняют реше-

ние. С этими особенностями связаны недостатки, затрудняющие применение строгих ана-

литических формул, а именно – сложность самих этих формул и сложность их получения. 

Поэтому эвристические формулы часто становятся предпочтительнее при решении прак-

тических задач.  

Таким образом, возможности получения новых строгих аналитических решений огра-

ничены, в то время как возможности получения новых численных решений намного шире. 

Поэтому возможность получения аналитических формул на основе численных решений 

привлекательна с точки зрения решения практических задач. 

 

Метод физической оптики (ФО) – универсальный подход, дающий гарантированный 

результат. Однако его точность, как правило, невысокая. Поэтому для повышения точно-

сти применяют эвристические методы, в том числе ГТД и МКВ. В этих методах прибли-

женные решения трехмерных задач получают при помощи строгих решений двумерных 

задач, учитывающих возмущение поля, поперечное по отношению к кромке.  

В некоторых случаях (например, в направлении главного и первого бокового лепестков 

зеркальных антенн, для уголковых отражателей, рассеивающих главным образом в 

направлении «прямо назад») приближение ФО дает достаточно точный результат. При 

отклонении от границы «свет – тень» точность уменьшается. Причину этого можно объ-

яснить, если понимать особенности процесса дифракции и разбираться в эвристических 

методах, в частности – в МКВ и ГТД.  

Если не углубляться в выявление особенностей дифракционных процессов, то на при-

мере отдельных частных случаев (в том числе – тех, о которых говорится в предыдущем 

абзаце) можно сделать ошибочное предположение, что ФО всегда дает точный результат. 
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На самом деле точность приближения ФО зависит как от особенности геометрии, так и от 

граничных условий, что будет далее показано в процессе анализа дифракции на полупро-

зрачной полуплоскости. 

 

Для автономизации формул и повышения быстродействия применяют инженерные 

формулы, основанные на интерполяции строгих решений теории дифракции. Но они не 

универсальны (ни в плане единообразия способов получения, ни в плане гибкости при за-

мене составляющих) и не предназначены для проведения физической интерпретации.  

В предыдущих главах данной диссертации предложен ряд подходов, позволяющих 

сформулировать новый метод, относящийся к ФТД – метод базовых компонентов (МБК). 

В отличие от инженерных методов, имеющих лишь практическую пользу, МБК является 

физическим методом и имеет научную ценность, поскольку позволяет провести физиче-

скую интерпретацию.  

МБК представляет собой новый подход, объясняющий строгое аналитическое или чис-

ленное решение, которое считаем компьютерным экспериментом при помощи набора ба-

зовых компонентов. Набор базовых компонентов получаем при помощи простейших ана-

литических решений задач дифракции и дополняем по мере обнаружения новых свойств 

процесса дифракции. Такой подход позволяет получать аналитические формулы нового 

качества и предоставляет новые возможности для исследования процесса дифракции.  

МБК имеет принципиальное отличие от ГТД и МКВ. Подходы ГТД и МКВ при постро-

ении первичных решений не выделяют поперечное возмущение в отдельную проблему, 

это является заложенной методической погрешностью. При необходимости учета дифрак-

ции на вершинах ГТД и МКВ находят влияние продольного возмущения поля теми же 

средствами (переотражением лучей и соответствующими краевыми полями, но уже не 

двумерными, а трехмерными) [72, 75, 76]. А в МБК уже при построении первичных реше-

ний применяют дополнительные множители, описывающие новое явление (возмущение, 

продольное по отношению к кромке).  

ГТД и МКВ работают со строгими двумерными решениями. Для других видов гранич-

ных условий нужно получать новое двумерное решение. МБК определяет тенденцию по-

ведения решения при изменении входных параметров. Не исключено, что при исследова-

нии определенного числа решений с разными значениями R и T и подтверждении найден-

ной закономерности можно будет найти решение МБК, общее для всех видов граничных 

условий, и менять в нем только «одномерные» зависимости R и T.  

К преимуществам МБК перед ГТД и МКВ следует отнести более высокую точность и 

формулы, имеющие автономию от строгого двумерного решения. Кроме того, МБК 

предоставляет возможность физической интерпретации результатов строгого расчета 

(численного эксперимента). Последовательный учет всех факторов, влияющих на решение 

(граничные условия R и T, геометрия системы, ФО, поперечное возмущение (ОДК), функ-

ция полупрозрачности, продольное возмущение) позволяет провести углубленное изуче-

ние всех особенностей процесса дифракции.  

 

Получение аналитических решений на основе строгих придает строгим решениям те 

преимущества, которых у них нет: быстродействие, автономность, физичность. Задачи по-
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вышения быстродействия численных решений уже стоят. Конечно, получение аналитиче-

ских формул только для повышения быстродействия – недешевое удовольствие, но при-

обретение дополнительных преимуществ (см. выше) может создать новые возможности 

для всего проекта. Тем более, что формулы МБК можно получать по заранее намеченному 

плану, гарантированно и в обозримые сроки.  

В качестве альтернативы МБК можно рассматривать инженерные подходы. Они тоже 

позволяют получать автономные аналитические формулы. Но эти формулы предназначе-

ны лишь для имитации поведения строгого решения в зависимости от входных парамет-

ров. Они не основаны на физических закономерностях, что не позволяет использовать их 

для проведения физической интерпретации. При изменении условий задачи приходится 

строить новую инженерную формулу.  

МБК обладает тем преимуществом, что формулы построены на основе базовых компо-

нентов, имеющих физический смысл. Поэтому на основе этих формул можно, во-первых, 

проводить физическое исследование строгого решения, а, во-вторых, проводя замену от-

дельных компонентов, получать новые формулы.  

Численное решение можно считать компьютерным экспериментом. А результаты экс-

перимента (в нашем случае – как физического, так и компьютерного) всегда важно уметь 

объяснять при помощи теории (в качестве которой мы берем МБК).  

 

6.1  Введение 

Теория дифракции – междисциплинарная наука, находящаяся между физикой и мате-

матикой. Исторически теория дифракции имела сменяющие друг друга периоды, в тече-

ние которых развивалась либо как раздел физики, либо как раздел математики. В середине 

20 века появились две эвристические теории: геометрическая теория дифракции (ГТД) 

[48, 49] и метод краевых волн (МКВ) [1, 51, 52], сыгравшие важную роль при решении ря-

да практических задач дифракции на объектах большого размера, для которых было не-

возможно получить математически строгие решения. Недавно отмечали 50-летний юби-

лей этих теорий [77].  

В настоящее время также есть ряд практических проблем, которые представляют зна-

чительный интерес и связаны с решениями задач дифракции. Это дифракция на объектах 

с пониженной радиолокационной заметностью, распространение радиоволн в городских 

условиях, дифракция на кристаллах, локация сейсмическими волнами и т.п..  

При решении практической проблемы, связанной, например, с маскировкой или распо-

знаванием объекта радиолокации, важно иметь эффективный (точный и быстродейству-

ющий) способ получения решения задачи дифракции на таком объекте. При этом строгие 

аналитические или численные решения не всегда являются лучшим вариантом, поскольку 

могут быть громоздкими или недостаточно быстродействующими.  

Данная статья посвящена описанию нового подхода (метода базовых компонентов – 

МБК) в физической теории дифракции (ФТД). Иногда под ФТД понимают то же, что и 

под МКВ. Но термин ФТД имеет и более широкое толкование. Его можно применять к 

любому подходу теории дифракции, основанному не на строгих математических, а на фи-

зических принципах. Это метод физической оптики (ФО), уже упомянутые ГТД и МКВ, а 
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также другие методы.  

 

6.2  Эвристические подходы. Геометрическая теория ди-

фракции и метод краевых волн 

Математически строгое решение в целом отражает комплексное воздействие на реше-

ние всех параметров постановки задачи. Вид строгих аналитических формул зависит от 

способа получения решения и может, например, представлять собой ряд из специальных 

функций, каждая из которых зависит от всех параметров задачи [15]. Разобраться во влия-

нии отдельных факторов сложно. Численные решения вообще не имеют аналитических 

выражений.  

В отличие от математически строгих подходов, эвристические формулы основаны на 

физических принципах [3, 59, 175]. Применение эвристических формул позволяет выра-

зить зависимость от физических характеристик в наиболее компактной и понятной форме. 

Поэтому наличие математически строгого решения не снимает необходимости получать 

аналитические эвристические формулы. Они помогают разобраться в физике решения.  

Зависимость от условий задачи в эвристические формулы компактно входит в явном 

виде. В число условий задачи входят: геометрия задачи, форма рассеивателя, граничные 

условия. С физической точки зрения граничные условия удобно описывать коэффициен-

тами отражения и прохождения R и T, наглядно описывающими взаимодействие плоской 

волны с безграничной плоской поверхностью. К задаче физической интерпретации ре-

зультатов относится выявление факторов влияния условий задачи на те или иные характе-

ристики решения.  

Эвристические решения строятся на основе математически строгих решений простей-

ших задач, на основе базовых физических принципов электродинамики и теории волн (та-

ких как принцип локальности поля, принцип дополнительности и т.п. [42, 78, 79]), а также 

на основе интуиции и опыта. Точность эвристических решений проверяется верификаци-

ей, т.е. сравнением со строгим решением. Если размеры исследуемого рассеивателя не 

позволяют получить строгое решение, эвристическую методику можно отработать на рас-

сеивателе меньшего размера, а затем применить для рассеивателя большего размера.  

Иногда эвристические формулы получают строгое математическое доказательство, как 

это произошло с классическим решением Зоммерфельда для дифракции на клине. Вначале 

интегральное представление для этого решения было получено эвристическим способом, 

а позже было доказано при помощи разложения по цилиндрическим функциям [1].  

Современная тенденция развития теории дифракции заключается в том, что решения 

аналитических задач усложняются, в то время как возможность получения всевозможных 

численных решений увеличивается (см., например, [80, 81]).  

При построении эвристических формул большую роль играют строгие эталонные ре-

шения для полубесконечных рассеивателей. На таких решениях основаны ГТД и МКВ.  

Подходы ГТД и МКВ берут за основу строгое двумерное решение для полубесконечно-

го рассеивателя. В ГТД постулируют, что поле вдали от трехмерного рассеивателя опре-

деляется полем области стационарной фазы на кромке. Под областью стационарной фазы 

понимается область точек на кромке, которые дают в рассеянное поле вклад с постоянной 
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фазой. В качестве решения берут эталонную задачу рассеяния на полубесконечном дву-

мерном рассеивателе. В МКВ постулируют, что поле на поверхности трехмерного рассеи-

вателя равно полю в окрестности кромки для соответствующей двумерной эталонной за-

дачи. В приближении ГТД трехмерное решение равно сумме вкладов от точек стационар-

ной фазы, а в приближении МКВ трехмерное решение равно интегралу от эвристически 

найденного поля на поверхности рассеивателя.  

Для применения МКВ требуется наличие строгих двумерных решений, а при необхо-

димости расчета дифракции на вершине – строгих трехмерных решений для краевых то-

ков [72]. В качестве решений, применяемых в МКВ, обычно берут имеющиеся в наличии 

строгие аналитические формулы (см., например, [82, 83]). 

Как в ГТД, так и в МКВ в течение всего процесса решения практической задачи ис-

пользуют эталонное решение для двумерного рассеивателя. Если это решение численное, 

то должны быть постоянно задействованы необходимая вычислительная техника и соот-

ветствующие программное обеспечение.  

 

6.3  Новый эвристический подход – метод базовых компо-

нентов 

В данной диссертации предложен ряд подходов, позволяющих получать эвристические 

формулы задач дифракции на рассеивателях в форме многоугольников и многогранников. 

Отличия этих подходов от известных ГТД и МКВ дают основание выделить совокупность 

новых подходов в отдельный метод – метод базовых компонентов (МБК).  

Предлагаемый новый подход МБК отличается от ГТД и МКВ. В МБК при построении 

трехмерного решения за основу берут базовые компоненты из заранее подготовленного 

набора. Базовые компоненты – это фрагменты формул, найденные из анализа математиче-

ски строгих аналитических решений простейших задач. Точность решений МБК проверя-

ется при помощи верификации, т.е. сравнения формул со строгим решением. При этом 

может осуществляться и «настройка» решения, т.е. его видоизменение с целью повыше-

ния точности. В дальнейшем формулы МБК используют автономно от верификационного 

решения.  

Базовые компоненты, характеризующие зависимость от геометрии задачи, можно вы-

делить из математически строгих аналитических формул для наиболее простых постано-

вок задачи. Строгое трехмерное решение получено в приближении физической оптики для 

плоского идеально проводящего рассеивателя при выполнении условия дальней зоны. 

Строгое двумерное решение получено для идеально проводящего клина. Дифракционные 

коэффициенты также получены для идеально проводящего клина и в приближении физи-

ческой оптики. Решения более сложных задач строятся на основе комбинирования базо-

вых компонентов из подготовленного набора. 

С целью учета влияния граничных условий на поверхности рассеивателя в МБК приме-

няют «одномерные» решения для коэффициентов отражения и прохождения R и T, кото-

рые описывают взаимодействие плоской волны с безграничной плоской поверхностью. 

Поэтому МБК объясняет поведение двумерного решения для бесконечной кромки, в от-

личие от ГТД и МКВ, которые принимают это решение в качестве условия задачи. В связи 
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с этим можно утверждать, что для интерпретации строгих результатов при помощи эври-

стических формул МБК подходит лучше, чем ГТД и МКВ.  

В основе МБК лежат два решения.  

3.1. Интегральное представление. Интегральное представление (21), полученное на ос-

нове МОЭ (см. Глава 1). Оно является обобщением для рассеивателей произвольной фор-

мы интегрального представления Зоммерфельда [7], (29). 

3.2. Решение ФО. Решение задачи рассеяния плоской электромагнитной волны на иде-

ально проводящей плоской пластине в приближении физической оптики при выполнении 

условия дальней зоны (146). Без ограничения общности мы рассматриваем пластину мно-

гоугольной формы, поскольку на ней можно лучше выявить все особенности решения.  

 

6.4  Интегральное представление на основе метода обоб-

щенного эйконала 

В качестве основы для получения базовых компонентов берем интегральное представ-

ление (21), характеризующее рассеянное поле для случая дифракции электромагнитной 

волны на двумерном рассеивателе с профилем сложной формы и его частный случай для 

дифракции на клине (61). С учетом (57) выражение (61) можно переписатьь в виде 
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Для определения рассеянного поля в случае ТН- или ТЕ- поляризованной электромаг-

нитной волны применяем выражения: 

     00   vvV  (TH), 

     00   vvV  (TE). 
(194) 

Рассмотрим интегральное представление для рассеянного поля в случае двух седловых 

точек (21) и его частный случай для дифракции на клине (193). 

Каждое из двух слагаемых в правой части выражения (193) состоит из четырех сомно-

жителей.  

Первый множитель  
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                                                          (195) 

не зависит от угловой переменной и представляет собой произведение значения поля в 

седловой точке (т.е. на границе тени) на фактор, определяющий зависимость решения от 

расстояний до источника и точки наблюдения.  

Второй множитель  
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представляет собой – половину дифракционного коэффициента. Полный дифракционный 

коэффициент для определенного вида поляризации получится, если сложить или вычесть 

значения этого сомножителя в точке наблюдения:  
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Произведение третьего и четвертого множителей  
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представляет собой частное от деления интеграла Френеля на свою асимптотику и харак-

теризует зависимость поля от углового расстояния до границы тени. Вдали от границы 

«свет – тень» это произведение равно 1. На границе «свет – тень» этот множитель равен 

нулю и компенсирует сингулярность половины дифракционного коэффициента (196). Эта 

компенсация приводит к тому, что на границе «свет – тень» у полубесконечного рассеива-

теля поле равно ½ от поля геометрической оптики.  

Некоторые исследователи стремятся привести решение именно к такому виду, когда 

сингулярность дифракционного коэффициента скомпенсирована, а решение с нескомпен-

сированной сингулярностью считают неполноценным. Однако в [141, 142, 145] было по-

казано, что для трехмерных рассеивателей компенсировать сингулярность неверно. Инте-

грирование сингулярных дифракционных коэффициентов по замкнутому контуру автома-

тически компенсирует все сингулярности, приводя к правильному результату. 

Изменяя вид сомножителей (195), (196), (197), (198) или входящих в них параметров, 

можно построить множество эвристических решений: для рассеивателей двумерных или 

трехмерных, конечного или бесконечного размера, с выполнением или без выполнения 

условия дальней зоны, для разных видов граничных условий и профиля кромок.  

Для более общей формулы (21) разделение на слагаемые можно провести аналогично. 

Соотношением (21) следует пользоваться в случае, когда рассеиватель имеет сложную 

форму.  

 

6.5  Решение в приближении физической оптики 

Другое решение, на основе которого строят компоненты МБК, это решение дифракции 

электромагнитного поля на плоском трехмерном рассеивателе в приближении физической 

оптики при выполнении условия дальней зоны (146).  

 

Меняя в (146) порядок суммирования слагаемых, можно записать решение задачи ди-

фракции как в виде вкладов сторон, так и в виде вершинных волн (154). Выделяя в реше-
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нии (146) дифракционные коэффициенты, можно установить связь между двумерными и 

трехмерными решениями. Заменяя в (146) дифракционные коэффициенты (о чем будет 

сказано далее), можно получать решение в приближении МКВ для трехмерного рассеива-

теля, а затем уточнить это решение при помощи функционального множителя.  

 

В физоптическом решении можно выделить важные особенности:  

- решение для многоугольной пластины представляет собой сумму вкладов отдельных 

кромок; 

- из вклада отдельной кромки в случае дифракционного конуса можно выделить сингу-

лярный дифракционный коэффициент, совпадающий с дифракционным коэффициентом 

двумерной задачи; 

- в направлении зеркального отражения вклады всех кромок сингулярны, но в сумме дают 

правильный результат [142, 145]; 

- изменив порядок суммирования, можно представить решение в виде вкладов вершин. 

 

6.6  Анализ дифракционных коэффициентов 

В МБК широко применяют сингулярные дифракционные коэффициенты (СДК), кон-

кретно – поляризационную часть СДК. Это обусловлено рядом причин:  

- СДК можно выделить из сомножителей интегрального представления МОЭ общего вида; 

- из всех сомножителей интегрального представления только СДК характеризует профиль 

кромки и граничные условия, остальные характеризуют геометрию; 

- СДК для полупрозрачной полуплоскости можно составить из ФО и ОДК, ни один из ко-

торых по отдельности не дает правильное решение (в отличие от того, что написано в 

[84]); 

- при помощи СДК ФО и ОДК строят функцию полупрозрачности; 

- при помощи замены СДК ФО на ОДК получают приближение МЭКТ (или МКВ); 

- при помощи СДК ФО и ОДК строят модифицирующий множитель для ММЭКТ; 

- сумма СДК по замкнутому трехмерному контуру дает верный результат (площадь). 

 

Работа с дифракционными коэффициентами – самое новое достижение МБК. Больше 

никто этого не делает, хотя в некоторых работах есть элементы, похожие на другие ком-

поненты МБК.  

В имеющихся аналитических решениях нет разделения на поперечное и продольное 

возмущение поля, нет разделения ДК на ФО, ОДК и полупрозрачность. А это важные фи-

зические характеристики.  

Поперечное возмущение описывает отличие решения от приближения ФО внутри ди-

фракционного конуса в зависимости от углового расстояния точки наблюдения до грани-

цы тени. (Возможно, на самом деле это угловое расстояние – некая комбинация между уг-

лами, характеризующими положение источника и приемника). Продольное возмущение 

характеризует зависимость решения от углового расстояния точки наблюдения до ди-

фракционного конуса. (Возможно, это также будет комбинация расстояний).  
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Часто встречается утверждение, что сингулярные дифракционные коэффициенты – 

вчерашний день, в то время как несингулярная теория UTD [85] – более прогрессивный 

подход. Это поверхностное мнение. Диаграммы рассеяния как целых кромок, так и их 

элементов в зависимости от условий задачи могут иметь разный вид.  

 

Рассмотрим выражения для физоптических дифракционных коэффициентов (177) и со-

ответствующих им дифракционных коэффициентов строгого решения (175). Перегруппи-

ровав соответствующие им выражения (158) и (159), получим для физической оптики: 
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и для строгого решения: 
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Сравним (199) и (200) между собой. Каждый дифракционный коэффициент (199) или 

(200) состоит из двух слагаемых, которые получаются в результате применения операции 

сложения или вычитания (194) к выражению типа (193). В выражении (193) для полубес-

конечного рассеивателя (клина) фигурируют интегралы Френеля, но вдали от границы 

«свет – тень» частное от деления интеграла Френеля на свою асимптотику равно 1. По-

этому выражения (199) или (200) имеют место лишь вдали от границы «свет – тень». В 

окрестности границы «свет – тень» частные от деления интегралов Френеля на свои 

асимптотики, будучи умноженные на сингулярные дифракционные коэффициенты, ком-

пенсируют эти сингулярности и обеспечивают непрерывность решения. Для рассеивателя 

конечного размера можно пользоваться сингулярными дифракционными коэффициентами 

для каждого элемента кромки, поскольку в данном случае непрерывность всего решения в 

целом будет обеспечена интегралом по замкнутому теневому контуру [141 – 143, 145]. 

Поэтому мы будем говорить о сингулярных дифракционных коэффициентах, имея в виду, 

что решение в целом является непрерывным. 

Сравним между собой выражения (199) и (200). Знаменатели, как половинок дифракци-

онных коэффициентов, так и выражений в целом, одинаковы, в то время как числители 

отличаются. Этому обстоятельству можно дать физическую интерпретацию. Назовем зна-

менатели «геометрической» частью дифракционного коэффициента, а числители – «поля-
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ризационной» частью. Геометрическая часть зависит от геометрии задачи, а поляризаци-

онная часть – от профиля кромки и от граничных условий. 

Заменяя поляризационные составляющие дифракционных коэффициентов в выражени-

ях для интегралов по кромке, можно получить эвристические решения множества задач. 

Так, при помощи замены поляризационной составляющей дифракционных коэффициен-

тов в физоптических формулах были получены эвристические решение задач дифракции 

на идеально проводящем плоском угловом секторе (см. Приложение 4), на неоднородно-

сти в среде распространения упругой волны (см. Приложение 9) и на полупрозрачной по-

луплоскости [172, 177]. 

 

6.6.1 Применение МБК для получения дифракционных коэффициентов полупро-

зрачной полуплоскости. Построим эвристическое решение для полупрозрачной полу-

плоскости с граничными условиями [177]. Сравним эвристическое решение с численным 

решением для случая дифракции электромагнитной волны ТН- поляризации на полуплос-

кости с граничными условиями типа тонкого слоя [86]:  
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где импеданс Z=iX, X – параметр, i – мнимая единица. Здесь знаки «+» и «» соответству-

ют областям y>0 и y<0 соответственно (см. рис. 26).  

 

 
Рис. 26  

Геометрия задачи дифракции на полупрозрачной полуплоскости. 

 

На рис. 26 показана геометрия двумерной задачи дифракции для нормально-

го падения электромагнитной волны на полупрозрачную кромку. 

Рассмотрим плоский трехмерный рассеиватель, представляющий собой фрагмент плос-

кой поверхности, граничные условия на которой характеризуются коэффициентами отра-

жения и прохождения R и T для задачи взаимодействия волны с плоской безграничной по-

верхностью с рассматриваемыми граничными условиями типа тонкого слоя:  
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Здесь Х – изменяемый параметр, от которого зависит коэффициент отражения.  

Заметим, что при Х=0 выполняется R = 1, T =0, что соответствует параметрам идеально 

проводящей полуплоскости при ТЕ- поляризации падающей волны.  

Как уже было сказано, МБК позволяет получать эвристические формулы на основе любо-

го строгого решения. Подставим значения параметров R и T (202) и (203) в обобщенный 

дифракционный коэффициент (179) и аналогичный физоптический дифракционный коэф-

фициент 
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При T=0, R= –1 получим выражения для сингулярных дифракционных коэффициентов 

идеально проводящей полуплоскости в случае падения ТН- поляризованной электромаг-

нитной волны [1]. В частности, для физоптических дифракционных коэффициентов связь 

между (199) и (204) можно описать так: fg
0
(–1, 0, φ, φ0)=f

 0
(φ, φ0), fg

0
(1, 0, φ, φ0)=g

0
(φ, φ0). 

Аналогичные выражения можно получить и для дифракционных коэффициентов строгого 

решения (179) и (200): fg(–1, 0, φ, φ0)=f(φ, φ0), fg(1, 0, φ, φ0)=g(φ, φ0).  

 

Сравним эвристические зависимости (179) и (204) с численным решением. Аналитиче-

ские выражения (202) для коэффициентов R и T, соответствующие граничным условиям 

(201), и результаты численного расчета строгого решения (обозначим его fr(R, T, φ, φ0)) 

были предоставлены С.Е. Банковым. Численное решение основано на методе Винера – 

Хопфа [13, 87].  

 

По мере изменения параметра Х от 0 до бесконечности коэффициент отражения R ме-

няется от 1 до 0. Поэтому можно считать, что параметр Х характеризует прозрачность 

рассеивателя. Чем больше Х, тем больше прозрачность. Исследуя поведение строгого ре-

шения, можно убедиться, что по мере увеличения прозрачности строгое решение смеща-

ется от решения ОДК к физоптике.  

Это смещение можно описать при помощи переходной функции [177]: 
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При X→0 выполняется x→0, cx(X, φ)→1. При X→∞ имеем: x→1, cx(X, φ)→sin(φ/2).  

В результате можно построить эвристическую формулу  
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которая при всех значениях входных параметров с высокой точностью совпадает с чис-

ленным решением [177]. Здесь cx(X, φs) – значение функции cx(X, φ) в точке сингулярно-

сти φs=π φ0, т.е. на границе «свет – тень». Нормировка переходной функции cx(X, φ) на 

свое значение в точке сингулярности сделана потому, что значение функции fg(R, T, φ, φ0) 

в точке сингулярности является правильным и совпадает с fg
0
(R, T, φ, φ0). 

Результаты расчета показаны на рис. 27.  

 

 
(а) 

X=80 (|R|=0.939).  

 

(б) 

X=300 (|R|=0.587). 

Рис. 27 

Сравнение дифракционного коэффициента строгого решения для полупро-

зрачной полуплоскости (сплошная серая линия) с эвристическими решениями 

ОДК (179) (кружки), физоптикой (204) (треугольники) и решением (206) (квад-

ратики). Угол падения φ0=120º. 

 

На рис. 27 показаны графики расчетов по эвристическим формулам ОДК (179), ФО 

(204), формулы, учитывающей полупрозрачность (206) и строгого решения fr(R, T, φ, φ0). 

Из рисунков видно, что формула (206) с высокой точностью совпадает со строгим реше-

нием fr(R, T, φ, φ0) при разных значениях параметра Х. 

Таким образом, применяя принципы МБК, мы на основе двух типов дифракционных 

коэффициентов (199) и (200), а также выражений для R и T (202) и (203) построили ди-

фракционный коэффициент, с высокой точностью совпадающий с численным решением 

задачи со сложными граничными условиями (201) при всех значениях входных парамет-

ров.  

 

Следует отметить, что формулы, аналогичные ОДК (179), встречались и ранее. Первые 

работы на эту тему появились на заре теории дифракции. Так, в [88] рассмотрена дифрак-

ция на непрозрачном металлическом экране. В [84] рассмотрена дифракция на неидеально 

проводящей полуплоскости. Получены формулы, аналогичные ОДК. В [89] рассмотрена 

дифракция на тонкой диэлектрической пластине в высокочастотном приближении равно-

мерной ГТД (UTD). Результаты сравнивались со строгим расчетом и показали хорошее 

совпадение при условии ряда ограничений, наложенных на геометрию задачи. Было ис-

пользованы формулы, аналогичные ОДК. В [90] рассмотрена полуплоскость с импеданс-

ными граничными условиями в приближении UTD. Эвристическое решение показало хо-
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рошее совпадение с численными результатами для нормального падения, для случая 

наклонного падения точность уменьшалась. В [91] рассмотрена при помощи метода Вине-

ра-Хопфа дифракция на диэлектрической полуплоскости. Формулы типа ОДК не приме-

нялись. В [92] рассмотрена при помощи UTD дифракция на клине с конечной проводимо-

стью. Применялись формулы типа ОДК для случая T=0. В [93] рассмотрена в приближе-

нии UTD дифракция на диэлектрических экранах. Приближение, аналогичное физоптиче-

ской формуле (204), применялось в работе [68]. В работе [94] исследовались формулы, 

аналогичные ФО и ОДК. Показано, что ОДК лучше подходит для идеально проводящего 

рассеивателя. В работе [95] исследовалась дифракция на полупрозрачном экране методом 

отражений и при помощи численных методов. Подтверждены результаты работ [177, 179]. 

В [73] рассмотрена дифракция на неидеально проводящем клине. Проведено сравнение 

результато разных методов расчета. Показано, что наилучшее совпадение со строгими ре-

зультатами достигнуто для формулы ОДК. Это не противоречит нашему утверждению о 

том, что в случае полупрозрачных рассеивателей наилучшее совпадение достигается не 

для ОДК (179), а для (206), причем сами по себе ОДК и ФО не дают наилучшего совпаде-

ния во всем диапазоне значений показателя прозрачности.  

Отличие подхода МБК от этих работ состоит в том, что дифракционные коэффициенты 

строятся при помощи объединения ОДК (179), ФО (204) и формулы полупрозрачности. 

Такой подход позволяет значительно улучшить совпадение эвристической формулы со 

строгим решением fr(R, T, φ, φ0)) (206). 

 

Аналогичным образом можно строить дифракционные коэффициенты и для других за-

дач. Суть предлагаемой методики (находить баланс между решением с возмущением 

вблизи кромки и без него) останется той же при изменении граничных условий, типов 

возбуждения и физической природы волн.  

 

Сравнивая МБК с известными работами, мы видим существенные отличия в стратегии 

получения решения. В известных работах либо получают строгое двумерное решение, ли-

бо получают эвристическое решение по схеме ОДК и проводят верификацию, сравнивая 

его с решением, полученным строгими методами. Затем определяют область, где эвристи-

ческое решение дает хорошее совпадение.  

 

В МБК для построения дифракционных коэффициентов берут несколько базовых ком-

понентов: не только эвристическое решение по схеме ОДК, но также по схеме ФО и 

функцию полупрозрачности, существенно увеличивающую точность совпадения со стро-

гим решением. Затем (при необходимости) при помощи инженерных добавок улучшают 

совпадение до заданной величины. Таким образом можно для любого численного реше-

ния при помощи R и T гарантированно получить эвристическую аналитическую формулу 

во всем диапазоне параметров и с заданной точностью. Это дает новые возможности при 

решении практических задач. 
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6.6.2 Коррекция дифракционных коэффициентов на вершинах.  

Задача дифракции на плоском идеально проводящем угловом секторе является одной 

из важных ключевых задач. Существуют эвристические решения данной задачи в при-

ближении ГТД и МКВ [72, 75, 76]. Подробнее об этом см. Приложение 4.  

 

По поводу ее сложности достаточно сказать, что между получениями строгих аналити-

ческих решений для идеально проводящей полуплоскости и плоского углового сектора 

прошло более 100 лет. Рост сложности можно объяснить ростом размерности задачи: ди-

фракция на полуплоскости является двумерной задачей, а дифракция на плоском угловом 

секторе – трехмерной задачей. По аналогии можно прогнозировать уменьшение сложно-

сти при переходе от двумерной задачи к одномерной. Напомним, что МБК строится на 

основе одномерных задач для R и T, а ГТД и МКВ – на основе двумерных.  

Как известно, МКВ и аналогичные подходы, такие, как метод эквивалентных контур-

ных токов (МЭКТ), дают достаточно точное решение только на дифракционных конусах, 

а вне этих направлений решение неточное. МБК дает возможность скорректировать реше-

ние МЭКТ при помощи функциональных множителей типа [165, 166] (см. также (167)): 
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Здесь f и f
 0

 – дифракционные коэффициенты двумерных физоптического и строгого 

решений для идеально проводящей полуплоскости (199) и (200) соответственно.  

Физический смысл применения формулы (207) состоит в том, что она корректирует по-

ле физической оптики, имеющее равномерную амплитуду, таким образом, чтобы учесть 

возмущение вблизи кромки, т.е. неравномерность амплитуды. В приближении МЭКТ ток 

на кромке имеет постоянную амплитуду. Поэтому применение множителей типа (207) 

приводит к уточнению решения, поскольку позволяет учесть возмущение поля вблизи 

вершины, т.е. вблизи конца кромки.  

Поскольку решение (206) соответствует приближению физической оптики при боль-

ших значениях параметра прозрачности X, можно предположить, что в данном случае 

коррекция (207) для полупрозрачных рассеивателей не потребуется.  

 

6.7  Базовые компоненты и приемы метода базовых компо-

нентов 

Базовые решения – это самые простые формулы, описывающие основные особенности 

дифракционного процесса: возмущенное и невозмущенное поле, свойства поверхности, 

наличие и отсутствие условия дальней зоны, и т.п. Из элементов базовых решений можно 

«как из кубиков» сложить эвристическую формулу. На последнем этапе можно на основе 

сравнения со строгим решением провести «настройку», т.е. дополнительно подправить 

формулу с целью улучшения точности. Но и у этих настроечных параметров и функций 

может быть физический смысл, который прояснится позже. (У меня это было несколько 
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раз: функция кривизны rd0 в МОЭ, изменение знаков в ОДК для упругой волны, функция 

прозрачности). 

К числу базовых решений относится трехмерное решение ФО, двумерное решение V и 

его четыре составляющие, коэффициенты R и T, функциональные коэффициенты f
 
/f

 0
.  

Работоспособность каждого из базовых решений доказана на примерах. Конкретные 

эвристические формулы имеет смысл получать только под конкретную задачу. То же са-

мое относится и к другим эвристическим методам: ФО, ГТД, МКВ.  

 

Точность самих базовых формул обсуждать некорректно, поскольку они не являются 

решениями как таковыми. Для того чтобы стать решениями, базовые решения должны 

пройти верификацию и настройку. Однако при некоторых геометриях задачи и прибли-

женные решения могут давать точный результат. Это касается приближения ФО в задаче 

рассеяния на уголковом отражателе или ДН зеркальных антенн.  

 

Как уже было сказано, в соответствии с МБК эвристическая формула строится при по-

мощи сочетания базовых компонентов, которые выбираются из имеющегося набора в за-

висимости от условий задачи. Точность эвристического решения проверяется при помощи 

верификации.  

 

6.7.1 Базовые компоненты МБК. 

В состав набора базовых компонентов к настоящему моменту предлагаем включить 

следующие формулы:  

6.7.1.1. линейный физоптический интеграл с выделением вкладов кромок (146);  

6.7.1.2. компоненты двумерной формулы для рассеянного поля v(ψ) (21), (193): зависи-

мость от расстояний от источника и точки наблюдения до кромки, зависимость от угла до 

границы «свет – тень», дифракционные коэффициенты;  

6.7.1.3. коэффициенты R и T для безграничной плоской поверхности. В данной статье мы 

применяли выражения (202), (203), но могут быть и другие; 

6.7.1.4. дифракционные коэффициенты ОДК (179) и ФО (204) с R и T. Конкретные значе-

ния R и T определяются заданным видом граничных условий. Эти формулы характеризу-

ют рассеянное поле с учетом возмущения на краю полуплоскости и без учета такого воз-

мущения; 

6.7.1.5. поляризационная составляющая дифракционного коэффициента (числитель): зави-

симость от формы профиля (МОЭ) (21), поляризации падающего поля (194), (193), типа 

решения (физоптическое/строгое (199)/(200)), граничных условий (179), (204) и  

6.7.1.6. геометрическая составляющая (знаменатель): зеркальный/незеркальный угол от-

ражения дифракционного коэффициента (см. Приложение 9);  

6.7.1.7. модифицирующая функция c(φ, φ0) (207) для МЭКТ. Результирующие выражения 

получаются проще, чем строгое аналитическое решение (см. Приложение 4); 

6.7.1.8. переходная формула cx(X, φ) (205) для дифракционного коэффициента полупро-

зрачного рассеивателя на основе формул ОДК и ФО. Для другого вида граничных условий 

переходная формула может измениться или остаться той же. 

По мере проведения дальнейших исследований набор базовых компонентов может по-

полняться. Также базовые компоненты можно комбинировать между собой, что расширя-

ет область их применения.  
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6.7.2 Приемы МБК. 

К приемам МБК относится ряд действий, позволяющих получить аналитические фор-

мулы и уточнить ГТД и МКВ. Эти действия не обладают математической строгостью, но 

имеют физическое обоснование.  

6.7.2.1. Разделение ДК на «геометрическую» и «поляризационную» части (см. разделы 

4.1.2, 6.6). Заменяя поляризационные составляющие дифракционных коэффициентов в 

выражениях для интегралов по кромке, можно получить эвристические решения множе-

ства задач.  

6.7.2.2. Комплексные углы – подстановка в известные выражения комплексных значе-

ний углов с целью получить решение на элементарной полоске без проведения непосред-

ственного интегрирования (подробнее см. в разделе 3.1). 

6.7.2.3. Получение решения на условной кромке (см. раздел 4.1.2, Приложение 3).  

Решение на условной кромке можно интерпретировать как объединение подходов ГТД 

и МКВ. Используется строгое двумерное решение, как в ГТД, но точка наблюдения может 

находиться вне дифракционного конуса, как в МКВ. 

6.7.2.4. Применение навязанного условия дальней зоны (см. п. 4.1.1).  

При интегрировании поля по поверхности полубесконечных структур условие дальней 

зоны не может выполняться в принципе, поскольку угловые размеры полубесконечного 

рассеивателя при удалении от него точки наблюдения не уменьшаются, а сигналы с по-

верхности рассеивателя приходят в точку наблюдения с разных углов. Соответственно, и 

результат интегрирования не может представлять собой сингулярную функцию. Навязы-

вая условие дальней зоны, считаем, что в точку наблюдения все сигналы с поверхности 

рассеивателя приходят с одного угла. При этом аналитические выражения существенно 

упрощаются, но становятся сингулярными. Тем не менее, использование их в практиче-

ских задачах для рассеивателей конечного размера корректно (см. п.4.1.). 

6.7.2.5. Воздействие на дифракционный коэффициент интегралом Френеля, деленным 

на свою асимптотику (198). Применяется для перевода сингулярных дифракционных ко-

эффициентов в несингулярные и обратно. 

6.7.2.6. Учет влияния полупрозрачности. (см. п. 6.6.1)  

6.7.2.7. Учет влияния ограниченности кромки по длине (вершин) и модифицированный 

метод эквивалентных контурных токов – ММЭКТ (см. пп. 4.4.1, 6.7.1.7, Приложение 4). 

6.7.2.8. Применение основной формулы радиолокации и понятия зоны, существенной 

для распространения радиоволн для сокращения объема вычислений и перехода от дву-

мерных решений теории дифракции к трехмерным решениям (Приложение ). 

 

6.8 Последовательность действий в методе базовых компо-

нентов 

При получении решения МБК можно выделить следующую последовательность дей-

ствий:  

6.8.1 Анализ практической задачи, требующей наличия аналитических формул. Составле-

ние списка эталонных задач. 
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6.8.2 Получение строгих 1D, 2D и 3D решений эталонных задач. Предполагается, что эти 

решения будут получены численными методами, но возможно применение также строгих 

аналитических или экспериментальных подходов. 

6.8.3 Построение эвристических формул МБК на основе набора базовых компонентов. 

6.8.4 Сравнение результатов строгого расчета с формулами МБК. 

6.8.5 Настройка эвристических формул. Внесение мультипликативных и аддитивных по-

правок к отдельным базовым компонентам из набора. На основе анализа поправок с физи-

ческой точки зрения возможно пополнение набора базовых компонентов. 

Такой подход позволяет на основе любых строгих решений получать аналитические 

формулы, эффективные (простые, быстродействующие и точные), с гарантией успешного 

результата и в обозримые сроки. 

Не существует проблем, которые не дали бы построить аналитическое решение в соот-

ветствии с этим алгоритмом. Последовательно учитывая все физические явления, которые 

описаны базовыми компонентами из имеющегося набора, можно свести необходимость 

применения эвристических поправок к минимуму. Если же найти этим поправкам физиче-

ское объяснение, то набор базовых компонентов пополнится. 

Приведем для сравнения последовательность действий в ГТД и МКВ. В ГТД мы нахо-

дим на кромке точку стационарной фазы, затем вычисляем амплитуду луча. В МКВ мы 

находим поле вблизи кромки и интегрируем. Верификация решения в рамках данных под-

ходов также может проводиться, но она не предполагает дальнейшего уточнения. Таким 

образом, в рамках МБК можно получить более точное решение. 

 

6.9 Верификация решения задачи дифракции на идеально 

проводящей полупластине 

В качестве иллюстрации последовательности действий в МБК рассмотрим задачу ди-

фракции на идеально проводящей пластине.  

В диссертации было получено решение этой задачи при помощи МОЭ и проведена ве-

рификация при помощи решения, полученного методом последовательных дифракций. В 

этом разделе для верификации используем строгое решение данной задачи для ТЕ- поля-

ризации, предоставленное С.Е. Банковым. Решение было получено при помощи модифи-

цированного метода Винера – Хопфа [14], представляющего собой сочетание метода Ви-

нера - Хопфа и метода обобщенной матрицы рассеяния. Строгое решение F(ψ) представ-

ляет собой сингулярный дифракционный коэффициент. Поэтому для сравнения строгого 

решения F(ψ) с решением для дифракции на полупластине из Главы 2 нужно компенсиро-

вать сингулярность на границах «свет – тень». Для этого умножим функцию F(ψ) на вы-

ражение (198). Это выражение, представляющее собой частное от деления интеграла Фре-

неля на свою асимптотику, в окрестности границы тени стремится к нулю, компенсируя 

сингулярность, а вдали от границы тени равно 1. Получившееся произведение сравним с 

решением для полупластины из Главы 2, п.2.2.4 (рис. 15).  

Сравнение показало, что решение МОЭ совпало с произведением F(ψ)/2π на функцию 

(198), т.е. с точностью до постоянной нормировки 2π. Результаты сравнения для ТЕ- поля-

ризации показаны на рис. 28.  
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Рис. 28 (а), (б) 

Амплитуды рассеянного поля в дальней зоне для разных значений kh: kh=1.2, 0.8; 

Диаграммы рассчитаны на расстоянии 200zkr  от кромки. 
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Рис. 28 (в), (г) 

Амплитуды рассеянного поля в дальней зоне для разных значений kh: kh=0.4, 0.04; 

Диаграммы рассчитаны на расстоянии 200zkr  от кромки. 

 

На рис. 28 показаны амплитуды рассеянного поля для раличных значений параметра 

kh: kh=1.2, 0.8, 0.4, 0.04 в дальней зоне по отношению к кромке полупластины (расстояние 

точки наблюдения от кромки составляет krz=200). Строгое решение для ТЕ- поляризации 
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показано сплошной серой линией на правых графиках. Обозначения: LHОЭ – решение, 

рассчитанное при помощи метода обобщенного эйконала (сплошная черная линия), LHПД 

– решение, рассчитанное при помощи метода последовательных дифракций (штриховая 

линия), LHПП – строгое решение для идеально проводящей полуплоскости (жирные точ-

ки), LHПК – решение, рассчитанное при помощи приближения Кирхгофа (метода ФО) 

(мелкие точки).  

Интересно, что решение для полупластины также лежит между ФО и решением для 

идеально проводящей полуплоскости, аналогично тому, как решение для полупрозрачной 

полуплоскости (206) лежит между ФО и ОДК. 

 

6.10 Точность и эффективность эвристических методов 

ГТД и МКВ предназначены для решения трехмерных задач при помощи какого-либо 

строгого двумерного решения на кромке. Считают, что в трехмерной задаче поле в 

окрестности кромки соответствует полю двумерной задачи. Рассеянное поле находят в 

этих эвристических подходах по-разному. ГТД постулирует, что лучевая картина поля в 

случае трехмерной задачи соответствует лучевой картине двумерного рассеивателя с та-

ким же профилем кромки, как профиль в области стационарной фазы. МКВ постулирует, 

что поле на трехмерном рассеивателе в области кромки – такое же, как на соответствую-

щем двумерном рассеивателе. ГТД и МКВ дают правильное решение только на дифрак-

ционном конусе. Вне дифракционного конуса ГТД не дает никакого решения, а МКВ – 

дает, но неточное. ГТД и МКВ имеют заложенную методическую погрешность – отсут-

ствие учета продольного возмущения поля. МБК может исправить этот недостаток, уточ-

нив приближение МКВ. 

Целью МБК также является получение трехмерных задач. Но в качестве основы эври-

стических формул МБК применяют не готовые двумерные решения, а набор базовых ком-

понентов. Базовые компоненты берут из строгих аналитических решений задач дифрак-

ции или получают при помощи численных решений на основе физических представлений 

о поведении рассеянного поля. 

Поскольку целью МБК является уточнение решений ГТД и МКВ для известного класса 

практических задач или получение новых эвристических решений, при построении фор-

мул МБК (впрочем, как и любой другой эвристический подход) требует проведения вери-

фикации при помощи численных решений. Мы применяем ГТД и МКВ без верификации, 

поскольку она была проведена кем-то раньше и уже подтвердила возможность примене-

ния этих методов для определенного класса практических задач. В отличие от МБК, ГТД 

и МКВ не предполагают настройки. МБК тоже можно применять без настройки, просто 

зафиксировав точность получающегося решения. Проведение настройки требует дополни-

тельных усилий, но может помочь обнаружить новые свойства рассеянного поля. 

 

ГТД и МКВ используют строгое двумерное решение на кромке, а МБК использует од-

номерное решение для R и T. Для отдельных видов граничных условий существуют соот-

ветствующие аналитические выражения.  
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Альтернатива аналитическим формулам – счет строгими методами с последующим за-

несением результатов в базу данных.  

Главный вопрос: в чем преимущество приближенных аналитических формул перед ба-

зами данных? Ответ: физические явления, заранее выделенные в формулах (т.е. базовые 

компоненты), получают свои аналитические выражения. В нашем случае это процессы, 

которые ранее не рассматривались: «продольное» возмущение поля на кромке и влияние 

полупрозрачности (комбинирование решения с возмущением поля на кромке и без него). 

 

Мы строим новые решения на основе набора базовых компонентов, включающего ко-

эффициентов R и T, приближений ОДК, ФО и функции полупрозрачности. В дальнейшем 

могут быть найдены и другие базовые компоненты.  

 

Формулу, описывающую продольное (по отношению к кромке) возмущение поля, 

ищем в классе функций, описывающих переход от решения для невозмущенного поля к 

решению для возмущенного поля. Для этого применяем отношение fg/fg
0
.  

Формулу, описывающую дифракционный коэффициент полупрозрачной полуплоско-

сти, ищем в виде перехода от дифракционного коэффициента fg к fg
0
 по мере постепенно-

го изменения параметра Х, описывающего степень прозрачности. 

 

Математической строгостью эвристические решения не обладают. Точность (т.е. согла-

сие со строгим решением той же задачи) проверяется верификацией, т.е. непосредствен-

ным сравнением с этим строгим решением. Обычно поправки в эвристические решения не 

вносят, но априори (на основе предварительных исследований задач со сходными услови-

ями) знают точность этих решений. Точность эвристических решений зависит не только 

от свойств рассеивателя (формы и граничных условий), но и от геометрии задачи (т.е. от 

взаимного расположения рассеивателя, источника и точки наблюдения). Иногда эта точ-

ность бывает очень велика, иногда – достаточна, иногда – невысокая [173].  

Тем не менее, при необходимости увеличить точность и довести ее до заданных вели-

чин МБК предусматривает проведение процедуры настройки при помощи добавления к 

решению феноменологических корректирующих функций. Эти зависимости можно вы-

явить при помощи сравнения строгого и эвристического решения для всех значений вход-

ных параметров. Чем лучше изначально построено решение на основе базовых компонен-

тов, тем меньше потребуется изменять его для достижения заданной точности.  

 

Отличие МБК от ГТД и МКВ состоит в том, что ГТД и МКВ используют строгие дву-

мерные решения, в то время как МБК использует строгие одномерные решения (R и T). 

Одномерные решения получать проще, чем двумерные, для одномерных функций чаще 

существуют аналитические выражения. Поэтому МБК позволяет получить аналитические 

выражения, в то время как ГТД и МКВ используют готовые двумерные решения.Таким 

образом, МБК дает возможность получать аналитические формулы, обладающие большей 

эффективностью (простотой и точностью), чем решения в приближениях ГТД и 

МКВ.Формулы МБК для дифракции на многоугольниках и многогранниках получают до-

полнительную эффективность, связанную с особенностями поведения поля на таких объ-
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ектах. Здесь имеется в виду линейность фазы на плоскостях и кромках. В случае постоян-

ства фазы происходит наибольшее упрощение. 

При помощи МБК можно получить более точное решение путем использования строго-

го решения исходной задачи в качестве исходных данных (сравнивая с эвристическими 

формулами и применяя инженерные формулы-поправки), в то время как ГТД и МКВ если 

и используют строгое решение, то в основном для проверки. Это связано с тем, что при 

разработке ГТД и МКВ компьютерная техника была не столь развита, и эти приближения 

предполагалось использовать в случае, когда не было надежды получить строгие трех-

мерные решения. В настоящее время численные решения получить проще, чем аналити-

ческие, поэтому численное решение можно использовать в качестве исходных данных для 

получения аналитического решения.  

МБК определяет тенденции поведения решения при помощи мультипликативных 

«многоразовых» множителей (в отличие от аддитивных «одноразовых» добавок, как в 

МКВ). Эти тенденции можно использовать для получения других решений. В отличие от 

МБК, ГТД и МКВ дают «одноразовые» формулы, для получения других решений нужно 

заново повторить всю последовательность действий. При этом заложенные методические 

погрешности все равно остаются.  

Со временем набор базовых «многоразовых» компонентов (а вместе с ним – и набор 

объясненных процессов дифракции) увеличивается. Это увеличивает возможности воз-

действия на эвристические формулы, придавая методу большую гибкость. 

Если точность полученного решения недостаточна, можно применить для его настрой-

ки инженерные формулы. При объяснении физического смысла инженерных формул их 

можно будет включать в набор базовых компонентов. Чем шире набор базовых компонен-

тов, тем меньше изменений в решение будут вносить инженерные формулы.  

Заметим, что на основе имеющихся строгих трехмерных решений можно сразу полу-

чить инженерные формулы. Но они (обладая простотой и точностью) будут лишь имити-

ровать строгое решение, в то время как применение базовых компонентов наполняет ре-

шение физическим содержанием.  

 

6.11 Примеры применения метода базовых компонентов 

Описанные принципы применения МБК уже были использованы при построении ре-

шений ряда задач, перечисленных ниже.  

6.11.1. Дифракция на плоском угловом секторе (Глава 4, Приложение 4) с учетом влияния 

продольного по отношению к кромке возмущения поля, в том числе: 

- навязанное условие дальней зоны (для полубесконечного рассеивателя) 

- условная кромка 

- замена поляризационной составляющей дифракционного коэффициента 

6.11.2. Исследование влияния полупрозрачности, в том числе: 

- получение функции, учитывающей влияние полупрозрачности (205)  

6.11.3. Дифракция упругой волны (приложение – сейсмические волны) (Приложение 9), в 

том числе: 

- переход из частотной области во временну ю  
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6.11.4. Распространение радиоволн в условиях городской застройки (Приложение 8), в том 

числе: 

- построение теории на основе сочетания элементов теории антенн, теории распростране-

ния радиоволн и теории дифракции 

 

6.12 Заключение к главе 6 

Предложен метод построения эвристических формул (МБК), позволяющий проводить 

физическую интерпретацию результатов математически строгого решения задачи ди-

фракции. К преимуществам МБК перед другими эвристическими методами, такими как 

ГТД и МКВ относится возможность применять аналитические эвристические формулы 

автономно, без постоянного использования двумерных решений. Метод универсален и 

позволяет получать эффективные (простые, но точные) аналитические эвристические ре-

шения задач дифракции на основе любых решений: строгих аналитических, численных и 

экспериментальных.  

Главные преимущества формул МБК. 

● Точность – самое важное свойство. Формулы МБК более точны, чем формулы ГТД и 

МКВ. Тем не менее, нужно отметить, что для эффективного решения практических зада-

чах важно выбирать метод, дающий не максимальную, а оптимальную точность, при этом 

иногда бывает достаточно точности ГО и ФО. 

● Простота – простота применяемых формул. Важна при проведении аналитических 

преобразований, в том числе, например, при взятии производной или при переходе из ча-

стотной области во временную «time domain – frequency domain». 

● Быстродействие – свойство, связанное с простотой формул. Быстродействие эври-

стических формул практически не зависит от размера рассеивателя. Это дает новую воз-

можность при решении задач дифракции. Если для рассеивателя большого размера не су-

ществует строгих решений (ни аналитического, ни численного), можно сначала при по-

мощи численного решения верифицировать эвристические формулы на рассеивателе 

меньшего размера, а затем применить их на большом рассеивателе. Точность при этом 

только увеличится. 

● Физичность (в отличие от инженерных формул) – физическая ясность. Эвристиче-

ские подходы основаны на физических понятиях (в отличие от краевой задачи математи-

ки). Применяя эвристические формулы, можно провести физическую интерпретацию чис-

ленных результатов.  

Все базовые компоненты имеют четкий физический смысл. Настройка решения прово-

дится адресно – для конкретного компонента. Например, настройка продольного и попе-

речного возмущения поля проводится отдельно. При этом можно обнаружить важные фи-

зические характеристики процесса дифракции. Так произошло для функции, описываю-

щей полупрозрачность, которая была обнаружена при отдельном рассмотрении прибли-

жений ОДК и ФО. 

● Автономность от вычислителя – возможность работы автономно от вычислителя 2D 

решения (в отличие от обычной формы ГТД и МКВ, предусматривающей интегрирование 

по элементарной полоске и вдоль кромки). Формулы, обладающие свойством автономно-
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сти, можно верифицировать один раз для всех значений входных параметров, а потом уже 

применять без верификации. Этап настройки, применяемый в МКВ, усложняет процесс 

получения решения, но придает ему новые качества, которые дают новые возможности 

при решении практических задач. 

● Гибкость – широкие возможности комбинирования базовых компонентов при пере-

стройке геометрии задачи (например, при выполнении или невыполнении условия ДЗ). 

● Универсальность – единая форма решения для сходных постановок задач (в том 

числе – для выдвижения удачной гипотезы поведения исследуемого решения). 

 

Разумеется, МБК возник не на пустом месте. Отдельные компоненты МБК можно 

встретить и в других решениях, но следует отметить и существенные отличия. От строгих 

методов МБК отличается простотой формул и универсальностью подхода. От ГТД и МКВ 

МБК отличается точностью и универсальностью подхода. От инженерных подходов МБК 

отличается физичностью (ясный смысл всех компонентов эвристических формул позволя-

ет проводить физическую интерпретацию строгого решения и осуществлять углубленное 

изучение процесса дифракции). 

 

Удачный выбор эвристического подхода может дать новые возможности при решении 

практической задачи. 

 

Наличие численных решений не является причиной для отказа от эвристических фор-

мул. Для перевода математически строгих решений в сферу их практического использова-

ния важно иметь возможность интерпретировать полученные результаты. Такая интерпре-

тация является еще одной причиной применения эвристических формул. (Другой причи-

ной является упомянутая ранее необходимость повышения эффективности вычислителей 

при решении практических задач). Эвристические формулы дают наилучшую возмож-

ность дать решению физическую интерпретацию. В этом они превосходят даже строгие 

аналитические формулы.  

Существует мнение, что эвристическими решениями пытаются заменить строгие. Это 

совершенно не так. Ничто не может заменить строгие решения, полученные любыми ме-

тодами. Но при решении практических задач строгие решения не всегда являются самым 

эффективным подходом. Эвристические формулы с успехом дополняют набор средств 

решения практической задачи. 

Преимущества МКВ перед ФО стали критически важными при разработке технологии 

«Стелс». Вполне возможно, что аналогичные преимущества МБК перед МКВ также ста-

нут критически важными в каких-либо проектах. 

В связи с тем, что новые эвристические формулы обладают высокими быстродействием 

и точностью, их также можно использовать совместно с любыми строгими подходами или 

с результатами эксперимента для существенного повышения эффективности решения 

практических задач, связанных с применением теории дифракции. Новые подходы явля-

ются универсальными и подходят для любых типов граничных условий и любых типов 

волн. 
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7. ПРИЛОЖЕНИЯ 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1. Применение теоремы Стокса при 

решении задач дифракции. 

 Рассмотрим постановку задачи дифракции, соответствующую формулам (107) – 

(110). В формулы для потенциалов входит интеграл по поверхности рассеивателя (108). В 

этом разделе мы займемся вычислением данного интеграла и исследованием его свойств. 

 

Теорема Стокса. Связь между интегралом по площади и по поверхности.  

 

 Рассмотрим площадь S и охватывающую эту площадь контур C, расположенные в 

плоскости XOY. Пусть нормаль n


 к площади S направлена вдоль оси z, а контур C обхо-

дит площадь S в направлении против часовой стрелки. Таким образом нормаль n


 согла-

сована с ориентацией контура C по правилу правого винта. Обозначим единичный вектор, 

направленный вдоль контура, как 


. 

 Введем единичный вектор внутренней нормали jn


 к контуру, C расположенный 

так, что вектора  jnn


,,  образуют правую тройку. 

  j
xyyx

yx

zyx

nee

eee

n

























 





0

100 .                    (208) 

 Вычислим интеграл  

   

S

dsikI 


,exp .                                                  (209) 

Здесь вспомогательный вектор 


: 

    nnnnnn


,                                           (210) 

представляет собой проекцию на поверхность рассеивателя (в нашем случае – на плос-

кость XOY) разности  nn 


 между направляющими векторами падающей волны и точ-

ки наблюдения. 

 Для этого используем теорему Стокса [96] 

      

CS

rFrdrFrotSd


,, .                                          (211) 

 Здесь Sd


 – векторный элемент площади. Его нормаль согласована с ориентацией 

контура C по правилу правого винта. Пусть dseSd z


 . Векторный элемент линии rd


 

(дифференциал радиуса-вектора) направлен вдоль контура C в каждой регулярной точке, 
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 – единичный вектор касательной к контуру: yyxx ee  


. Введем t – координа-

ту, меняющуюся вдоль контура и запишем с ее помощью дифференциал радиуса-вектора: 

 dteedtdyedxerd yyxxyx  


.                            (212) 

 Введем вспомогательную функцию  

    yyxxyxxy eFeFeeikF


 ,exp                         (213) 

и применим теорему Стокса (211). Компоненты ротора равны 
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(214) 

 Обозначения r


 [96] и 


 из (213) соответствуют одной и той же величине: радиус-

вектору точки пространства. 

 Заметим, что функция F


 (213) не зависит от координаты z. Это означает, что Fz=0, 

∂/∂z=0. Тогда вместо (214) получим:  
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F
eFrot xy
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.                                              (215) 

 Распишем подынтегральное выражение из левой части теоремы Стокса (211) для 

функции F


 (213)  

  ds
y

F

x

F
FrotSd xy





















, .                                         (216) 

 Распишем производные из (216) от функции (213) с учетом   yx yx  


, : 

  


,exp 



ikik

x

F
xx

y
,   


,exp 




ikik

y

F
yy

x
.       (217) 

 С учетом (215), и (217) получим: 

  


,exp
2










ikik

y

F

x

F
xy

,                                (218) 

а с учетом (216) имеем: 

    dsikikFrotSd 


,exp,
2

 .                             (219) 

 С другой стороны, с учетом (212) и (213): 

          dtikdydxikrFrd yxxyxy  


,exp,exp, .  (220) 
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 Но из (208) следует    jyxxy n


,  . Поэтому  

      dtnikrFrd j
,,exp,   .                                    (221) 

 В результате с учетом (211), (219) и (221) имеем: 

       

C

j

S

dtnikdsikik


,,exp,exp
2

 .                   (222) 

 И, наконец, получаем окончательное выражение 

        




C

j

S

dtikn
k

i
dsikI 





,exp,,exp

2
.                (223) 

где    


nni
 - единичная внутренняя нормаль к контуру C, окружающему рассе-

иватель, 
dtd

dtd




 



  - единичный вектор, касательный к контуру, t - координата, отсчи-

тываемая вдоль контура. Интеграл (223) представляют другую форму соотношений, полу-

ченных в [142] независимо от более ранней работы на эту тему [43].  

 Ключевую роль в интеграле из (223) играет стоящая в показателе экспоненты фаза 

точки интегрирования: 

 

, k . (224) 

 С точки зрения математики формула (223), выражающая интеграл по площади че-

рез интеграл по контуру в случае линейной фазы, не представляет собой ничего нового и 

является вполне очевидным фактом. Но для теории дифракции она имеет большое значе-

ние, поэтому мы уделяем ей столько внимания.  

 

Интеграл по поверхности многоугольника конечных размеров.  

 

 Рассмотрим плоский многоугольный рассеиватель конечных размеров, на который 

падает плоская электромагнитная волна (рис. 29).  

 На рис. 29 использованы следующие обозначения: n


 – направляющий вектор па-

дающей волны, n 


 – направляющий вектор точки наблюдения, n


 – вектор нормали к рас-

сеивателю, jn


 – вектор единичной внутренней нормали к контуру C, окружающему рас-

сеиватель, 


 – единичный вектор, касательный к контуру, N – количество сторон и вер-

шин многоугольника.  

 



158 

 

 
 

Рис. 29 

Падение электромагнитной волны на плоский многоугольник. 

 

 На прямолинейной j-ой стороне, идущей от вершины j–1 к вершине j, вектор jn


 не 

меняется, а вектор 


 текущей координаты точки контура связан с радиус – вектором ис-

ходной вершины 1j


, координатой вдоль контура t и постоянным касательным вектором 

j

  соотношением jj t


 1 . Тогда для j-ой стороны длиной aj получим: 
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 .                               (225) 

 Отсюда, с учетом jjjj a 

 1 : 
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 Обозначим разность фаз на концах отрезка:  11 ,   jjjj k 


. Тогда, 

вынося за скобки среднюю фазу (фазу в середине отрезка) 
 

2

,

2

11  


 jjjj k 


 

и используя формулы 
i

ee ii

2
sin






 , а также  
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,         (227) 

получим, просуммировав по всем сторонам многоугольника:  
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jII

1

, 
    

 
  2exp

2

2sin,
1

1

1

2 












 jj

jj

jj
j

j
j i

k

nia
I 



.       (228) 

где  jj k 


,  – фаза сигнала j-ой вершины с направляющим вектором j


, ja  – 

длина j-ой стороны многоугольника (расположенной между j–1ой и j–ой вершинами).  

Выражение (228) описывает рассеянное поле при помощи суммы вкладов, каждый из 

которых связан с определенной стороной плоского многоугольника и имеет фазу точки, 

находящейся в середине этой стороны. 

Если выполняется условие дифракционного конуса   0,  


, то из (228) можно вы-

делить выражение (148), из которого можно выделить 3D дифракционный коэффициент в 

приближении физической оптики, в точности совпадающий с классическим выражением 

для 2D физоптического дифракционного коэффициента из [1] (158). 

Теперь рассмотрим вершинную волну в приближении физической оптики.  

 

Интеграл по поверхности плоского углового сектора.  

 

Рассмотрим плоский угловой сектор, на который падает плоская электромагнитная 

волна (рис. 18). Для вычисления рассеянного поля воспользуемся формулой (225) для ин-

теграла по контуру многоугольника (рис. 29) для стороны конечного размера: 
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. 



160 

 

Теперь устремим длину стороны к бесконечности aj → ∞ и применим формулу [97]: 

 
p

dxpx
1

exp

0




, [Re(p)>0]. С учетом этого из (20) получим: 
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.  (230) 

Здесь интегрирование вдоль j-ой кромки ведется от вершины j по направлению к бес-

конечности (т.е. вдоль вектора j

 ).  

Проинтегрируем теперь по другому лучу (т.е. от вершины j вдоль вектора 1j


).  
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.(231) 

В результате для вершинной волны 
jI  получим сумму вкладов двух полубесконечных 

сторон плоского углового сектора: 
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.                    (232) 

Вершинные волны для многоугольника конечных размеров.  

 

Формула (232) описывает поле, рассеянное плоским угловым сектором. Это выражение 

состоит из произведения фазы вершины на скалярную функцию, зависящую от геометрии 

задачи (т.е. формы плоского углового сектора и положения источника и приемника). Ин-

теграл по контуру плоского многоугольника можно записать при помощи суммы вкладов, 

имеющих фазы середин сторон многоугольника (228), но можно записать и при помощи 

вкладов вершин. Это можно сделать, изменив способ суммирования вкладов в рассеянное 

поле. В качестве исходной формулы можно взять выражение (226). 

Заметим, что справедливы соотношения jjjj a 

 1 , jjjj a 


1 , 

111   jjjj a 


. 

Для j-ой стороны имеем (226): 
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Для j+1-ой стороны имеем (226): 

   
 

   

 
 

      jj
j

j

jj
j

j
j

j

ikik
n

k

aik
n

k

ik
I























,exp,exp
,

,1

1,exp
,

,,exp

1
1

1

22

11
1

1

22
1































.         (234) 

Получим теперь для многоугольника конечных размеров выражения для вершинных 

волн, аналогичные формулам (226). Для этого изменим порядок суммирования интегралов 

по отрезкам контура C. Вместо вкладов сторон полной длины (233) и (234) разобьем их 

пополам и просуммируем их на вершинах, к которым они прилегают.  

Введем обозначения 21j


 для радиус-вектора точки на середине j-ой стороны, 

21j


 для радиус-вектора точки на середине j+1-ой стороны, 21jI  и 21jI  – для инте-

гралов по половинам сторон, прилегающих к j-ой вершине. Тогда можно записать: 
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Просуммировав интегралы по половинам сторон, получаем вершинную волну: 
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Мы видим, что в выражение (237) входит вершинная волна 
jI  (232) по полубесконеч-

ным сторонам углового сектора.  

Через «половинные» фазы выражаются вклады отдельных сторон. Каждая из «поло-

винных» фаз будет входить в два интеграла.  

Выделим вершинную волну 
jI  (232) из суммы 2121   jj II  и сравним результат с 

тем, что получится, если выделить вершинную волну из суммы 11   jj II .  

Если не проводить деление сторон пополам и взять прилегающие к j-ой вершине сто-

роны целиком, то остаток будет таким:  
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Если провести деление сторон пополам, то остаток будет таким:  
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Сравним выражение (239) с вершинными волнами для j–1-ой и j+1-ой вершин.  

Остаток для волны j–1-ой вершины 2123   jj II  будет таким:  
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Второе слагаемое из (240) равно первому слагаемому из (239), взятому с противопо-

ложным знаком. 

Остаток для вершинной волны 2321   jj II  будет таким:  
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Первое слагаемое из (241) равно второму слагаемому из (239), взятому с противопо-

ложным знаком. 

Таким образом мы доказали, что при интегрировании остатков (239) по замкнутому 

контуру C получится ноль. Поэтому выражение (232) можно условно считать вершинной 

волной как для полубесконечной, так и для конечной структуры и применять его в эври-

стических формулах. Но точное значение вершинной волны будет отличаться от того, что 

мы считали ранее и определяется выражением не (232), а выражением (237).  

 

Функция фазы и условие дальней зоны.  

 

Как показано в Главе 3 (см. формулу (121) и текст, относящийся к ней), интеграл (209) 

можно выделить из выражений (108) при выполнении условия дальней зоны  

22Dr  ,                                                   (242) 

где D – характерный размер объекта (например, максимальный поперечный размер). Это 

условие упрощает выражения. Например, из-под знака интеграла выходят все расстояния, 

кроме тех, которые связаны с положением точки на поверхности рассеивателя. Более об-

щие формулы в общем случае намного сложнее. Условие дальней зоны приводит к вы-

полнению соотношения (120), из которого следует, что при удалении точки наблюдения 

от объекта угловые размеры этого объекта стремятся к нулю. 

 

Функцию фазы (224) можно записать следующим образом.  

   yxkk yx  


, .                                         (243) 

Эта функция зависит от положения источника и точки наблюдения. Данные параметры 

входят в функцию фазы симметрично, поэтому принцип взаимности соблюдается.  

Найдем градиент функции фазы.  

  








keek
dy

d
e

dx

d
egrad yyxxyx .                    (244) 

Таким образом, вектор 


 имеет физический смысл градиента фазы. В случае выполне-

ниия условия дальней зоны (242) фаза линейна, поэтому градиент является постоянной 

функцией. Это свойство связано с выполнением условия дальней зоны. Если условие 

дальней зоны не выполняется, фаза имеет более сложный вид. В статье математиков Кара-

тыгина и Розова [71] интеграл Кирхгофа для плоского углового сектора берется при по-

мощи двумерного метода стационарной фазы. В работе [71] введена функция φ, с нашей 

фазой  (243) функция φ соотносится как k , поэтому grad


.  

Интересно, что в статье [71, §2] говорится, что если фаза на контуре интегрирования 

постоянна, то метод стационарной фазы неприменим и поэтому в данном случае следует 

прибегать к численным методам интегрирования. В нашем подходе такая ситуация, 

наоборот, приводит к наиболее простым выражениям и соответствует направлениям 

«прямо вперед» и зеркальному. Вместо численного интегрирования по поверхности рас-

сеивателя применяем теорему Стокса и сводим решение к линейному интегралу по тене-

вой кромке, что существенно упрощает итоговые формулы.   
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2. Строгое аналитическое решение 

двумерной задачи дифракции на полуплоскости. 

С целью построения решения для наклонного падения на идеально проводящую полу-

плоскость воспользуемся формулами из [57, §11.6]. Заменим углы  и  из [57] (рис. 21) 

на углы 1 и 1 , связанные уже не с глобальными, а с локальными координатами кромки. 

Таким же индексом пометим и другие переменные. Пусть на рассеиватель падает плоская 

волна, характеризующаяся фазовым множителем 

    1111111 sincossincoscosexpexp  zyxikikSU  ,       (245) 

где идеально проводящий экран занимает полуплоскость y=0, x>0. Этот фазовый множи-

тель получается из двумерной формы, соответствующей β1=0, при замене k на kcosβ1 и 

умножении на exp(–ikzsinβ1). Этот метод, применимый к любому двумерному решению 

волнового уравнения, очевидно, позволяет получить решение и трехмерного волнового 

уравнения, где z входит только через множитель exp(–ikzsinβ1). Кроме того, если U1 - такое 

решение трехмерного волнового уравнения, то легко показать, что два электромагнитных 

поля, удовлетворяющих уравнениям Максвелла, имеют вид 
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При β1=0 (246) соответствует двумерному полю с ТН- поляризацией, (247) – полю с 

ТЕ- поляризацией. Если U1 имеет вид (245), то (246) и (247) дадут соответственно две 

плоские волны 
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.                    (249) 

Здесь множитель cosβ1 везде опущен.  

Решение дифракционной задачи определяется (246), если падающая волна определя-

ется (248) и (247), если падающая волна определяется (249); при этом U1 получается из 
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Ezsecβ1 в двумерном случае заменой k на kcosβ1 и умножением на exp(–ikzsinβ1). В явном 

виде функция рассеянного поля при падении волны (246) равна  

       1111
1

1 sincosexp
sec

qGpGzrik
i

U  



,                       (250) 

где  

211
11coscos2





 krp , 

211
11coscos2





 krq .                   (251) 

Запись компонентов векторов рассеянного поля в декартовых координатах приводит к 

выражениям  
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Аналогичный результат можно получить и в том случае, когда падающая волна опре-

деляется (249).  

Функция G(a) определяется следующим образом 

     aFiaaG 2exp  ,    




a

diaF  2exp .                              (253) 

Выражения для рассеянного поля можно существенно упростить, если вместо инте-

грала Френеля подставить его асимптотику  
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 при x>>1                                    (254) 

или асимптотическое разложение, известное из справочников (см. также Приложение 5) 
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Отсюда  

      131
42


 aiaaG .                                               (256) 

Кроме того, справедливо  
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Заметим, что величина производной по модулю меньше, чем     1
2


 iaaG  при 

больших значениях аргумента a.  

Подстановка асимптотик (256) и (257) вместо строгих формул (253) в выражения (252) 

с физической точки зрения соответствует навязыванию условия дальней зоны (119) в за-

даче дифракции на плоском угловом секторе. В случае рассеивателей конечного размера 

условие дальней зоны выполняется тогда, когда при удалении точки наблюдения от рас-

сеивателя его угловые размеры стремятся к нулю и стягиваются в точку. А при удалении 

точки наблюдения от любого полубесконечного рассеивателя его угловые размеры нико-

гда не стягиваются в точку. Поэтому, например, решение задачи дифракции на трехмер-

ном многоугольнике конечного размера описывается в дальней зоне суммой вкладов от 

каждой из сторон многоугольника, причем каждый из вкладов – сингулярен (223), (228), 

(148), (153), [142]. В то же время, решение задачи дифракции на полуплоскости записыва-

ется при помощи интеграла Френеля (см., например, (58), (61), (252), (168), [1]). На грани-

це «свет – тень» дифракционные коэффициенты сингулярны, но интеграл Френеля ком-

пенсирует эту сингулярность, в результате решение на границе равно ½ (307). 

Мы навязываем условие дальней зоны в задаче дифракции на плоском угловом секто-

ре и вместо спецфункции, подобной интегралу Френеля, получаем в направлении границ 

«свет – тень» сингулярные вклады от кромок. По-видимому, нечто подобное было сделано 

и в [16], поскольку верификационное решение также имеет сингулярности в направлениях 

границы «свет – тень», а коэффициенты D оперируют с полями, взятыми «на бесконечно-

сти». В строгом решении задачи дифракции на плоском угловом секторе геометрооптиче-

ское значение поля на границе «свет – тень» должно быть равно A(1 – S) и находится в 

пределах от A/2 до A. Здесь A – геометрооптическое значение поля при отсутствии углово-

го сектора, S – площадь сектора, вырезанного из круга единичной площади. Угол рас-

крыва вырезанного сектора S равен проекции угла раскрыва плоского сектора на плос-

кость, перпендикулярную направлению распространения падающей волны. 

Навязав условие дальней зоны, мы получаем два положительных эффекта в отноше-

нии эталонного решения. Во-первых, эталонное решение упрощается. Во-вторых, оно не 

нуждается в дальнейшей адаптации для применения к решению трехмерных задач, в кото-

рых условие дальней зоны выполняется. 

Теперь вернемся к решению для наклонного падения на кромку полуплоскости. 

Выделим вектора Т- поляризаций: вектора t

, перпендикулярные кромке и направля-

ющим векторам падающего и рассеянного поля n

  или n


 . Введем вектора p


, перпенди-

кулярные как векторам t

, так и направляющим векторам n


  или n


 . Для этих векторов в 

случае падающего (индекс i) и рассеянного (индекс s) поля имеет смысл ввести новые 

обозначения: it


, ip


, st


 и sp


. В угловых координатах [57] эти вектора равны:  
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 0,cos,sin 11  it


,  11111 cos,sinsin,sincos  ip


 

 0,cos,sin 11 st


,  11111 cos,sinsin,cossin sp


. 

(258) 

Углы 1 и 1 – те же, что в [57], но уже не в глобальных, а в локальных координатах, 

связанных с кромкой. Угол 1 отсчитывается в ту же сторону, что и 1. В случае рассеяния 

«прямо вперед» направления на источник и точку наблюдения противоположны (в отли-

чие от направляющих векторов n

  или n


 , которые совпадают), а соответствующие углы 

отличаются на π. Поэтому и знаки тригонометрических функций от 1 и 1 в выражениях 

для векторов it


 и st

, а также ip


 и sp


 противоположны.  

Итак, в случае двух поляризаций две наклонно падающие плоские волны можно выра-

зить через вектора it


 и ip


: 
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(259) 

Для наклонного падения (упрощая решение [57]) получим в дальней зоне: 

     110
1

1 sinexpcoscos  ikzkUU THTH 


 

     110
1

1 sinexpcoscos  ikzkUU TETE 


. 

(260) 

Здесь UTHβ и UTEβ – решения для наклонного падения, UTH0 и UTE0 – решения для нор-

мального падения (при β1=0) [57]:  

        11
21

0 exp vGuGikriEU zTH 


 , 

        11
21

0 exp vGuGikriHU zTE 


 , 

где 
21

11cos2
 

 kru , 
21

11cos2
 

 krv .  

(261) 

Выражения (258), (259) представляют собой форму записи формул для падающего по-

ля из [57]. Однако выражения для рассеянного поля из [57] мы существенно упростим, ис-

пользуя то обстоятельство, что нас интересует поле лишь в дальней зоне. При больших 

расстояниях от кромки справедливо a→∞, и можно применять асимптотики (256) и (257).  

Применим формулы (254) или (256) для нахождения асимптотик сумм G(u1)±G(v1).  
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В асимптотических формулах (263) происходит разделение радиальной и угловой пе-

ременных (r и φ соответственно), в результате чего каждую из двух сумм G(u1)±G(v1) 

можно объединить в единое выражение. Таким образом, суммы G(u1)±G(v1) сводятся к 

выражениям для известных дифракционных коэффициентов f и g [1]:  
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11  .                                                 (264) 

В суммах G(u1)±G(v1) f, g – строгие дифракционные коэффициенты для полуплоско-

сти, совпадающие с известными выражениями из [1]:  
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g .  (265) 

Соответствие углов между выражениями из [1] и выражениями из [57]: 0↔1, ↔1.  

Можно показать, что функции G(u1) и G(v1) в форме (253) корректно примененять 

лишь для полубесконечных рассеивателей, а для трехмерных рассеивателей конечного 

размера при выполнении условия дальней зоны правильнее применять их асимптотики 

(264).  

Кроме того, в случае применения асимптотик (254) или (256) выражения для UTH0 и 

UTE0 (261) существенно упрощаются, поскольку количество слагаемых уменьшится, а са-

ми выражения уже не содержат интегралы Френеля, поскольку состоят лишь из элемен-

тарных функций. Для полуплоскости упрощенные выражения для UTH0 и UTE0 (261) спра-

ведливы лишь вдали от границы «свет – тень», а для трехмерных плоских рассеивателей 

конечного размера они справедливы во всем пространстве. 

Если подставить значения из асимптотик (256) и (257) в формулы (252) из [57], то вы-

ражения для рассеянного поля примут простую форму, очень похожую на выражения для 

падающего поля (259):  
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(266) 

В формулах (259) и (266) присутствует множитель cosβ1, опущенный в формулах (248) 

и (249). 

Из формул (258), (259) следует, что в строгом двумерном решении Т-поляризации па-

дающей волны (266) сохраняются для всех углов наклонного падения. Для физоптики это 
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не так, происходит «подмес» поляризаций. В этом заключается принципиальное отличие 

между строгим и физоптическим решениями.  

 

Приведем ряд полезных формул, определяющих геометрические соотношения между 

векторами. Запишем пепендикулярные кромке Т- вектора, определяемые векторными 

произведениями в глобальной системой координат из [57]. Вектора в координатах из [57] 

отмечены индексом BW. 
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Скалярное произведение векторов Т- поляризаций падающей и рассеянной волн: 

          coscoscoscossinsincos, 22
zBWzBW enen


.    (269) 

В локальной системе координат мы работаем с условной кромкой. 

Найдем вектора, перпендикулярные как «условной кромке», так и направляющему 

вектору падающей волны в координатах [16].  

Для плоского углового сектора в координатах [16] имеем 
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Вектор Т- поляризации волны источника равен 
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.                           (271) 

Изменим знак вектора, касательного к кромке, чтобы Т- вектор был направлен в верх-

нее полупространство (x>0).  

    itn
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  .                    (272) 

Вектор ip


 поляризации волны источника, перпендикулярный it

, равен 
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Вектор Т- поляризации волны приемника равен 
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Вектор sp
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3. Применение условной кромки при 

решении задач дифракции. 

Во многих эвристических методах теории дифракции (таких, как ФО, МКВ, МДДК, 

МЭКВ) рассеянное поле находится в виде линейного интеграла по кромке. При этом сна-

чала нужно найти входящее в этот интеграл подынтегральное выражение, связанное с 

элементом кромки. Это выражение может иметь разные названия в разных методах: «ин-

теграл по элементарной полоске интегрирования» в методах ФО или МКВ, «дифференци-

альный дифракционный коэффициент» в методе МДДК или «эквивалентный контурный 

ток» МЭКВ. Помимо различия в названиях могут быть некоторые различия и в сути под-

ходов, а именно – в длине (конечной или полубесконечной) элементарной полоски инте-

грирования и ее направлении, которое может совпадать с перпендикуляром к кромке или 

располагаться под углом к ней.  

Не останавливаясь на анализе существующих подходов (которые, впрочем, могут да-

вать одинаковые результаты несмотря на отличия в постановке задачи), мы предложим 

еще один и объясним причину своего выбора.  

Все указанные подходы, основанные на строгих решениях (МКВ, МДДК, МЭКВ) ис-

пользуют готовые двумерные решения задачи дифракции на полубесконечной структуре с 

идеальными или неидеальными граничными условиями. При нормальном или наклонном 

падении на кромку элементарная полоска интегрирования расположена перпендикулярно 

кромке, а точка наблюдения при любом расположении в пространстве всегда находится на 

дифракционном конусе, это свойство двумерного решения и кромки бесконечного разме-

ра. В двумерной задаче при любом взаимном расположении источника и точки наблюде-

ния всегда найдется дифракционный конус, соответствующий этим точкам, поскольку на 

кромке бесконечного размера всегда найдется точка стационарной фазы, находящаяся в 

вершине дифракционного конуса. При наличии на кромке точки стационарной фазы мож-

но пользоваться готовыми двумерными решениями. Тогда диаграмма рассеяния каждого 

элемента кромки будет соответствовать диаграмме рассеяния, взятой из решения двумер-

ной задачи для случая нормального падения на кромку.  

В эвристических методах двумерные решения используются для решения трехмерных 

задач. При этом кромка берется конечного размера. Если на ней есть точка стационарной 

фазы, то эвристическое решение задачи дифракции на кромке можно найти, проведя инте-

грирование вдоль кромки. Если выполняется условие дальней зоны, то фаза сигнала на 

кромке будет постоянна. 

Однако может быть ситуация, когда точка стационарной фазы на кромке отсутствует. В 

этом случае эвристическое решение можно построить, проведя на поверхности рассеива-

теля «условную» кромку (линию на поверхности рассеивателя), которая является образу-

ющей дифракционного конуса для заданных положений источника и точки наблюдения 

(см. рис. 30).  

На рис. 30 показана схема построения решения на условной кромке. На рис. 30 (а) по-

казан дифракционный конус, соответствующий двумерной задаче падения плоской волны 

на бесконечную кромку. Поле рассеивается только в направлении дифракционных кону-

сов. Такое решение соответствует и ГТД, и МКВ в случае, когда точка наблюдения распо-
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ложена на дифракционном конусе. Если в трехмерной задаче точка наблюдения располо-

жена вне дифракционного конуса, то ГТД не дает никакого решения, а МКВ дает реше-

ние, но его точность тем меньше, чем дальше точка наблюдения расположена от дифрак-

ционного конуса. На рис. 30 (б) показан случай, когда точка наблюдения расположена вне 

дифракционного конуса. Если менять местами источник и точку наблюдения, то каждому 

положению источника соответствует свой дифракционный конус. Это иожет приводить к 

нарушению принципа взаимности в эвристическом решении. Для того, чтобы избежать 

этой ситуации, вводим так называемую «условную кромку». Это прямая, лежащая в плос-

кости рассеивателя и идущая под углом к реальной кромке. Направление условной кромки 

выбираем таким образом, чтобы точка наблюдения находилась по отношению к источни-

ку на дифракционном конусе. Если бы условная кромка соответствовала реальной кромке, 

то в решении соответствующей задачи дифракции фигурировал бы дифракционный коэф-

фициент двумерного решения. Выделив из этого дифракционного коэффициента «поляри-

зационную» составляющую (числитель), можно построить эвристическое решение в при-

ближении МЭКТ. Таким образом, условная кромка объединяет в себе концепции ГТД и 

МКВ. 

 

 

             (а)                                                   (б)                                                    (в) 

Рис. 30  

Применение решения на условной кромке. 

 

На условной кромке появится точка стационарной фазы, находящаяся в вершине ди-

фракционного конуса. При выполнении условия дальней зоны фаза рассеянного сигнала 

на «условной» кромке будет постоянна. В трехмерном эвристическом решении можно ис-

пользовать известное двумерное решение на дифракционном конусе условной кромки, 

проинтегрировав это решение вдоль реальной кромки с соответствующей фазой. На ре-

альной кромке фаза уже не будет постоянна, а будет линейно меняться вдоль кромки.  

Рассмотрим в приближении физической оптики идеально проводящий плоский угловой 

сектор, на который падает плоская электромагнитная волна. Не ограничивая общности 

подхода, используем координаты, введенные в работе [16].  
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Рассмотрим падение волны на реальную кромку, расположенную под углом β/2 к оси z.  

Для заданного направления на точку наблюдения построим условную кромку под уг-

лом γ/2 к оси z (рис. 20). Реальная кромка показана сплошной линией, а условная кромка – 

штриховой.  

Для получения ФО решения условная кромка не нужна. Однако для получения формул, 

основанных на решении [57] и последующего сравнения с ФО решением нам понадобится 

условная кромка. Поэтому некоторые формулы не содержат угол γ, заменяющий во всех 

формулах угол β, а некоторые – содержат. На ход рассуждений угол, входящий в форму-

лы, влияния не оказывает.  

Пусть на кромку плоского углового сектора падает волна (a) или (b) (см. рис. 31).  

На рис. 31 показана схема падения волны на плоский угловой сектор в координатах из 

[16] (см. также рис. 18). Сплошной жирной стрелкой показан вектор падающего магнит-

ного поля, пунктирной жирной стрелкой – вектор поверхностного тока.  

Сначала мы найдем поверхностный ток, возбуждаемый этой волной. Затем разложим 

этот ток на составляющие, параллельные или перпендикулярные кромке. Затем умножим 

эти составляющие на коэффициенты cp1 или cr1, характеризующие изменение строгого 

решения по сравнению с физоптическим. Для физоптического решения cp1 = cr1 =1. За-

тем просуммируем вклады всех компонентов в точке наблюдения.  

 

 

(a) 
 

(b) 

Рис. 31 

Падение волны на плоский угловой сектор: поляризации вектора магнитного поля па-

дающих волн и наводимые поверхностные токи. 

 

Рассмотрим возбуждение волной (a), когда вектор магнитного поля имеет только y - 

компоненту в декартовых координатах, или φ - компоненту в угловых координатах:  
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         rnikHrnikHH i 
,exp0,1,0,exp 00  , 

или 
       rnikHernikHH i 

,exp,exp 00   . 
(276) 

При возбуждении волной (a) на поверхности рассеивателя возникает ток  

 01 Hej z


 .                                                          (277) 

Разложение тока по компонентам, параллельным и перпендикулярным кромке, при 

возбуждении типа (a):  

 222 sin,cos,0sin11   jj r , 

 222 cos,sin,0cos11   jj p . 
(278) 

Компоненты векторного потенциала A


 в точке наблюдения равны 

 1cossin1sincoscos1 2222 crcpjA 
    (проекции на ось y), 

 1sin1cos1 2
2

2
2 crcpjA 

    (проекции на ось –z). 
(279) 

 

Теперь рассмотрим возбуждение волной (b):  

      rnikHH i 
,expsin,0,cos0   , 

или 
    rnikHeH i 

,exp0   . 
(280) 

При возбуждении волной (b) на поверхности рассеивателя возникает ток  

  sin1 0Hej y


 .                                                            (281) 

Разложение тока по компонентам, параллельным и перпендикулярным кромке, при 

возбуждении типа (b):  

 222 sin,cos,0cos11   jj r , 

 222 cos,sin,0sin11   jj p . 
(282) 

Компоненты векторного потенциала A


 в точке наблюдения равны  

 1cos1sincos1 2
2

2
2 crcpjA 

    (проекции на ось –y), 

 1sincos1cossin1 2222 crcpjA 
    (проекции на ось z). 

(283) 

Разложение векторных потенциалов по компонентам 

  AeAeA


 ,   AeAeA


 .                               (284) 

С учетом соотношений 

 cossin yx eee


 ,  sincos zx eee


                                   (285) 
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получим 

      AeeAeeA zxyx sincoscossin


 , 

      AeeAeeA zxyx sincoscossin


 . 
(286) 

С учетом равенства нулю x – компонентов на поверхности рассеивателя имеем:  

  AeAeA zy sincos


 ,   AeAeA zy sincos


 .             (287) 

Вектора компонентов, соответствующие видам возбуждения (a) или (b), параллельные 

или перпендикулярные кромке: 

 222 cossincos 
zy eecap


 ,   222 sincossin 
zy eecar


 , 

 222 cossinsin 
zy eecbp


 ,   222 sincoscos 
zy eecbr


 . 

(288) 

На рис. 20 с целью избежать загромождения лишними подписями вместо векторов cap  

и cbp  показаны вектора cp  и cr , соответствующие видам возбуждения (a) или (b). 

Угловые аргументы γ и γ0 (с учетом того, что вектор внутренней нормали к условной 

кромке равен )sin,cos,0( 22
 n


) определяются соотношениями.  
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Отсюда следует 

0
2

2
2
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coscos1

sin
0sin







 , 






 2
2

2 sinsin1

cos
sin


 .             (290) 

Коэффициенты cpγ1 или crγ1 при y>0 (т.е. на стороне (1) плоского углового сектора) 

равны 
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Таким образом, коэффициенты D в приближении физической оптики (с коррекцией при 

помощи коэффициентов cpγ и crγ) равны: 
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Если в формулах (292) положить cpγ=1, crγ=1, то получим коэффициенты D в прибли-

жении физической оптики (без коррекции).  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4. Сводка формул, применяемых в за-

даче дифракции на плоском угловом секторе. 

В Приложении 1 был рассмотрен интеграл по плоскому угловому сектору в приближе-

нии физической оптики. В Приложении 3 на основе этого интеграла было построено ре-

шение для дифракции плоской электромагнитной волны на идеально проводящем плос-

ком угловом секторе. Это решение не обладает высокой точностью даже при введении 

уточняющих поправок.  

В данном приложении мы рассмотрим решение для плоского углового сектора, полу-

ченное другим способом. Решение строится в несколько этапов. 

1. Интеграл по плоскому угловому сектору в приближении физической оптики. 

2. Разделение ФО интеграла на вклады кромок, причем вклад каждой кромки дополни-

тельно разделяется на два сомножителя: интеграл по кромке и интеграл по элементарной 

полоске интегрирования (поляризационный вклад). 

3. Выделение поляризационной составляющей из строгого двумерного решения [57] с 

навязанным условием дальней зоны. Это решение было рассмотрено в Приложении 2.  

4. Замена в каждом вкладе кромки, выделенном из ФО интеграла, поляризационной со-

ставляющей физоптики на поляризационную составляющую строгого решения. 

5. Можно показать, что полученное решение соответствует приближению МЭКТ (или, что 

то же самое, приближениям МКВ и МДДК). Дальнейшее уточнение решения связано с 

применением модифицированного МЭКТ (ММЭКТ).  

 

Поле, рассеянное кромкой длины aj, в приближении физической оптики можно запи-

сать (Приложение 1) 
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Здесь было использовано выражение для Ij в случае нормального падения на кромку 
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Вершинная волна (т.е рассеяние плоским угловым сектором) в приближении физиче-

ской оптики (Приложение 1) получается при помощи изменения порядка суммирования 

вкладов кромок 
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Эвристическое решение задачи дифракции плоской электромагнитной волны, основан-

ное на строгом решении [57], (Приложение 2) на идеально проводящей кромке отличается 

от эвристического решения той же задачи, основанного на физоптике (Приложение 3), но 



178 

 

строится по тому же принципу, т.е. при помощи замены поляризационной составляющей 

дифракционного коэффициента в физоптическом интеграле (Приложение 1).  
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Приведем выражения для покомпонентной записи векторов, использованных в форму-

лах (296). В формулах применяются единичные орты падающего и рассеянного полей 

 

 0,1,0ince
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В формулы (296) также входят следующие выражения:  

  
2200

0sinsin2coscos,


   fUTH ,  

  
2200

0coscos2coscos,


   gUTE . 

(297) 

Выражения (297) описывают числители дифракционных коэффициентов, т.е. их поля-

ризационную составляющую на условной кромке. Множители, соответствующие знаме-

нателям дифракционных коэффициентов, определяются на реальной кромке и входят в 

формулы в составе вершинных волн I 
j
.  

Проведя необходимые преобразования, можно получить более компактные выражения.  
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Выражения, входящие в формулы (298): 
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В этих выражениях присутствуют функции, связанные с углом условной кромки γ/2. 
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Приведем еще одну форму записи коэффициентов D.  

Строгие выражения. Обозначения  eH inc 
,  и (D∞ inc по полю E). E=H, E= H 

(уходящая волна) и E= H, E= H (приходящая волна).  
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В выражениях для коэффициентов D фигурируют скалярные произведения: 
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В этих формулах использованы выражения для векторов магнитного поля 
aH


 и 

bH


, 

соответствующие типам возбуждения (a) и (b) (Приложение 3) 
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Формулы (296) описывают принцип, по которому строится решение задачи рассеяния 

на плоском угловом секторе, а формулы (298) и (300) представляют собой другую форму 

записи решения (296).  

 

Дополнительные соотношения для векторов. 

1. Направляющие вектора (как в [16]):  00 cos,0,sin  n


,  0,sin,cos n


.  

2. Вспомогательный вектор  0cos,sin,0  


.  

3. Вектор внутренней нормали )sin,cos,0( 22
 n


 и касательной к «условной 

кромке» )cos,sin,0( 22


 


. 

4. Условие дифракционного конуса для отдельной стороны:   0,  


.  
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Обозначим через β внутренний угол при вершине. Тогда:  221 cos,sin,0  


, 

 222 cos,sin,0  


, 2
1 


n , 1

2 

n . 

Последние две формулы справедливы только для четверть-плоскости, когда β = /2. А в 

общем случае:  22
1 sin,cos,0  n


,  22
2 sin,cos,0  n


. 

   0
222

cossin  


,       202
1 sincoscossin,    n


, 

      202
2 sincoscossin,    n


,       2021 coscossinsin,   


, 

      2022 coscossinsin,   


. 

В формулах из данной таблицы фигурируют два угла: β и γ. Как мы говорили ранее, 

угол γ заменяет угол β, когда речь идет об условной кромке. В пп. 1 – 3 применяется угол 

γ, а в п. 4 (где говорится о реальном дифракционном конусе) применяется угол β. Этим мы 

хотим сказать, что если речь идет о геометрических параметрах построения решения, то 

можно применять угол γ. Но если речь идет о дифракционном конусе (который реально 

существует в пространстве, проводились даже эксперименты по установлению его место-

положения), то следует говорить только о рельном угле β. Кстати, то же самое следует из 

формул (297). Из решения на условной кромке мы извлекаем только «поляризационную 

составляющую» дифракционного коэффициента и подставляем ее в формулы (296), а зна-

менатель, определяющий сингулярность («геометрическая составляющая»), оставляем та-

ким, каким его определяет реальная кромка, см. (294) и (295). 

Ранее мы говорили том, что в физоптическом решении задачи дифракции на плоском 

угловом секторе (Приложение 3) применялась замена поляризационной составляющей 

дифракционного коэффициента в интеграле (Приложение 1), полученном также в при-

ближении физической оптики. В этом нет противоречия. Действительно, решение моди-

фицировалось при помощи множителей cpγ и crγ, явные выражения (291) для которых 

можно получить, сравнивая дифракционные коэффициенты строгого и физоптического 

решения для случая нормального падения на кромку. Но такую модификацию мы смогли 

сделать только потому, что заранее знали соотношение между строгими и физоптически-

ми коэффициентами для нормального падения. 

Что касается решений этого раздела (296), (298) и (300), то они получены не при помо-

щи модификации отдельных составляющих физоптического решения, а при помощи од-

новременной замены обеих физоптических поляризационных составляющих, выделенных 

из физоптического интеграла по кромке, на поляризационные составляющие строгого ре-

шения. В выражениях (297) поляризационные составляющие для разных видов поляриза-

ций разделяются, но это только потому, что данные компоненты решения, входящие в вы-

ражения (296) и (298) для коэффициентов D, соответствуют случаю нормального падения 

на кромку. 

Сравнение решения, основанного на строгих формулах [57] и физоптического решения 

(Приложение 3) со строгим решением [16] показывает, что между этими решениями есть 

различия, несмотря на то, что в физоптическом решении применялась коррекция отдель-

ных компонентов физоптического решения при помощи коэффициентов cpγ и crγ, учиты-
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вающих возмущение поля вблизи кромки. В решении, построенном только на основе 

принципа физической оптики, возмущение поля вблизи кромки не учитывается. 

Тем не менее, мы все же не отказываемся от физоптического решения по ряду причин.  

Во – первых, физоптическое решение помогает понять причину отличия между строгим 

решением и решением в приближении физической оптики. 

Во – вторых, не исключено, что при каком – то виде граничных условий физоптическое 

решение лучше подойдет для описания рассеянного сигнала. 

 

Отношения дифракционных коэффициентов cpγ и crγ можно использовать для уточне-

ния как двумерного дифракционного коэффициента на кромке, так и трехмерного реше-

ния на плоском угловом секторе.  

 

  



183 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 5. Интеграл Френеля и его свойства. 

1. Определение интеграла Френеля.  
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2. Асимптотику интеграла Френеля можно получить при помощи формулы интегрирова-

ния по частям. Обозначим  2exp iu  ,   1
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В итоге получим асимптотический ряд, справедливый при больших значениях аргумен-

та 
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  .          (304) 

Для получения степенного ряда нужно разложить в ряд Тейлора экспоненту в подынте-

гральном выражении и провести интегрирование. 

 

3. Предельный переход на границе «свет – тень».  

3.1. Исходные формулы для получения предельного перехода. 

Рассмотрим выражение для поле, рассеянного идеально проводящим клином 
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В выражении (305) в зависимости от геометрии задачи подставляем (см. также (47) и 

(52)) 

        0000
2

00000 cos12)ˆ(   zzzz
c

sm
c rrrrkrrkwSwS , 

   120)ˆ( zz
c

sm
c rhrkwSwS   или    210)ˆ( zz

c
sm

c rhrkwSwS 

, 

 
   

 
   

nn

n

nn

n

nn

n

s

s

s

s

zzz

i

ii

i

ii

i

ww

w

ww

w
00

0

0

0

coscos

sin

expexp

exp

expexp

exp

02

2

01

1


































. 

(306) 
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3.2. Поведение рассеянного поля вблизи границ тени. 

В окрестности седловых точек   0
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.               (307) 

Выражение (307) означает, что на границе «свет – тень» рассеянное поле равно поло-

вине геометрооптического падающего поля не только в случае падения плоской волны на 

полуплоскость, но и в случае падения сферической волны на клин. Этот факт можно ис-

пользовать при построении эвристических решений. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6. Обобщенный интеграл Френеля и его 

свойства.  

Обобщенный интеграл Френеля (ОИФ) возникает при решении различных задач мате-

матической физики. ОИФ представляет собой специальную функцию, в которую, в отли-

чие от обычного интеграла Френеля, можно подставлять не один, а два аргумента. ОИФ 

встречается в разных видах, причем каждой форме записи ОИФ соответствует своя форма 

записи обычного интеграла Френеля. 

В этом приложении приведена сводка данных относительно обощенного интеграла 

Френеля из различных источников, причем в данного приложении введены обозначения 

этих источников: Каратыгин-Розов [71] (КР), Клеммов-Сеньор [66] (CS), Тищенко-

Хестанов [25] (ТХ) и Боровиков-Кинбер [50] (БК).  

 

Сведем в таблицу информацию из четырех источников: (КР), (CS), (ТХ), (БК). 
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2. Обобщенный интеграл Френеля 

    





z
t

dt
tizG

22

22

1 exp,


  (КР)   
 




a

i
ia d

b

e
bebaG 





22

2

2

,  (CS) 

  







p

i
ip

q

de
qeqpG

22

2

2

,




 (ТХ)  
  









x
y

dyiy
yxG

22

22exp

2
,






 (БК) 

 

3. Сумма с противоположным знаком аргумента 
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5. Сумма с перестановкой аргументов 
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6. Предельный переход в окрестности нуля 

 





zarctgzG
z




2,lim 1
0,0

 (КР) 
 

 
  ysign

y

x
arctgyxG

4

1

2

1
, 


 (БК) 

 

7. Асимптотики 

Для используемого нами интеграла Френеля:   
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 при x>>1 – интеграл Френеля взят из (БК) 

   aF
ba

b
baG

22
,


  для больших 

22 ba   и при 
4
1

4
3 arg  a  (CS) 

   xF
i

y

e
yxG

iy

y


 2
,

2

1

 при x, y →  (БК)  

 
 

 22

22
1,1 4

, yxi

yx

e
yxx

iy
yxG 

 



– это выражение из (БК) лучше согласуется не с предыдущей 

формулой, а с выражением из (CS) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 7. Дифракция электромагнитной вол-

ны на полупрозрачной пластине в приближении физи-

ческой оптики.  

В Приложении 7 приведена теория построения решения для дифракции на полупро-

зрачных пластинах в приближении физической оптики при помощи коэффициентов отра-

жения и прохождения для плоских рассеивателей. При этом используется интеграл по по-

верхности плоского рассеивателя, строгое выражение для которого получено в предыду-

щем разделе. Данные формулы основаны на методике, предложенной в [68]. 

Рассмотрим решение в приближении физической оптики задачи дифракции на плоском 

полупрозрачном рассеивателе [42, 68]. Постановка задачи соответствует формулам (107) – 

(110).  

Вычисленное по формулам (107) поле будет удовлетворять однородным уравнениям 

Максвелла 
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Покомпонентная запись уравнений Максвелла (308):  
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Пусть поляризация плоской волны, падающей на полупрозрачную пластину, такова, 

что ее вектор 
)(iE


 параллелен плоскости пластины ( YOZE i )(


) (рис. 32).  

На рис. 32 показана схема падения упругой волны на плоский многоугольный рассеи-

ватель из [68].  

Направляющий вектор падающей волны и радиус-вектор равны соответственно 

)cos,sin,0( n


, ),,0( zyr 


. При этом имеет место:  

   )sincos(exp),(exp 00
)(  yzikErnikEE xx

i
x 


,   0)( i

xH .              (310) 

 

Бесконечный полупрозрачный экран расположен в плоскости XOY , нормаль к пла-

стине n

 противоположна оси OZ , n


 - направляющий вектор плоской волны (вектор, 

перпендикулярный фронту), r


 - радиус-вектор точки наблюдения, i  - мнимая единица, 

2k  - волновое число. Напряженность падающей волны xE0  связана с мощностью 
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источника с помощью соотношения 000 /~ rGPE x , где 0P  - мощность источника, G  - 

диаграмма направленности антенны источника, 0r  - расстояние от экрана до источника.  

 

 
Рис. 32 

К задаче дифракции электромагнитной волны в приближении физической оптики. 

Компоненты отраженной и прошедшей волн можно описать при помощи коэффициен-

тов отражения ( er ) и прохождения ( et ) соответственно:  

 )sincos(exp0
)(  yzikErE xe

r
x  ,                                             (311) 

 )sincos(exp0
)(  yzikEtE xe

t
x  .                                             (312) 

Компоненты вектора магнитного поля определяются при помощи уравнений Максвел-

ла (308), (309) при выполнении ∂/∂x=0 следующим образом:  

0xH ,   
z

E

ik
H x

y





1
,   

y

E

ik
H x

z





1
.                                   (313) 

Тогда из (310) - (312) и (313) для падающей, отраженной и прошедшей волн следует 

 )sincos(expcos0
)(  yzikEH x

i
y  , 

 )sincos(expcos0
)(  yzikErH xe

r
y  ,                           (314) 

 )sincos(expcos0
)(  yzikEtH xe

t
y  . 

В результате поле на освещенной ( 0z ) и на теневой ( 0z ) сторонах плоскости 

равно 

   sinexp10
)( ikyrEE exx 

,      sinexpcos10
)( ikyrEH exy 

,  

n


S

n


z

y



189 

 

0)()(  
xy HE ,                                                     (315) 

и 

 sinexp0
)( ikyEtE xex 

,    sinexpcos0
)( ikyEtH xey 

, 

0)()(  
xy HE                                                      (316) 

В приближении физической оптики поле, рассеянное пластиной конечных размеров, 

можно найти, проинтегрировав падающее поле по поверхности пластины:  

  dsHHn
r

ikr
A

S

e )()(,
exp

4

1   



, 

  dsEEn
r

ikr
A

S

m )()(,
exp

4

1   



,                                (317) 

    222
zyxr   . 

В формулах (317) интегрирование осуществляется по одной стороне поверхности пла-

стины, направление нормали n

 показано на рисунке. С учетом (315), (316) имеем:  

 
 

 dsik
r

ikr
trEA

S

eex
e
x 


sinexp

exp
cos1

4

1
0  , 

 
 

 dsik
r

ikr
trEA

S

eex
m
y 


sinexp

exp
1

4

1
0  ,                         (318) 

0,  m
x

e
y

me
z AAA . 

Теперь рассмотрим случай падения H  - поляризованной волны:  

   )sincos(exp),(exp 00
)(  yzikHrnikHH xx

i
x 


,   0)( i

xE .              (319) 

на бесконечную полупрозрачную плоскость ( 0z ). 

Отраженную и прошедшую плоские волны можно представить в виде:  

 )sincos(exp0
)(  yzikHrH xh

r
x  , 

 )sincos(exp0
)(  yzikHtH xh

t
x  .                                     (320) 

Компоненты вектора электрического поля определяются при помощи уравнений Макс-

велла следующим образом:  

0xE ,   
z

H

ik
E x

y





1
,   

y

H

ik
E x

z





1
.                                   (321) 

Компоненты вектора электрического поля в падающей, отраженной и прошедшей вол-

нах определяются при помощи уравнений Максвелла аналогично (314):  
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 )sincos(expcos0
)(  yzikHE x

i
y  , 

 )sincos(expcos0
)(  yzikHrE xh

r
y  ,                             (322) 

 )sincos(expcos0
)(  yzikHtE xh

t
y  . 

Поле на освещенной ( 0z ) и теневой ( 0z ) сторонах плоскости  равно:  

   sinexp10
)( ikyrHH hxx 

,      sinexpcos10
)( ikyrHE hxy 

,   

0)()(  
xy EH ,                                                      (323) 

и 

 sinexp0
)( ikyHtH xhx 

,    sinexpcos0
)( ikyHtE xhy 

, 

0)()(  
xy EH                                                     (324) 

Проинтегрировав падающее поле по поверхности пластины конечных размеров, полу-

чим в приближении физической оптики поле, рассеянное пластиной:  

 
 

 dsik
r

ikr
trHA

S

hhx
e
y 


sinexp

exp
1

4

1
0  , 

 
 

 dsik
r

ikr
trHA

S

hhx
m
x 


sinexp

exp
cos1

4

1
0  ,                (325) 

0,  m
y

e
x

me
z AAA  

Отметим, что коэффициенты her , , het ,  могут быть как действительными, так и ком-

плексными, а также зависеть от материала экрана, и от направления падающей волны. 

Можно показать, что в дальней зоне (
2kaR  , где a  - максимальный размер пласти-

ны) выполняется  


,nRr   и тогда формулы (318) и (325) примут вид (с учетом вы-

ражения для I  из (152) и  


,sin n ): 

 
  ItrE

R

ikR
A eex

e
x  


cos1

exp

4

1
0 ,   

 
 ItrE

R

ikR
A eex

m
y  1

exp

4

1
0


, 

 
 ItrH

R

ikR
A hhx

e
y  1

exp

4

1
0


,  

 
  ItrH

R

ikR
A hhx

m
x  


cos1

exp

4

1
0  (326) 

Для получения окончательных выражений осталось лишь применить известные форму-

лы для преобразования физических координат вектора – потенциала 

 sincoscoscos yx AAA  ,    cossin yx AAA                        (327) 

и формулы для полей в дальней зоне можно записать в соответствии с (110). 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 8. Распространение радиоволн в город-

ских условиях 

Актуальность задачи 

Задача предварительного расчета уровня сигнала с целью оптимального выполнения 

поставленной цели (например, установления связи, обнаружения объекта и т.п.) возникла 

с самого начала применения электромагнитных волн. Однако выполнение подобной зада-

чи часто связано с большими трудностями. В особенности это касается расчета сигнала, 

рассеянного объектами большого размера и сложной формы, каким является, в том числе, 

городская застройка. 

При разработке математических моделей для расчета траекторий и напряженности 

УКВ поля в точке приема в городской среде возникают определенные проблемы, связан-

ные с особенностями условий распространения радиоволн в городе. Условия существенно 

отличаются от тех, которые наблюдаются на открытых приземных трассах. Городская 

среда обусловливает сложность механизмов распространения и их комплексное влияние 

на результаты расчетов. 

Существуют различные методы приближенного расчета распространения УКВ сигнала 

в городских условиях. Эмпирические модели основаны на большом количестве экспери-

ментов в районах с различным типом городской застройки. Статистические модели осно-

ваны на приближенных представлениях о характере сигнала в городе. Частично детерми-

нистский подход применяется для расчета затенения вблизи крупных объектов (кварталов 

городской застройки). Существуют модели, основанные на комбинации эмпирического, 

статистического и частично детерминистского подходов. 

Описанные модели подходят для приближенного расчета уровня поля, однако ни одна 

из них не позволяет рассчитать направления углов прихода при заданных положениях 

приемника и передатчика, что весьма важно при решении задачи пеленгации объекта. По-

этому приходится обращаться к полностью детерминистским методам (численным или 

аналитическим). В связи с описанными выше обстоятельствами даже эти, наиболее точ-

ные, методы не смогут обеспечить высокую точность расчета уровня мощности, но зато 

они позволят достаточно точно рассчитывать углы прихода, что очень важно для решения 

задач пеленгации. 

Гибридные численные методы позволяют находить достаточно точное решение для 

больших объектов. Однако в связи с невозможностью точно ввести геометрические и ма-

териальные параметры объекта городской застройки в модель будет изначально заложена 

существенная погрешность, поэтому вычисления с применением гибридных численных 

методов не представляются целесообразными в связи с требуемым высоким уровнем ре-

сурсов ЭВМ и программного обеспечения. 

Таким образом, для детерминированного расчета уровня УКВ сигнала в городе пред-

ставляется наиболее рациональным применять приближенные аналитические методы, а 

именно – метод физической оптики. При расчете поля, рассеянного объектом сложной 

формы, вначале рассчитывается возмущение, вносимое этим объектом в падающее поле, а 

затем проводится интегрирование возмущенного поля по поверхности объекта. Метод фи-

зической оптики заключается в том, что поле, рассеянное объектом ограниченного разме-
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ра, берется на его поверхности (и в том числе – в окрестности кромок) таким, каким бы 

оно было в отсутствии кромок, т.е. на объекте бесконечно большого размера. Таким обра-

зом, мы пренебрегаем изменением падающего поля, вызванного краевыми эффектами, од-

нако учитываем ограниченные геометрические размеры рассеивателей, а также их форму 

и материальные свойства. 

Приближение физической оптики не дает точных количественных значений, однако 

позволяет правильно определить местоположение точек стационарной фазы и направле-

ния максимального сигнала. Эти параметры рассеянного сигнала совпадают для случаев 

как точного, так и приближенного расчетов. К преимуществам решения в приближении 

физической оптики относится и то обстоятельство, что существуют формулы, сводящие 

интеграл плоской волны на поверхности к интегралу по контуру, огибающую эту поверх-

ность. Для плоских многоугольников (из которых в основном и состоят объекты город-

ской застройки) эти формулы приобретают особенно простой вид. 

Кроме того, даже если использовать более точные аналитические или численные под-

ходы, в качестве начального приближения будет все равно использоваться приближение 

физической оптики. В дальнейшем его можно уточнить, добавляя краевые волны (разуме-

ется, если они известны). Правда, вопрос о целесообразности уточнения решения, полу-

ченного в приближении физической оптики, нуждается в дополнительном изучении, по-

скольку уточненное решение может сильнее отличаться от истинного, чем приближенное 

– в связи с отличием формы истинных кромок от применяющихся в модели. 

 

Как известно, сигнал УКВ, распространяющийся в городских условиях, искажается по 

сравнению с сигналом, распространяющимся в свободном пространстве, под влиянием 

следующих явлений: 

1. Рассеяние на стенах и крышах зданий, в том числе – на окнах, карнизах архитектурных 

элементах, водосточных трубах, перилах ограждения крыш, трубах и др. 

2. Рассеяние на других неподвижных элементах городской среды, в том числе – на дорож-

ном покрытии, осветительных столбах, проводах и др. 

3. Рассеяние на подвижных объектах. 

4. Рассеяние и затухание при прохождении через растительность, дымы и т.д. 

Наибольшую точность расчета обеспечивают численные методы. Однако строгая чис-

ленная постановка в данном случае невозможна из – за большого размера городских рас-

сеивающих объектов, а также отсутствия точной информации по их геометрическим па-

раметрам и электродинамическим свойствам составляющих их материалов. В данном раз-

деле предложен детерминированный метод расчета распространения радиоволн в услови-

ях городской застройки.  

Под детерминированным мы будем понимать такой метод расчета, в котором прини-

маются во внимание лишь детерминированные механизмы распространения радиоволн 

(рассеяние на определенных объектах и затухание при прохождении через различные сре-

ды). При этом не делается никаких априорных предположений относительно статистиче-

ского усреднения структуры сигнала при его распространении между приемной и переда-

ющей антеннами. 
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Обширные теневые зоны, многократно отражаемые и рассеиваемые волны формируют 

многолучевые поля со сложной интерференционной структурой и быстрыми и глубокими 

пространственными и временными изменениями уровня сигналов. 

Эти особенности определили в основном статистический подход при разработки моде-

лей распространения УКВ в городе [98 – 100]. Эмпирические модели расчета напряжен-

ности поля [101, 102] основаны на большом количестве экспериментов в районах с раз-

личным типом городской застройки. В этих моделях главное внимание уделялось изуче-

нию статистики пространственных и временных изменений напряженности поля. Стати-

стические модели (например, [103]) основаны на статистическом описании параметров 

городской среды и использовании для приближенного расчета интенсивности формулы 

Кирхгофа с последующим усреднением. 

В связи с тем, что статистические модели не отличаются достаточной точностью, удо-

влетворяющей практическим потребностям, получили развитие детерминистские методы 

расчета напряженности УКВ поля в городе [104 – 110]. Наибольшую точность расчета 

могли бы обеспечить численные, а также гибридные методы, позволяющие находить до-

статочно точное решение. Однако точная численная постановка задачи в условиях город-

ской среды распространения практически невозможна из – за сложности, больших разме-

ров и многочисленности городских рассеивающих объектов, а также из – за трудности 

учета их истинных геометрических параметров и электродинамических свойств составля-

ющих их материалов. Поэтому применение численных методов нецелесообразно, учиты-

вая при этом, что потребовался бы высокий уровень ресурсов ЭВМ и программного обес-

печения. 

Частично детерминистский подход развит в [104] для расчета затенения вблизи круп-

ных объектов (кварталов городской застройки). В [105] предложена модель, основанная на 

комбинации эмпирического, статистического и частично детерминистского подходов. 

Описанные модели подходят для приближенного расчета уровня поля, однако ни одна 

из них не позволяет рассчитать направления углов прихода при заданных положениях 

приемника и передатчика. Поэтому предпочтительнее полностью детерминистские мето-

ды, которые наряду со сравнительно высокой точностью расчета напряженности поля 

обеспечивают высокую точность траекторий и углов прихода. 

В [106, 107] разработан детерминированный трехмерный метод расчета с помощью 

ПЭВМ траекторий углов прихода и напряженности поля для миллиметрового диапазона 

волн. В основе метода лежит топографический план города, учитывающий форму и раз-

меры зданий. Отражение от поверхности зданий с периодически неоднородной структу-

рой описывается эффективным коэффициентом отражения, определяемым на основе ме-

тода физической оптики, а рассеяние от шероховатой поверхности – рэлеевской теорией 

рассеяния. 

В данном разделе предложен унифицированный детерминированный подход, позволя-

ющий с помощью метода физической оптики учитывать такие механизмы распростране-

ния, как отражение, рассеяние и дифракцию на поверхности зданий и других элементов 

городской среды, а также разработать требования для расчета траекторий и углов прихо-

да. 
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Особенности, характерные для задачи распространения радиоволн в среде городской 

застройки 

Среда городской застройки обладает рядом характерных особенностей, которые нужно 

учитывать при построении средства расчета радиоволн. Строгие методы расчета нецеле-

сообразно применять в силу ряда причин: большой размер объекта расчета, неточность 

введения входных параметров, связанных с геометрическими размерами и свойствами ма-

териалов. Поэтому заранее понятно, что точно рассчитать сигнал невозможно. Под точно-

стью здесь понимаем степень совпадения расчетных данных с результатами натурных из-

мерений.  

С другой стороны, развитие современных методов расчета позволяет разрабатывать ме-

тоды расчета, более точные, чем приближенные статистические формулы или методы, ос-

нованные только на геометрической оптике. Тем более, что в условиях городской за-

стройки существует множество теневых областей, представляющих интерес для исследо-

вания распространения радиоволн, в том числе – для исследования интерференции и мно-

голучевого распространения. Среди других особенностей среды городской застройки сле-

дует выделить большое количество многогранников и прямолинейных кромок, что позво-

ляет в полной мере использовать результаты, полученные в данной диссертации.  

При многолучевом распространении сигнала в городской среде можно в зависимости 

от интенсивности выделить несколько групп сигналов: 

1. Сигнал прямой видимости. Если таковой существует (он может быть только один), то 

он будет самым сильным. 

2. Сигналы, зеркально отраженные от стен и дорожного покрытия. Чем меньше число пе-

реотражений, тем сильнее будет сигнал. Они нас интересуют в случае отсутствия сигнала 

по п.1. Многие современные программы расчета распространения радиоволн в городе 

ограничиваются рассмотрением сигналов по п.1. и п.2., т.е. не учитывают дифракцию. Та-

ким образом зоны геометрической тени остаются вне рассмотрения. 

3. Сигналы, рассеянные на кромках. Под кромками понимаются стены и крыши зданий. В 

случае отсутствия сигналов по пп. 1 и 2 именно они будут обеспечивать попадание сигна-

ла в приемную антенну. В этом случае зона городской застройки, доступная для проведе-

ния расчетов, существенно увеличивается. Можно учесть поведение сигнала в зоне тени, в 

том числе – интерференцию и многолучевость. Эффективность именно этой части расче-

тов можно повысить, использовав результаты данной диссертации.  

4. Сигналы, рассеянные вершинами. Объекты городской застройки содержат много вер-

шин, которые дают минимальный вклад в рассеянный сигнал. На первом этапе мы выво-

дим их из рассмотрения, поскольку сигналов от плоских поверхностей и кромок (пп. 1 – 3) 

в условиях городской застройки тоже много, а вершины дают вклад минимальной ампли-

туды. Учет вклада вершин увеличит точность расчета в тех участках геометрической тени, 

куда не попадают сигналы ни напрямую от источника, ни от светящихся поверхностей, ни 

от светящихся кромок. Тем не менее, в случае необходимости мы можем провести уточ-

ненный расчет вклада вершин, причем в этом нам помогут результаты данной работы.  
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Зона, существенная для распространения радиоволн 

Поскольку размер городской среды очень велик по сравнению с длиной волны, реше-

ние краевой задачи электродинамики на таком объекте невозможно найти не только стро-

го, но даже в приближении физической оптики, поскольку численное интегрирование 

быстроосциллирующих сигналов по большим поверхностям занимает очень много време-

ни. Мы воспользуемся известным фактом, заключающимся в том, что рассеянный сигнал 

в основном определяется областями и кромками стационарной фазы. Поэтому можно вы-

делить в пространстве первую зону Френеля, расположенную вокруг геометрооптическо-

го луча, и рассматривать только ее, а остальные области пространства отбросить и не рас-

сматривать. Именно первую зону Френеля мы и будем считать зоной, существенной для 

распространения радиоволн (ЗСРВ). Все, что не попадает в первую зону Френеля, выбра-

сываем из расмотрения.  

Определение трассы геометрооптического луча проводится так же, как в методе гео-

метрической оптики. Считаем, что между источником и приемником луч может распро-

страняться лишь тремя способами:  

(1) по направлению прямой видимости,  

(2) зеркально отражаясь от поверхностей (например, асфальта, стен, окон и т.п.) и  

(3) по дифракционным конусам, определяемым взаимным расположением точек источни-

ка, приемника, а также пространственным расположением кромки (например, края крыши 

или угла здания). Такой подход позволит наиболее полно учесть многолучевость распро-

странения радиосигнала в городских условиях.  

 

Построение трассы луча 

Хотя математическая задача трассировки лучей является ключевой в нашем подходе, 

мы выводим ее за рамки вопросов, рассматриваемых в данной диссертации. Считаем, что 

трассировка лучей (по пп. (1), (2), (3) предыдущего абзаца) уже проведена, и занимаемся 

только расчетом дифракционных коэффициентов при отражении от поверхностей и ди-

фракции на кромках (рис. 33). Но и эта задача является нетривиальной, поскольку нужно 

дополнительно учесть влияние зоны, существенной для распространения радиоволн 

(ЗСРВ). Как мы уже говорили ранее, ограничение рассматриваемых участков городской 

застройки при помощи этой зоны позволит существенно сократить объемы вычислений. 

На рис. 33 (а) показаны трассы трех лучей в условиях городской застройки. Один луч 

зеркально отражается от плоскости стены, другой испытывает дифракцию на кромке 

крыши, третий – на угловой кромке стены. В соответствии с предложенным нами алго-

ритмом ограничиваемся рассмотрением зоны, существенной для распространения радио-

волн (ЗСРВ), которая примерно соответствует первой зоне Френеля. Эта зона показана на 

рис. 33 (а) для луча, отражающегося от плоскости стены. Внутри первой зоны Френеля 

располагается часть окна. Для двух других лучей ЗСРВ тоже существуют, но мы их не по-

казываем, чтобы не загромождать рисунок лишними подробностями. Все, что не попадает 

в ЗСРВ, мы исключаем из рассмотрения, как показано на рис. 33 (б).  
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а) 

 

б) 

 

Рис. 33 

Трассы трех лучей в условиях городской застройки. Вокруг трассы луча, зеркально отра-

женного от стены с окнами, показана зона, существенная для распространения радиоволн. 

 

На рис. 33 (а) изображен фрагмент городской застройки, точки источника (вверху) и 

приемника (внизу), расположенные вне зоны прямой видимости, а также трассы лучей, 

соответствующих условию стационарной фазы (см. п. 5.3.6) – прямые пунктирные линии. 

Трассы соответствуют лучам трех типов: с отражением от плоской стены с окнами, с рас-
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сеянием на краю крыши и с рассеянием на углу здания. Трассы лучей проведены в соот-

ветствии с принципом Ферма (как это делается в методе ГТД). Поэтому по отношению к 

точке источника точка приемника находится на дифракционном конусе. С целью не за-

громождать рисунок зона, существенная для распространения радиоволн, показана только 

для одного луча (отражающегося от стены). В соответствии с методикой расчета мы при-

нимаем во внимание только те участки городской застройки, которые попадают внутрь 

ЗСРВ (а влияние других участков считаем несущественным). Это показано на рис. 33 (б). 

Пересечение ЗСРВ со стеной показано жирным овалом, а участок окна, попавший в ЗСРВ, 

выделен жирными линиями. Выражения для определения размеров ЗСРВ будут приведе-

ны позже.  

Учет влияния ЗСРВ проводим следующим образом. Сначала находим объекты дифрак-

ции, попавшие в ЗСРВ (участки поверхностей и кромок). Затем отбрасываем все, что не 

попало в ЗСРВ, и работаем с оставшейся частью точно так же, как с ограниченным ЗСРВ 

рассеивателем, на котором есть область стационарной фазы (поверхность или кромка). 

Этот объект был подробно исследован в предыдущих главах. В данной диссертации есть 

все необходимые эвристические формулы для того, чтобы рассчитать ослабление мощно-

сти отраженного или рассеянного луча на пути прохождения от источника к приемнику. 

 

Эталонные решения 

Как уже говорилось, с целью построения решения для рассеянного поля мы используем 

формулы для дифракции на плоских рассеивателях, в том числе на многоугольниках. Это 

решение выражается через интеграл по поверхности, который можно записать через инте-

грал по контуру. В свою очередь, в направлениях «прямо вперед» и зеркального отраже-

ния (где вклады всех кромок имеют сингулярности) мы можем легко получить уровень 

сигнала в точке наблюдения, напрямую воспользовавшись физоптическим интегралом по 

поверхности.  

В отсутствии препятствий (т.е. в зоне прямой видимости) сигнал в точке наблюдения 

определяется расстоянием между источником и приемником. С другой стороны, этот сиг-

нал можно выразить при помощи умножения плотности потока мощности, проходящей 

через первую зону Френеля, на площадь этой зоны. Если часть зоны Френеля занята пре-

пятствием, уменьшающим площадь, через которую проходит мощность, сигнал в точке 

наблюдения уменьшится пропорционально уменьшению этой площади. При этом мощ-

ность рассеянного сигнала равна площади той части рассеивателя, которая попала в зону 

Френеля. А мощность сигнала, рассеянного отдельной кромкой в направлениях «прямо 

вперед» и зеркального отражения, пропорциональна отношению длины этой кромки к пе-

риметру рассеивателя. В других направлениях, расположенных на дифракционном конусе, 

мощность уменьшается в зависимости от углового расстояния до направлений «прямо 

вперед» и зеркального отражения. 

Несмотря на то, что мы располагаем двумерными решениями для дифракции на беско-

нечной кромке, представляется более правильным использовать трехмерное решение для 

дифракции на плоском многоугольнике, ограниченном с одной стороны контуром рассеи-

вателя, а с другой стороны - контуром первой зоны Френеля. Зона Френеля имеет форму 
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эллипса, но если интерполровать ее многоугольником, то все расчетные формулы можно 

будет найти в данной диссертации. 

Эталонные решения, которые можно использовать при исследовании распространения 

радиоволн в городских условиях, это поверхности, кромки, вершины. С целью упрощения 

подхода мы не применяем эталонные решения на вершинах, а ограничиваемся лишь эта-

лонными решениями для поверхностей и кромок.  

Кроме того, в связи с использованием подхода, в котором учитывается ЗСРВ, мы во-

обще не используем решения для полубесконечных рассеивателей (полуплоскости и угло-

вого сектора). Полубесконечные рассеиватели в случае навязанного условия дальней зоны 

дают бесконечный сигнал в направлениях «прямо вперед» и зеркального отражения. Это 

обстоятельство препятствует проведению нормировки по мощности в этих направлениях. 

Вместо решений на полубесконечных рассеивателях мы используем решение задачи ди-

фракции на трехмерной плоской многоугольной пластине конечного размера. Решения, 

приведенные в данной диссертации, предполагают удовлетворение условия дальней зоны. 

Если это условие для пластины больших размеров не выполняется, то можно разбить ее на 

части, для каждой из которых условие дальней зоны выполняется. Впрочем, данные рас-

суждения относятся к абстрактному рассеивателю большого размера, а не к выбранному 

нами способу расчета распространения радиоволн в условиях городской застройки, по-

скольку можно считать, что для первой зоны Френеля условие дальней зоны всегда вы-

полняется.  

В эвристическом подходе к решению задачи распространения радиоволн в городе мы 

используем приближение физической оптики. При необходимости его можно уточнить, 

применив результаты этой диссертации. Уточнение может касаться решений для дифрак-

ции на кромке (в том числе расположенной на рассеивателе с неидеальными граничными 

условиями), а также вершинных волн. 

 

Отражение от плоской поверхности 

В этом разделе приводится формула для расчета отражения электромагнитной волны от 

плоской однородной поверхности, условие применимости этой формулы, коэффициенты 

отражения и прохождения на границе двух сред, а также приведены параметры некоторых 

материалов, применяемых на объектах городской застройки.  

В случае отражения электромагнитной волны от плоской однородной поверхности 

(например, стены или дорожного покрытия) мощность отраженной волны определяется по 

формуле связи между двумя антеннами [111, cтр. 26]:  
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где 0P  и 1P  - мощности сигналов в трактах передающей и приемной антенн,  - длина вол-

ны, 1G  и 2G - коэффициенты направленного действия передающей и приемной антенн, 1R  

и 2R  - расстояния от зеркальной точки до передающей и приемной антенн, 12A  - дифрак-

ционный коэффициент ослабления на трассе между приемной и передающей антеннами 
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(для однородной поверхности 112 A ), 0V  - множитель ослабления, описывающий взаи-

модействие волны с плоской безграничной поверхностью, 0E


 и RE


 - векторы напря-

женности электрического поля (падающего - с индексом 0, отраженного - с индексом R). 

Векторы электрического и магнитного полей определяются по формулам [112, стр. 28]: 
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где   – угол между нормалью к поверхности n

 и направлением на приемник, n


 – еди-

ничный вектор в направлении распространения падающей волны,   i  - комплекс-

ная диэлектрическая проницаемость, вV  и гV  – коэффициенты отражения для вертикаль-

но и горизонтально поляризованной волн. Под вертикально поляризованной волной будем 

понимать ту, у которой вектор 0E


 имеет только компоненты, лежащие в плоскости паде-

ния XOZ, а под горизонтально поляризованной волной – ту, у которой 0E


 перпендикуля-

рен плоскости падения.  

При необходимости найти поле внутри среды, для преломленных (т.е. прошедших гра-

ницу раздела сред с диэлектрическими проницаемостями 1  и 2 ) волн TE


 и TH


 имеем: 
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где вW  и гW  - коэффициенты прохождения для вертикально и горизонтально поляризо-

ванной волн,  1 , а n и 2  определяются из формул (334).  

Применяемый в формуле (328) френелевский коэффициент отражения 0V  зависит от 

комплексной диэлектрической проницаемости материала поверхности, от которой проис-

ходит отражение. Для идеально проводящей поверхности 1вV , 1гV , 0 вг WW , а 

параметры некоторых других материалов, применяемых в объектах городской застройки, 

приведены в таблице. 
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Диэлектрическая проницаемость некоторых видов материалов, применяемых при 

осуществлении городской застройки. 

 

Материал Длина волны, мм       

Бетон 

Бетон 

Бетон 

Штукатурка цементная 

Кирпич красный 

Кирпич красный 

Кирпич силикатный 

Кирпич силикатный 

Стекло 

Штукатурка меловая 

Доска сосновая 

8 

6 

2 

6 

6 

2 

6 

2 

2 

6 

2 

5,5 

5,7 

5,55 

5,7 

4,2 

3,2 

3,4 

3,3 

3,8 

2,9 

2,0 

0,5 

0,3 

0,36 

0,14 

0,03 

0,11 

0,09 

0,14 

0,19 

0,02 

0,08 

 

Для построения эвристических формул мы используем методику расчета дифракции на 

полупрозрачных рассеивателях, предложенную в [68, 145, 172]. Формулы, описывающие 

теорию дифракции на полупрозрачных пластинах в приближении физической оптики, 

приведены в Приложениях 1, 7, 8.  

Условие применимости формулы (328) состоит в том, что окружающий первую зону 

Френеля эллипс с центром в зеркальной точке и размерами полуосей xa  и ya  должен 

находиться в пределах отражающей поверхности. Размеры эллипса определяются так: 
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при этом расстояния 1R и 2R  должны удовлетворять соотношению 

),min(, 2121 RRRR   ,                                                      (336) 

т.е. не находиться слишком близко от отражающей поверхности. 

Если падение на отражающую поверхность происходит по нормали (ϑ=0), то эллипс 

вырождается в окружность, площадь которой равна площади первой зоны Френеля 

π(ax)
2
=π(ay)

2
=SF.  

Если зона Френеля (335), (336) целиком находится внутри поверхности рассеивателя, 

то мощность отраженного сигнала соответствует формуле (328). Если условие (336) 

нарушается, то есть часть эллипса выходит за пределы отражающей поверхности, то от-

раженная мощность 1P , вычисляемая по формуле (328), уменьшается во столько раз, во 

сколько раз уменьшается оставшаяся "освещенная" площадь рассеивателя по сравнению с 

площадью первоначального эллипса. 
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Зона Френеля 

Для расчета рассеяния на многоугольном экране следует применять формулы для элек-

тромагнитных потенциалов типа (143), подставляя в них значение интеграла I , вычислен-

ного по формуле (146). Формула (146) справедлива для всех точек наблюдения, кроме 

направлений "прямо вперед" и "зеркального". В этих направлениях слагаемые (148) из 

формулы (146) становятся сингулярными. Поэтому в этих направлениях следует приме-

нять для интеграла I  формулу (149). Для расчета рассеяния в "зеркальном" направлении 

полезно сравнить результат, полученный по формуле (146) с подстановкой I  из (149) с 

результатом, рассчитанном по формуле (328). Они должны совпадать, если в (149)  

  21

21

2 RR

RRS
I F






, где 

21

21

2 RR

RR
SF





.                                    (337) 

Здесь SF – площадь первой зоны Френеля. Подробнее об этой подстановке будет сказа-

но ниже (см. формулу (340)). При этом, если интерполировать форму овальной зоны Фре-

неля при помощи многоугольника, то совпадение будет тем точнее, чем больше сторон 

брать у многоугольника, заполняющего ЗСРВ. 

Формула (146) используется в том случае, если рассматриваемый многоугольный экран 

полностью находится в зоне Френеля, определяемой условием (335). При этом в качестве 

расстояний 1R  и 2R  подразумеваются расстояния от кромок до источника и точки 

наблюдения. Если размеры экрана превышают размеры зоны Френеля, то кромки следует 

рассматривать отдельно, пользуясь выражениями формулы (146) и используя в качестве 

ja  уже не длину всей стороны, а линейный размер соответствующей зоны Френеля. 

Вклад контура, ограничивающего зону Френеля, также добавляется к решению.  

Таким образом, размер отражающей поверхности не влияет на коэффициенты отраже-

ния (понимаемые в духе формулы (331), но, как можно показать, соотношение между раз-

мерами отражающей поверхности и соответствующей зоны Френеля влияет на расходи-

мость сигнала. Так, если зона Френеля умещается внутри рассеивающего экрана, то рас-

ходимость будет порядка   2
21


 RR , как в формуле (328), а если, наоборот, рассеиваю-

щий многоугольник умещается внутри зоны Френеля, то расходимость будет порядка 

  2
21


RR , как следует из формул (326) (Приложение 7), (110) и (146).  

 

Элементы теории антенн 

Рассмотрим две апертурные антенны с площадями апертур 1S  и 2S , расположенные на 

расстоянии R  друг от друга (рис. 34).  
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Рис. 34 

Зона, существенная для распространения радиоволн, находящаяся в свобод-

ном пространстве между двумя апертурными антеннами. 

 

На рис. 34 показана ЗСРВ, находящаяся в свободном пространстве между двумя апер-

турными антеннами. Если внутрь этой зоны попадет какой – либо объект (фрагмент отра-

жающей поверхности или кромка), то он вызовет ослабление мощности, попадающей из 

апертуры одной антенны в апертуру другой антенны.  

При проведении трассировки лучей мы ориентируемся на зоны стационарной фазы, ко-

торые располагаются на поверхностях или кромках. При расчете ослабления какого – ли-

бо луча мы сначала находим его траекторию, проходящую через точку стационарной фа-

зы, находящуюся на поверхности или на кромке.  

Затем переносим точку наблюдения таким образом, чтобы она находилась на продол-

жении падающего луча на том же расстоянии от точки стационарной фазы. Проводим 

ЗСРВ вокруг луча так, чтобы луч проходил через центральную точку ЗСРВ (см. рис. 34) и 

выделяем ту часть рассеивателя, которая попадает внутрь ЗСРВ. Считаем, что дифракция 

на этой части рассеивателя проходит в соответствии с законами физической оптики. При 

этом учитываем как реальные границы рассеивателя, которые попадают внутрь ЗСРВ, так 

и границы самой ЗСРВ, которые в реальности не существуют, а появляются в результате 

применения нашей методики, и находятся на поверхности рассеивателя.  

Затем возвращаем точку наблюдения на место и определяем в этой точке поле, рассе-

янное частями объекта, расположенными внутри ЗСРВ. Таким способом мы находим 

ослабление луча, вызванное влиянием рассеивателя на первичное поле.  

 

Формула связи между двумя антеннами 

В этом разделе изложен принцип использования зоны Френеля при расчете дифракции 

на фрагментах городской застройки. 

Как известно из теории апертурных антенн, их диаграммы направленности в направле-

нии главного максимума равны 
2

11 4 SG   и 
2

22 4 SG  , где   - длина волны. С дру-

гой стороны, суммарная мощность в апертуре второй антенны 2p  равна произведению 

плотности мощности на расстоянии R  от первой антенны (т.е. плотности мощности в 

апертуре второй антенны Sp2 ) на площадь второй антенны: 

1S

2S

1R

2R
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что согласуется с формулой (328), если подставить в нее 21 RRR  , где 1R  и 2R  - рас-

стояния от антенн до точки взаимодействия сигнала с рассеивателем. 

В теории распространения радиоволн зоной, существенной для распространения, назы-

вается первая зона Френеля. Она ограничивает область, в которой фаза отличается от фа-

зы в центре не более, чем на 2 . Если представить, что в качестве рассеивателя выступа-

ет зона Френеля с площадью SF (337), расположенная на расстояниях 1R  от первой и 2R  – 

от второй антенны, то в соответствии с этими представлениями на зону Френеля с первой 

антенны попадет мощность Fp , а на вторую антенну мощность 2p  попадет уже не с 

первой антенны, а с первой зоны Френеля: 
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откуда  
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Сравнивая последнюю формулу с выражением (338) получим, что с точностью до по-

стоянного коэффициента  22  мощность, проходящая через первую зону Френеля, 

равна мощности, попадающей из первой антенны во вторую. Уменьшив линейный размер 

зоны Френеля в   253.12
21
  раза, мы получим зону свободного распространения ра-

диоволн, имеющую площадь SЗСРВ=2SF π и пропускающую мощность, в точности рав-

ную мощности, попадающую из первой антенны во вторую (см. также уменьшение ли-

нейного размера в формуле (337)). В первом приближении при рассмотрении распростра-

нения радиоволн в условиях городской застройки можно ограничиться рассмотрением 

лишь этой зоны, считая амплитуду и фазу волны одинаковой во всех ее точках, а вне этой 

зоны считать амплитуду нулевой. В последующих приближениях можно добавлять к ней 

следующие зоны, увеличивая точность расчета вместе с объемами вычислений. Назовем 

описанную зону зоной стационарной фазы (ЗСФ). ЗСФ находится в области рассеивателя 

и зависит от расстояния до передающей и приемной антенн. Если ЗСФ частично или пол-

ностью попадает на рассеиватель, то следует применять формулу для отраженного сигна-

ла, соответственно корректируя амплитуду. Если точка стационарной фазы лежит на пря-

мой, соединяющей приемную и передающую антенны, то мощность попадающего в при-

емную антенну сигнала в точности равна соответствующей части мощности ЗСФ, а имен-

но - относящейся к данному акту отражения или дифракции части площади ЗСФ. В этом и 

заключается амплитудная коррекция. Для остальных частей ЗСФ (проходящих мимо рас-

сеивателя и таким образом попадающих на его кромки) следует применять формулу для 

дифрагированного сигнала.  
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Ранее мы дали определение зоне существенного распространения радиоволн (ЗСРВ), 

которую мы с технической точки зрения (ограничения объема вычислений) выделяли во-

круг геометрооптического луча. Теперь скажем, что эта зона совпадает с зоной стацио-

нарной фазы (ЗСФ), которую мы выделили с физической точки зрения.  

Если рассеиватель полностью попадает в ЗСФ или, что то же самое, в зону, существен-

ную для распространения радиоволн (ЗСРВ), то следует использовать формулу для мно-

гоугольника. Если рассеиватель попадает в ЗСФ (ЗСРВ) частично, то следует использо-

вать ту часть рассеивателя, которая попадает в ЗСРВ, а оставшуюся часть рассеивателя 

ограничить границей ЗСРВ. 

 

Энергетические соотношения 

Применяя в трехмерных практических задачах решения двумерных задач дифракции, 

нужно следить за соблюдением энергетических соотношений. Решения для дифракции на 

кромках выражаются при помощи двумерных формул, которые имеют расходимость, от-

личную от трехмерной. Также двумерные формулы строятся на основе возбуждения плос-

кой волной, представляющей собой бесконечно удаленный источник с бесконечной мощ-

ностью, т.е. математическую абстракцию. Эти обстоятельства вынуждают нас тщательно 

выбирать энергетические соотношения, чтобы получить правильную амплитуду рассеян-

ного сигнала в эвристических формулах.  

Поскольку мы используем решения эталонных задач для полубесконечных рассеивате-

лей и вместе с тем предполагаем выполнение условия дальней зоны, рассеянный сигнал в 

направлениях «прямо вперед» и «зеркальное отражение» стремится к бесконечности. По-

этому нужно применять специальные меры по энергетической нормировке. Эта норми-

ровка основывается на решении трехмерной задачи в направлениях «прямо вперед» и 

«зеркальное отражение», а при отклонении от этих направлениях рассеянный сигнал 

уменьшается в соответствии с решением задачи дифракции на плоской многоугольной 

пластине. 

Плотность потока мощности вдали от рассеивателя вычисляется в точке расположения 

второй антенны по формуле: 
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 ,                                        (341) 

где   ,E  и   ,E  вычисляются по формулам (110), (327) и (326) (Приложение 7), 

 ,,R  – сферические координаты, связанные с точкой стационарной фазы. При этом в 

формуле (326) (Приложение 7) 2RR  , а в качестве xE0  и xH 0  подставляются значе-

ния поля, идущего от первой антенны и удовлетворяющие соотношению: 
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где 1p  – суммарная мощность на выходе первой антенны. Поля xE0  и xH 0  соответ-

ствуют двум составляющим поляризации для рассеивающего экрана, расположенного в 

плоскости XOY .  

 

Методика разработки эвристических формул 

Методика разработки эвристических формул соответствует изложенному ранее плану. 

Сначала находим мощность волн, отраженных от безграничной плоской поверхности. За-

писываем эту мощность при помощи коэффициентов отражения, преломления и прохож-

дения. Затем ограничиваем участок поверхности и строим в приближении физической оп-

тики решение для плоской многоугольной пластины с неидеальными граничными услови-

ями.  

Итак, для вычисления рассеяния на кромке в приближении физической оптики нужно 

сделать следующие шаги: 

1. Найти точки стационарной фазы на рассеивателях. 

Если это – точка зеркального отражения, то рассеяние происходит на плоском участке 

и 0


. Может быть два случая: рассеиватель малых размеров (частично закрывает 

ЗСРВ) и рассеиватель больших размеров (полностью закрывает ЗСРВ). При расчете ди-

фракции в качестве рассматриваемого объекта берем пересечение областей, занимаемых в 

пространстве рассеивателем и ЗСРВ.  

Если точка наблюдения не находится в прямой видимости от источника, но находится 

на дифракционном конусе, то это означает, что рассеиватель – «отдельная» кромка. Сле-

довательно, выполняется условие   0,  


. Границы рассматриваемого объекта опре-

деляем так же, как и для случая рассеяния плоским участком. 

2. Определить геометрические и физические параметры, входящие в формулу. 

3. Подставив параметры в формулу, рассчитать коэффициент дифракции. 

Сначала располагаем вспомогательную точку наблюдения на том же расстоянии от 

рассеивателя в зоне прямой видимости, определяем «опорный» уровень сигнала в соот-

ветствии с энергетическими соотношениями (см. пп. 5.3.4 и 5.3.5), а затем определяем его 

ослабление при угловом отклонении от сигнала прямой видимости в соответствии с фор-

мулами для дифракции на плоском многоугольнике.  

 

Алгоритм построения решения 

В этом разделе изложен алгоритм построения решения задачи распростраенния радио-

волн в условиях городской застройки. 

1. Проводятся трассировки лучей между передающей и приемной антеннами. Под трассой 

луча понимается пространственная ломаная линия. В начале ломаной линии расположена 
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передающая антенна, в конце – приемная, а в узлах ломаной расположены точки стацио-

нарной фазы. Отрезки ломаной имеют направление, т.е. являются векторами. Точки ста-

ционарной фазы (ТСФ) находятся на плоскости или на краях рассеивателей. Если ТСФ 

находится на плоскости рассеивателя, то прилегающие к ней отрезки ломаной располага-

ются в соответствии с законом зеркального отражения. Если ТСФ находится на кромке 

экрана, то прилегающие к ней отрезки ломаной располагаются на дифракционном конусе.  

 

2. С целью ограничения количества объектов, которые необходимо учитывать в процессе 

рассеяния, введем зону, существенную для распространения радиоволн (ЗСРВ). Такой 

подход оправдан с точки зрения физики, поскольку энергия электромагнитных волн, по-

падающих из передающей антенны в приемную, в основном заключена именно в этой 

зоне. С целью упрощения расчетных формул будем считать, что ЗСРВ – это не цилиндр, а 

правильный 24 - угольник, вписанный в цилиндр, окружающий трассу луча (т.е. каждый 

из отрезков ломаной). Таким образом, вершины многоугольника располагаются на окруж-

ности цилиндра с шагом 15 градусов. Радиус цилиндра пропорционален радиусу первой 

зоны Френеля (335):  
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(см. также (337)). Мы ограничиваемся рассмотрением рассеяния лишь на тех элементах, 

которые попадают в ЗСРВ.  

Будем считать, что элементы городской застройки представляют собой совокупность 

многогранников различной формы. При проведении в приближении физической оптики 

расчета рассеяния сигнала на трассе луча можно заменить многогранники плоскими полу-

прозрачными многоугольными экранами. При этом "освещенным" экранам (т.е. тем, на 

которые попадает хотя бы часть ЗСРВ) присваиваются свойства соответствующего мате-

риала городской застройки, а "теневые" части экранов, попадающих в ЗСРВ, считаем в 

первом приближении идеально поглощающими, чтобы для расчета в теневой зоне можно 

было использовать физоптическое решение для плоской пластины. Таким образом можно 

приближенно рассчитать дифракцию на здании, имеющем конечную толщину (рис. 35).  
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Рис. 35 

Трасса луча, испытывающего дифракцию на здании, имеющем конечную 

толщину. Теневую часть здания, попадающую в ЗСРВ, считаем идеально по-

глощающей. Это дает возможность использовать в расчетах приближение фи-

зической оптики для плоских экранов. 

На рис. 35 показана трасса луча, испытывающего дифракцию на здании, имеющем ко-

нечную толщину. При рассмотрении дифракции учитываем влияние только тех фрагмен-

тов рассеивателя, которые попадают в ЗСРВ. Если мы при расчете применяем приближе-

ние физической оптики, то влиянием теневой части здания пренебрегаем, из чего следует, 

что мы приближенно считаем ее идеально поглощающей. Такое представление является 

заложенной методической погрешностью, связанной с применением приближения ФО. 

Часть ЗСРВ, соответствующая последнему участку луча, показана на рисунке.  

Замечание по методике эвристического подхода. Слово «считаем» в одном из преды-

дущих абзацев характеризует заложенную методическую погрешность, которую вводим 

для того, чтобы иметь право использовать имеющееся у нас решение. Упрощая расчет, 

нужно четко представлять, какие особенности задачи выводим из рассмотрения.  

Пересечения полупрозрачных многоугольных экранов и многоугольной ЗСРВ образу-

ют многоугольники, лежащие на трассе луча, т.е. в окрестности точек стационарной фазы. 

Применение формулы для рассеяния на многоугольных экранах позволяет рассчитать 

ослабление луча на трассе. При этом в случае зеркального отражения применяется "отра-

жательная" формула, а при расчете рассеяния на кромках - "дифракционная". Эту же фор-

мулу можно применять и при необходимости расчета сигнала, распространяющегося в 

направлениях, отклоняющихся от ЗСРВ. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 9. Аналитическое эвристическое реше-

ние задачи дифракции волнового поля на плоском рас-

сеивателе многоугольной формы 

Построение эвристического решения задачи дифракции волнового поля общего типа, в 

том числе поля упругой волны является весьма актуальной задачей по ряду причин. Пер-

вая причина: активное изучение этого явления в настоящее время с целью дальнейшего 

использования результатов при решении различного рода технических задач локации сей-

смических объектов, в том числе решения обратных задач. Вторая причина: сложность 

двумерных и тем более трехмерных задач эластодинамики. Третья причина: развитие чис-

ленных методов, позволяющих получить верификационные решения.  

С физической точки зрения явление дифракции упругой волны имеет существенные 

отличия от электродинамического случая. Это касается не только физической природы 

поля, но поляризаций, характером отражения и распространения поля на разных поляри-

зациях и т.п. На одной частоте упругая волна может распространяться с разными поляри-

зациями. При этом частицы среды могут двигаться продольно по отношению к направле-

нию распространению волны (продольная поляризация) и поперечно по направлению к 

направлению распространения волны (поперечная поляризация). Скорости продольно и 

поперечно поляризованных волн отличаются. При падении на границу раздела двух сред 

волны с продольной поляризацией отражение и прохождение волн проходит под разными 

поляризациями и в разных направлениях (в том числе – в направлениях, отличающихся от 

зенкального и от направления «прямо вперед») (рис. 36). Эта ситуация напоминает пре-

ломление электромагнитной волны при проходе через границу раздела двух сред. 

На рис. 36 показана схема взаимодействия упругой волны с плоской границей раздела 

двух сред. При падении на границу раздела упругой волны (1) на границе возникают две 

отраженные волны (2) и (4) с продольной и поперечной поляризацией соответственно и 

две прошедшие волны (3) и (5) с продольной и поперечной поляризацией соответственно. 

Направление движения частиц упругой среды при продольной и поперечной поляризации 

показано стрелками (6) и (7) соответственно.  

Тем не менее, общие особенности поведения волновых полей позволяют использовать 

решение для поля одной физической природы в качестве основы для решения задачи для 

поля другой физической природы. Поэтому результаты, приведенные в данной диссерта-

ции, можно использовать для решения очень широкого спектра задач.  

Строгое решение краевой задачи дифракции упругой волны представляет собой слож-

ную проблему. Для получения дифракционных коэффициентов приближенного решения в 

данном разделе выбран другой подход. Взяв за основу решение задачи дифракции элек-

тромагнитного поля на идеально проводящей полуплоскости, можно построить дифрак-

ционные коэффициенты из эвристических соображений, а затем скорректировать их при 

помощи сравнения с результатами численного эксперимента.  
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Рис. 36 

Падение упругой волны на плоскую границу раздела двух сред. 

1 – падающая волна продольной поляризации; 

2 – отраженная волна продольной поляризации; 

3 – прошедшая волна продольной поляризации; 

4 – отраженная волна поперечной поляризации; 

5 – прошедшая волна поперечной поляризации; 

6 – направление движения частиц в волне продольной поляризации; 

7 – направление движения частиц в волне поперечной поляризации. 

 

Постановка задачи дифракции упругой волны 

Рассмотрим решение задачи дифракции упругой волны на идеально проводящей пла-

стине. Геометрия задачи дифракции упругой волны показана на рис. 37.  

Задача рассматривается в кубической области размером 1000 1000м. Область распро-

странения упругой волны представляет собой куб размером 1000 1000м. Плоский рассе-

иватель размером 100 100м расположим в центре координат. Источник расположен в 

точке (–500, 0, –500). Ограничимся случаем нахождения источника и точек наблюдения в 

плоскости y=0, расположив точки наблюдения на отрезке [(–500, 0, –500), (–500, 0, 500)] с 

шагом в 100 м.  

1 2 4 

3 

6 6 7 

5 

7 
6 
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Рис. 37 

Геометрия задачи дифракции упругой волны. 

Длину волны выберем такой, чтобы данная геометрия допускала применение условия 

дальней зоны. Это условие выполняется тогда, когда расстояние между рассеивателем и 

точками расположения источника или точкой наблюдения составляет не меньше 2D
2
/λ, 

где D – максимальный размер рассеивателя, λ – длина волны. При этом падающую волну, 

которая на самом деле является сферической, можно условно считать плоской. Это приво-

дит к значительному упрощению всех формул без снижения точности решения.  

В качестве источника продольно поляризованной упругой волны возьмем возмущение 

вектора скорости 0Lv


 движения частиц упругого тела. Модуль скорости продольно поля-

ризованной волны меняется в зависимости от времени по закону, соответствующему 

вейвлету Рикера [113] с доминирующей частотой fi=40Гц.  

При падении на поверхность с граничными условиями типа «linear slip» [114] волна 

продольной поляризации возбуждает две отраженные волны: продольно поляризованную 

и поперечно поляризованную. Скорости распространения в упругой среде продольно по-

ляризованной и поперечно поляризованной волны равны cL=4000м/с и cT=2500м/с соот-

ветственно. Длины волн λL=cL/fi, λT=cT/fi. Волновые числа kL=2π/λL, kT=2π/λT. Плотность 

упругой среды равна ρ=2г/см
3
 [115]. 

Как следует из геометрии задачи, источник и приемник расположены так, что выполня-

ется условие дальней зоны, т.е. и источник, и приемник расположены от рассеивателя на 

расстоянии не менее, чем 2D0
2
/λi, где D0 – максимальный размер рассеивателя в направле-

нии, поперечном к направлению на источник или на точку наблюдения, λi=min(cL, cT)/fi. 

При этом сферическую волну можно условно описывать как плоскую, и все формулы 

упрощаются.  
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Построим эвристическое аналитическое решение для полного вектора скорости движе-

ния частиц упругого тела v

, представляющего собой сумму падающего поля 0Lv


 и рассе-

янного поля sv


  

sL vvv


 0 .                                                             (344) 

В свою очередь, вектор рассеянного поля sv


 представляет собой сумму компонентов 

скоростей упругих полей продольной и поперечной поляризаций  

TLs vvv


 .                                                             (345) 

Компоненты vx, vy, и vz полного вектора скорости v


 связаны с компонентами векторов 

продольной Lv


 и поперечной Tv


 поляризаций рассеянного поля, а также с компонента-

ми вектора начального возмущения 0Lv


 при помощи соотношений:  

vx = vL0x+vLx+vTx,  vy = vL0y+vLy+vTy,  vz = vL0z+vLz+vTz.            (346) 

В свою очередь, вектора 0Lv


, Lv


 и Tv


 выражаются при помощи формул:  












 j

L

z
R

zL
zL f

c

r
tF

rk
nv ,

4

1 0

0
00




, 

 3311

0 4

1

4

1
LLLL

zLL

sL AIDAID
rkrk

nv 



, 

 3311

0 4

1

4

1
TTTT

zTT

TsT AIDAID
rkrk

vv 



. 

(347) 

 

Здесь zn0


 - единичный вектор поляризации продольно поляризованной падающей вол-

ны, ),( jR ftF  – вейвлет Рикера (характеризующий амплитуду продольно поляризованной 

упругой волны), t - текущее время в точке наблюдения, r0z – расстояние от источника до 

точки наблюдения. 

Выражения для скоростей Lv


 и Tv


 справедливы при заданной геометрии задачи и 

имеют ясную физическую интерпретацию. Единичные вектора sn


 и Tsv


 задают направ-

ление поляризации векторов скоростей движения частиц Lv


 и Tv


 соответственно. Век-

тор sn


 направлен параллельно направлению ухода продольно поляризованной рассеянной 

волны, вектор Tsv


 направлен перпендикулярно направлению ухода поперечно поляризо-

ванной рассеянной волны. Все, что стоит после векторов sn


 или Tsv


 – скалярные функ-

ции, описывающие амплитуду рассеянных волн. Первые два сомножителя описывают за-

тухание сигнала при распространении от источника до рассеивателя и от рассеивателя до 

точки наблюдения. Расстояния от рассеивателя до источника и до точки наблюдения рав-
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ны r0 и rz соответственно, 00 Nr


 , zz Nr


 , 00 NNr zz


 . Здесь 0N


 и zN


 - радиус 

– векторы источника и точки наблюдения (рис. 38).  

 

 

Рис. 38 

Падение упругой волны на плоский многоугольный рассеиватель. 

 

На рис. 38 показана схема падения упругой волны на плоский многоугольный рассеи-

ватель, расположенный в плоскости XOY. Угол φ0 соответствует вектору направления на 

источник 0N


 (направляющий вектор падающей волны равен 0N


 ), угол φzs соответству-

ет вектору направления на точку наблюдения zN

, нижняя и верхняя кромки рассеивателя 

обозначены цифрами 1 и 3.  

Выражение в скобках из (347) представляет собой сумму вкладов от двух кромок (1-ой 

и 3-ей). При данной геометрии вклад двух других кромок незначителен, поскольку 

наибольший вклад в решение вносят кромки, лежащие на оси дифракционного конуса. В 

данном случае поверхность дифракционного конуса вырождается в плоскость, образован-

ную направлениями падающей волны и направлением на точку наблюдения, а ось конуса 

представляет собой нормаль к этой плоскости. Усложнение геометрии приведет к услож-

нению решения, однако подход останется тем же самым.  

Функции AI описывают влияние геометрических параметров кромки на рассеянный 

сигнал: 








 


L

z
sLL

c

rr
tAIAI 0

11
, 








 


L

z
sLL

c

rr
tAIAI 0

33
, 











T

z

L
sTT

c

r

c

r
tAIAI 0

11
, 











T

z

L
sTT

c

r

c

r
tAIAI 0

33
. 

(348) 

Функции DL и DT описывают влияние свойств поверхности (граничных условий) на 

рассеянный сигнал.  

Эвристические выражения для функций AI и D мы построим позже на основе анало-

гичных функций, входящих в решение электродинамической задачи рассеяния. 
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Для построения дифракционных коэффициентов эвристического решения задачи рас-

сеяния упругой волны мы используем дифракционные коэффициенты электромагнитной 

волны (Глава 5). Чтобы это сделать, нужно заранее получить коэффициенты прохождения 

T и отражения R при взаимодействии упругой волны с безграничной плоской неоднород-

ностью в среде распространения упругой волны. 

Формулы, полученные в предыдущих главах, позволяют строить эвристические реше-

ния очень сложных задач дифракции, в том числе – дифракции упругих волн. При этом 

нужно решить следующие проблемы: (а) построить эвристические формулы для решения 

в частотной области задачи дифракции упругой волны на плоской прямоугольной неодно-

родности; (б) построить эвристические формулы для дифракционных коэффициентов 

упругой волны; (в) перейти из частотной области во временную при помощи преобразо-

вания Фурье. 

Дифракция на плоских многоугольниках была изложена в Главе 4. Дифракция на полу-

прозрачных пластинах в приближении ФО была изложена в Главе 5 и в Приложениях 7 и 

8. На основе полученных ранее результатов в этой главе будут построены обобщенные 

дифракционные коэффициенты упругой волны, а также проведено преобразование Фурье 

для перевода решения из частотной области во временную.  

Характер решения определяется рядом факторов.  

а) Геометрия задачи: размеры форма и размеры рассеивателя, положение источника и 

приемника. 

б) Вид возбуждающего сигнала: форма и спектр.  

в) Граничные условия на поверхности рассеивателя: физические особенности распростра-

няющейся волны, поляризация падающего и рассеянного сигнала.  

 

Возбуждение вейвлетом Рикера 

Возбуждение сейсмических волн часто задается вейвлетом Рикера. Он очень удобен 

для расчет, поскольку относится к классу функций, которые одновременно почти финит-

ны по времени и имеют почти финитный спектр. 

Зависимость от времени вейвлета Рикера дается выражением [113]:  

 222222 exp)21(),( jjjR fttfftF   ,                                 (349) 

а его спектральная плотность равна 
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Здесь fj – доминирующая частота вейвлета Рикера.  

 

Методика построения формул 

В предыдущих главах диссертации рассматривалась дифракция электромагнитной вол-

ны на трехмерных объектах (в том числе – на полупрозрачных многоугольных пластинах) 

в приближении физической оптики и в приближении метода эквивалентных контурных 
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токов. Эти решения являются базовыми и для задачи дифракции упругой волны. Отличие 

упругой волны от электромагнитной состоит в направлениях векторов поляризации, в 

направлениях границ «свет – тень» для разных типов волн и в граничных условиях на по-

верхности. В предлагаемых нами эвристических решениях для электромагнитной волны 

влияние всех этих компонентов локализовано в виде постоянных множителей или множи-

телей-функций. Заменив в эвристических формулах решения для электромагнитной волны 

множители, характеризующие электромагнитную волну, на множители, характеризующие 

упругую волну, можно получить эвристическое решение для упругой волны. 

Еще один важный момент состоит в том, что наши эвристические формулы для элек-

тромагнитной волны получены в области “frequency domain”, т.е. зависят от частоты, а эв-

ристические формулы для упругой волны нужно получить в области “time domain”, т.е. 

найти зависимость решения от времени. Эту проблему решаем при помощи преобразова-

ния Фурье.  

Дифракционные коэффициенты упругой волны вычисляем при помощи решения зада-

чи дифракции электромагнитного поля на полуплоскости с учетом того, что при падении 

продольно поляризованной упругой волны на плоскую границу среды распространения 

отраженный сигнал разделяется на две компоненты. Каждая из этих компонент распро-

страняется в своем направлении на своей поляризации со своей скоростью и со своим ко-

эффициентом отражения.  

Для описания влияния свойств поверхности применяется обобщенный дифракционный 

коэффициент. Получение его для случая электромагнитной волны описано в Приложении 

8 (формулы 292 – 308) 

 

Преобразование Фурье 

Простота дифракционных коэффициентов позволяет трансформировать их при помощи 

преобразования Фурье и перевести решение для дифракционных коэффициентов из ча-

стотной во временную область. Этой простоте также способствует выделение расстояния 

R от начала координат до точки наблюдения из общего интеграла.  

Пара преобразований Фурье определяется выражениями  
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Здесь ),()(ˆ jR ffwf  , ),()( jR ftwxf  , замена переменных в выражениях про-

исходит по следующей схеме x↔t, f↔ω, fj↔f02Hz. На больших частотах условие дальней 

зоны для рассматриваемого рассеивателя может перестать работать, поскольку длина вол-

ны уменьшается. Применяя преобразование Фурье, нужно иметь в виду это обстоятель-

ство, поскольку оно может повлиять на качество решения.  

Зависимость от времени вейвлета Рикера )(),( xfftF jR   и его спектральная плот-

ность )(ˆ),( fffF jR   определяются выражениями (349), (350).  

В качестве переменной x в этих преобразованиях берем время t. Получаем пару преоб-

разований переменных «время – частотных» и «частота – время».  

Вклад поля отдельной кромки при дифракции электромагнитной волны на плоской 
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многоугольной пластине определяется выражением (180) (Глава 5):  
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Воспользуемся этой же формулой с целью получения выражения для одной из компо-

нент поля упругой волны vL или vT (а именно – cкорости движения частиц упругого тела) 

на заданной поляризации 
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Это выражение характеризует частотную зависимость поля упругой волны. А нас инте-

ресует зависимость от времени. Переход между этими зависимостями можно осуществить 

при помощи преобразования Фурье.  

Введенные ранее в выражениях (347) дифракционные коэффициенты DL и DT опреде-

ляются аналогично обобщенным дифракционным коэффициентам (ОДК) (Глава 5) 

 LLLL TRfgD ,,, 0 , 

 TTTT TRfgD ,,, 0 . 
(353) 

При построении дифркционных коэффициентов мы приняли во внимание тот факт, что 

угол отражения φ, коэффициент отражения R и коэффициент прохождения T меняются в 

зависимости от поляризации упругой волны (продольной L и поперечной T).  

Возникает вопрос: на каком основании мы написали формулы (352) и (353)? Оправдать 

это действие можно следующим образом. Как электромагнитная, так и упругая волна 

представляет собой решение уравнения Гельмгольца для однородной изотропной среды. 

Поляризация волны определяется ее физической природой и стоит отдельным множите-

лем в эвристическом решении. Свойства поверхности мы определяем отдельно для каждо-

го типа волны и поляризации в виде коэффициентов отражения и прохождения R и T для 

безграничной плоской поверхности. Вполне естественно предположить, что амплитуды 

рассеянных волн будут определяться одними и теми же скалярными функциями. Напри-

мер, для акустических волн это предположение в полной мере выполняется [52]. 

Разумеется, наши решения как для электромагнитной, так и для упругой волны – эври-

стические и имеют заложенные методические погрешности. Можно предположить, что 

для отдельных постановок задач на освещенной стороне граничные условия будут выпол-

няться лучше, чем на теневой. Например, если коэффициенты R и T зависят от угла паде-

ния волны на поверхность (а это действительно так как для электромагнитной волны в 

случае импедансных граничных условий [42], так и для упругой волны в случае гранич-

ных условий типа “linear slip” [114]), то на освещенной стороне этот угол будет меняться 

слабее, чем на теневой. Но это нестрогое выполнение граничных условий может не очень 

сильно влиять на конечный результат расчета. 

Впрочем, не нужно забывать, что наше решение для упругой волны – эвристическое. 

Оно может быть построено для очень сложных случаев, обладает преимуществом просто-

ты, но в любом случае нуждается в верификации, независимо от того, насколько строгое 
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обоснование оно имеет. В процессе верификации как раз и выяснится, насколько правиль-

но наше представление об изучаемом процессе и насколько сильно эвристическое реше-

ние отличается от строгого.  

Дифракционные коэффициенты мы получили в частотной области, а функция возбуж-

дения (вейвлет Рикера ),( jR ftF ) задана во временной области. С целью получения пере-

хода «frequency domain – time domain» мы берем частотно-зависимое эвристическое реше-

ние для кромки конечного размера (352)  и интегрируем вместе со спектральной плотно-

стью ),( jR ffF  частотно-зависимую компоненту дифракционного решения «frequency 

domain» из формулы для компоненты упругой волны vL или vT (352):  

       zsLzsL
i fffk  ,,,,exp 04012

 .                         (354) 

Частотно-независимые компоненты выносим за знак интеграла Фурье. В результате для 

функций AI (348) во временной области получим:  
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(355) 

Здесь f   - переменная интегрирования, имеющая размерность частоты.  

Фазы концов кромок (вершин) обозначены буквой Ф. Выражения в показателях экспо-

нент, стоящих в подынтегральных выражениях (полусуммы фаз вершин), представляют 

собой фазы в середине кромок. Индексами L и T обозначены вклады волн продольной и 

поперечной поляризаций соответственно. Индексами 1 и 3 в функциях AI обозначены сто-

роны рассеивателя.  

Для численного интегрирования можно использовать приближенную формулу в конеч-

ных пределах интегрирования, ограничив пределы интегрирования. В случае возбуждения 

вейвлетом Рикера это возможно, поскольку функция ),( jR ftF  является практически фи-

нитной во времени, а функция ),( jR ffF  имеет практически финитный спектр. 
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В эти выражения подставляем  jj k 


,  – фаза сигнала в точке j-ой вершины, j


 - 

радиус-вектор j-ой вершины, aj – длина стороны. В нашем случае длины двух сторон, ко-

торые вносят вклад в рассеянный сигнал, одинаковы (a1=a3=a), поэтому этот параметр 

можно вынести за пределы интегралов как постоянную величину. Буквенные дополнения 

L и T к индексам у Φj и соответствующие индексы у волновых чисел k описывают про-

дольную и поперечную поляризации. Вспомогательный вектор 


 (210) представляет со-

бой проекцию на плоскость рассеивателя разности векторов падающего поля n


 и 

направления на точку наблюдения n 


.  

 

Общий вид решения 

Алгоритм получения формул, применяемых в эвристическом решении задачи дифрак-

ции упругой волны на плоском многоугольном объекте. 

1. Строим формулы строгого в приближении физоптики решения для дифракции электро-

магнитной волны на идеально проводящей многоугольной пластине при выполнении 

условия дальней зоны (Приложения 1, 4).  

2. Получаем решение задачи дифракции электромагнитной волны приближении метода 

эквивалентных контурных токов. Для получения решения МЭКВ из физоптического ре-

шения в случае нормального или наклонного падения волны на кромку применяем фор-

мулы из Приложений 2, 4. 

Введение корректирующих коэффициентов к физоптической ДН кромки позволяет 

учесть изменение ДН в результате возмущения краевых токов кромкой. Получается реше-

ние МЭКВ с равномерными краевыми токами на кромке. Изменение краевых токов из-за 

ограниченности кромки по длине («вершинные волны») мы пока не учитываем. В нашей 

геометрии влияние вершинных волн не столь заметно, но в будущем влияние вершинных 

волн нужно будет учитывать.  

3. В выражении для дифракционных коэффициентов заменяем коэффициенты R и T для 

электромагнитной волны на соответствующие коэффициенты упругой волны (353). 

4. Осуществляем переход «frequency domain – time domain» (355), (356).  

5. Проводим пробный расчет по эвристическим формулам (347) и настраиваем решение 

при помощи данных проверочного (верификационного) расчета. 

 

Как и любая эвристическая формула, решение для дифракции упругой волны нуждает-

ся в верификации. Верификация приближенных формул для дифракции упругой волны на 

плоской многоугольной пластине была проведена при помощи данных, полученных на 

кластере Массачусетского технологического института. Сравнение эвристических резуль-

татов со строгими показало перспективность данного эвристического подхода [168]. Од-

нако окончательные выводы о пригодности эвристических формул можно делать только 

после завершения работы по их построению и тщательного исследования пределов их 

применимости. Такое исследование пока не проведено, поэтому в диссертации данные по 

верификации решения для упругой волны мы не приводим. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 10. Исследование задачи дифракции 

электромагнитной волны на трехмерном идеально про-

водящем рассеивателе. 

Получение эвристического аналитического решения для трехмерного плоского много-

угольника конечного размера – важная задача, поскольку проблема представляет большой 

интерес, а строгие аналитические решения для многоугольников отсутствуют. Дифракцию 

на таких объектах изучали и ранее (см., например, [116 – 123]). 

Плоский квадратный рассеиватель – хороший объект для исследования. С одной сторо-

ны, он является многоугольником, и его рассеянное поле имеет соответствующие харак-

терные особенности. С другой стороны, он похож на правильные фигуры, из-за чего эти 

особенности проявляются не все одновременно, поэтому их можно изучать последова-

тельно. 

Кроме того, угол при вершинах квадрата совпадает по величине с углом исследованно-

го ранее плоского углового сектора, что позволяет максимально использовать полученные 

ранее эвристические формулы и сравнить получившиеся результаты.  

Целью данного исследования не является построение уточненного эвристического ре-

шения задачи дифракции на плоском многоугольнике (это возможно, но не в рамках дан-

ной работы). Целью является применение к ряду объектов методов и приемов, предло-

женных в диссертации. К указанным объектам относятся трехмерный рассеиватель, плос-

кий угловой сектор. Для них исследованы численные и эвристические (в разных прибли-

жениях) решения, а также выявлены особенности этих решений, которые следует учиты-

вать при решении конкретных практических задач.  

В предыдущих главах было получено решение задачи дифракции для плоского углово-

го сектора с использованием подхода «условная кромка» в приближении ФО, МЭКТ и 

уточненное решение (ММЭКТ). Применим эти формулы для построения уточненного ре-

шения задачи дифракции на плоском многоугольнике. Для многоугольника выберем ту же 

геометрию, что и для плоского углового сектора. Будем использовать тот же ракурс и те 

же модифицирующие функции.  

Все решения приведены к виду, позволяющему проводить сравнение данных. Геомет-

рия задачи (рис. 39) выбрана в соответствии с положением плоского углового сектора (см. 

рис. 18). Рассеянное поле для эвристических формул преобразуем в амплитуду вектора 

суммы двух поляризаций, что соответствует формату данных численного решения. 

На рис. 39 показана геометрия трехмерной задачи дифракции на плоском многоуголь-

нике. Форма многоугольника, угол падения и расположение точки наблюдения выбраны 

таким образом, чтобы свести к минимуму отличия от условий задачи дифракции на плос-

ком угловом секторе. Поэтому рассеивающий плоский многоугольник представляет собой 

квадрат с длиной стороны, равной ka. Параметр ka изменяется в диапазоне значений от 2 

до 30. 

Исследуем соотношение между амплитудами значений модуля рассеянного поля при 

возбуждении разными поляризациями для эвристических формул и сравним его со стро-

гим решением. Модифицирующий множитель в случае многоугольника возьмем тот же, 
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что для плоского сектора. Вид этого множителя в данном случае играет меньшую роль, 

чем в случае ключевой задачи, поскольку множественные переотражения на рассеивателе 

конечного размера могут существенно изменить картину поля вблизи кромки, в то время 

как решения ключевых задач предполагают отсутствие дополнительных возмущений по-

ля. В отличие от плоского углового сектора, сигнал от многоугольника не имеет сингу-

лярностей в направлениях дифракционных конусов. 

 

  
Рис. 39 

Геометрия задачи. Плоская электромагнитная волна с направляющим векто-

ром, расположенным в плоскости XOZ, падает на идеально проводящий плос-

кий квадрат с длиной стороны a, расположенный в плоскости YOZ. Сплошной 

черной стрелкой показан вектор магнитного поля падающей волны, штриховой 

стрелкой – поверхностный электрический ток.  

В предыдущем разделе мы получили эвристическое решение для плоского углового 

сектора в приближениях МЭКТ и модифицированного МЭКТ (ММЭКТ).  

В этом разделе мы будем сравнивать между собой численное решение и эвристические 

решения в приближениях МЭКТ, ФО и МЭКТ-ФО. Приближение МЭКТ-ФО отличается 

от МЭКТ тем, что в решение МЭКТ вместо дифракционных коэффициентов строгого ре-

шения для полуплоскости подставлены физоптические. 

Решения МЭКТ и МЭКТ-ФО характеризуются тем, что основаны на ТЕ- и ТН-

поляризациях, зависящих от ориентации каждой отдельной кромки, в то время как поле 

классической физоптики (ФО) зависит только от направления нормали к рассеивателю.  

Методика проведения исследования эвристических формул заключается в следующем. 

На первом этапе строим решение МЭКТ. Затем строим решение МЭКТ-ФО. На последнем 

этапе строим решение по классической физоптике.  

Решение ФО представляет собой произведение линейного интеграла на поляризацион-

ную составляющую. Решение ФО находим при помощи формул (107) – (110), (146), (164).  

Линейные интегралы типа (146) [124 – 125] – одна из составляющих решения в при-

ближении ФО. Они правильно определяют форму ДР, но неверно описывают соотноше-
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ние между поляризациями. Поляризационная составляющая (164) – числитель дифракци-

онного коэффициента. 

В качестве плоскости рассеяния берем плоскость φ или плоскость ϑ. Численное реше-

ние (предоставлено В.И. Калиничевым) задачи дифракции на плоском многоугольнике 

(квадрате) получено при помощи метода моментов. Сравним его с результатами расчета 

по эвристическим формулам. Рассмотрим падающую плоскую волну двух разных типов 

поляризации и амплитуду рассеянной волны в дальней зоне.  

Численное решение было рассчитано в дальней зоне не отдельно для каждой поляриза-

ции, а для можности суммарного сигнала на обеих поляризациях. Точно такую же обра-

ботку проводили и для эвристических формул.  

Рассмотрим формулу (150) при =45°, 0<φ<180° (рис. 39).  
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 expexp
.     (357) 

Отсюда следует для амплитуды вектора рассеянного поля 

         2222 exp incincincinc EDEDEDED
kR

ikR
EEE   


.     (358) 

При возбуждении вектором 
incE  (лежащим в плоскости падения) 

incE =0, и тогда 

      2222 exp
 DDE

kR

ikR
EEE inc  


.                   (359) 

Для вектора 
incE  (перпендикулярным плоскости падения) 

incE =0 получаем: 

      2222 exp
 DDE

kR

ikR
EEE inc  


.                 (360) 

Эвристические коэффициенты D берем из выражений (166).  

Сравнение ДН показало, что эвристическое и строгое решения имеют качественное 

совпадение, но численное решение имеет ряд особенностей: «заплывы» нулей и «пьеде-

сталы» (рис. 40 (а) – (в)).  

В связи с особенностями численного решения («заплывы» нулей и «пьедесталы») бу-

дем сравнивать между собой не аналогичные кривые на одной поляризации для разных 

решений, а кривые для двух разных поляризаций одного и того же расчета (либо числен-

ного, либо эвристического). При этом «заплывы» нулей и «пьедесталы» не будут сильно 

влиять на результаты сравнения, поскольку они имеют место для обеих поляризаций чис-

ленного решения, и в частном от деления амплитуд разных поляризаций численного ре-

шения их влияние компенсируется.  

 

 



221 

 

 

ka=2 
  

 

ka=4 
  

 

ka=6 
  

 

ka=8 
  

 

Рис. 40 (а)  

Диаграммы рассеяния для ka=2, 4, 6, 8. По горизонтали отложен угол φ, по вер-

тикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для падающе-

го поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано отношение между этими поляриза-

циями. На левых графиках – строгое решение, на других – эвристические ре-

шения МЭКТ (в центре) и МЭКТ-ФО (справа).  
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ka=10 
  

 

ka=12 
  

 

ka=14 
  

 

ka=16 
  

 

Рис. 40 (б)  

Диаграммы рассеяния для ka=10, 12, 14, 16. По горизонтали отложен угол φ, по 

вертикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для пада-

ющего поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано отношение между этими поляриза-

циями. На левых графиках – строгое решение, на других – эвристические ре-

шения МЭКТ (в центре) и МЭКТ-ФО (справа).  
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ka=18 
  

 

ka=20 
  

 

ka=22 
  

 

ka=25 
  

 

Рис. 40 (в)  

Диаграммы рассеяния для ka=18, 20, 22, 25. По горизонтали отложен угол φ, по 

вертикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для пада-

ющего поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано отношение между этими поляриза-

циями. На левых графиках – строгое решение, на других – эвристические ре-

шения МЭКТ (в центре) и МЭКТ-ФО (справа).  
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ka=28 
  

 

ka=30 
  

 

ka=32 
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Рис. 40 (г)  

Диаграммы рассеяния для ka=28, 30, 32, 34. По горизонтали отложен угол φ, по 

вертикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для пада-

ющего поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано отношение между этими поляриза-

циями. На левых графиках – строгое решение, на других – эвристические ре-

шения МЭКТ (в центре) и МЭКТ-ФО (справа).  
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ka=36 
  

 

ka=38 
  

 

ka=40 
  

 

ka=60 
  

 

Рис. 40 (д)  

Диаграммы рассеяния для ka=36, 38, 40, 60. По горизонтали отложен угол φ, по 

вертикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для пада-

ющего поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано отношение между этими поляриза-

циями. На левых графиках – строгое решение, на других – эвристические ре-

шения МЭКТ (в центре) и МЭКТ-ФО (справа).  
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На рис. 40 (а) – (в) на левых рисунках показано численное решение, на средних рисун-

ках – эвристическое решение в приближении МЭКТ, на правых – эвристическое решение 

в приближении ММЭКТ. Значение ka показано в левом нижнем углу. Сплошной черной 

кривой показана амплитуда amplred(φ) вектора рассеянного поля 
E


 для случая, когда 

единичный вектор Е падающего поля (
incE ) лежит в плоскости падения XOZ, пунктиром 

показана амплитуда вектора рассеянного поля amplblue(φ) для случая, когда единичный 

вектор Е падающего поля (
incE ) перпендикулярен плоскости падения XOZ (см. рис. 39). 

Серой линией показано десятикратное отношение между поляризациями 

10*(amplblue(φ)/amplred(φ)).  

Более детальное сравнение численного решения с эвристическими аналитическими 

формулами можно было бы провести, внедрив эвристические формулы в программную 

среду численного решения. Тогда можно было бы получить точные значения для соотно-

шений между амплитудами диаграмм рассеяния (ДР) на разных поляризациях. В данном 

случае у нас возможности внедрения в программную среду не было, сравнение проводили 

визуально по форме кривых ДР и по форме кривых отношения между поляризациями.  

Отношение между поляризациями эвристических решений (МЭКТ и ММЭКТ) пред-

ставляет собой постоянную величину, не зависящую от характерного размера рассеивате-

ля (длины стороны рассеивающего квадрата) ka.  

В отличие от эвристического решения и от плоского углового сектора, в численном 

расчете рассеяния многоугольником (квадратом) отношение поляризаций, имеет резо-

нансный характер (см. рис. 41).  
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(б) 

Рис. 41 (а), (б) 

Кривые, характеризующие частное от деления амплитуд сигналов для ДР на 

разных поляризациях при разных значениях ka. Соответствие между значением 

ka и изображением кривых показано справа от графиков.  

На рис. 41 на два графика (а) и (б) сведены угловые зависимости десятикратного отно-

шения между поляризациями численного решения 10*(amplblue(φ)/amplred(φ)) при раз-

личных значениях ka. Отношение между поляризациями численного решения характери-

зует систему собственных волн квадратной пластинки с чередованием резонансных и не-

резонансных участков (см. рис. 42, 43). Построим график поведения средней точки ДН 

(при φ=π/2) в зависимости от ka (рис. 42).  

На рис. 42 кружками и квадратами обозначены значения амплитуд вектора рассеянного 

поля amplred(90) и amplblue(90) численного решения в точке φ=π/2 (φ=90º). Черными 

сплошной и штриховой линиями показаны значения амплитуд вектора рассеянного поля 

amplred(45) и amplblue(45) численного решения в точке φ=π/4 (φ=45º). Треугольниками 

показана зависимость от величины ka значения отношения между поляризациями числен-

ного решения 5*(amplblue(90)/amplred(90)) в точке φ=π/2 (φ=90º). Серой сплошной линией 

показана зависимость 5*(amplblue(45)/amplred(45)) в точке φ=π/4 (φ=45º).  

При изменении угла наблюдения φ=π/2 на φ=π/4 возрастает амплитуда кривых и сохра-

няется их резонансный характер, хотя разница между кривыми уменьшается. При φ=π/4 

значения амплитуд изменяются по отношению к значению ka синфазно, в то время как 

раньше (при φ=π/2) они изменялись противофазно. 
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Рис. 42  

Зависимость от ka амплитуды средней точки ДР (для φ=π/2) – кружки и 

квадраты и амплитуды ДР на дифракционных конусах (для φ=π/4) – сплошная 

линия и пунктир. По горизонтальной оси отложены значения ka, по вертикаль-

ной – амплитуда ДР на разных поляризациях и отношения амплитуд (треуголь-

ники и серая линия).  

Рассмотрим зависимость от ka частного ka/π (рис. 43).  

 

 

Рис. 43  

Зависимость ka/π (вертикальная ось координат) от ka (горизонтальная ось 

координат). Целые нечетные значения величины ka/π соответствуют макси-

мальной «резонансности» пластины, целые четные – минимальной. Белые 

кружки приблизительно соответствуют максимумам амплитуды средней точки  

(см. рис. 42), черные – минимумам.  

Сравнивая рис. 43 с рис. 42 , можно видеть, что целые нечетные значения этой величи-

ны ka/π=1, 3,… соответствуют максимальной «резонансности» пластины, четные целые 

четные значения ka/π=2, 4,…  соответствуют минимальной «резонансности» пластины.  

Резонансные максимумы: ka= π, 3π, 5π, 7π, 9π,… ≈ 4, 10, 16, 22, 28,… 

Резонансные минимумы: ka= 2π, 4π, 6π, 8π, 10π,…≈ 6, 8, 12, 14, 18, 19, 25, 30,… 
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Расстояния как между пиками, так и между впадинами соответствуют соотношению 

Δka=2π, где a – характерный размер. Отсюда следует Δa=2π/k=λ, или a=2π/(Δk)=Δλ.  

По той же методике было обработано решение для плоского углового сектора (Прило-

жение 4). В задаче дифракции на плоском угловом секторе было исследовано соотноше-

ние между значениями модуля рассеянного поля при возбуждении двумя оргтогональны-

ми поляризациями. Строгие результаты, полученные из работы [16] при помощи ручной 

оцифровки, сравнивались с эвристическими формулами для случаев отсутствия и наличия 

модификации (167). Результаты расчета показаны на рис. 44. 

 

 
Рис. 44  

Кривые для модуля численного решения при разных поляризациях падаю-

щего поля, ручная оцифровка. По горизонтальной оси отложены значения φ, по 

вертикали – модули поляризаций. Кривая с кружками – модуль отношения по-

ляризаций.  

На рис. 44 сплошной и штриховой линиями показаны зависимости amplred(φ) и am-

plblue(φ), аналогичные таким же зависимостям для плоского многоугольника (квадрата) и 

пересчитанные по той же методике (357) – (360). Кружками показана зависимость 

1*(amplblue(φ)/amplred(φ)). 

Сравнение частных от деления для эвристических решений показано на рис. 45.  

На рис. 45 (а), (б) показаны нескорректированное эвристическое решение в приближе-

нии МЭКТ (а) и скорректированное эвристическое решение в приближении ММЭКТ (б). 

Черные сплошная и штриховая кривая соответствуют мощности диаграммы рассеяния по-

ля, у которого вектор Е падающей волны лежит в плоскости падения или перпендикуля-

рен ей. Серыми кривыми показаны отношения между поляризациями. Очень важно, что в 

эвристическом решении сотношение между поляризациями для плоского сектора– такое 

же, как у многоугольника. Это означает правильность выбранной нами стратегии иссле-

дования поля, рассеянного многоугольником. 
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(а) 

 

 

(б) 

 

Рис. 45 (а) и (б). 

Сравнение результатов строгого и эвристического расчета для идеально прово-

дящего плоского углового сектора. По горизонтальной оси отложены значения 

φ, по вертикальной – модуль диаграммы рассеяния. На графиках:  

(а) - нескорректированные значения МЭКТ;  

(б) - скорректированные значения ММЭКТ (серая кривая отношения поляриза-

ций эвристического решения имеет отличия от кривой отношения поляризаций 

строгого решения (кружки) в окрестности сингулярностей).  

С учетом ошибок ручной оцифровки, сравнивая кривые отношений между поляризаци-

ями, можно утверждать, что применение модифицирующего множителя действительно 

улучшило соотношение между поляризациями (см. рис. 44), делая его более похожим на 

соотношение в оцифрованном решении. Это утверждение следует из того, что на рис. 45 

модифицированная кривая (серая) примерно соответствует усредненному строгому реше-

нию (кружки).  

Рассмотрим теперь решение ФО в плоскости ϑ (см. рис. 39). Сравнение эвристического 

решения ФО и численного решения показано на рис. 46. 

На рис. 46 на левых рисунках показано численное решение, на правых – эвристическое 

решение в приближении ФО, рассчитанное при помощи формул (107) – (110), (146), (164): 

0.761*amplred(ϑ) (сплошная черная кривая), 0.761*amplblue(ϑ) (черная штриховая кривая) 

и отношение между этими поляризациями, взятое с постоянным коэффициентом coeff:  

coeff *amplred(ϑ)/amplblue(ϑ) (серая кривая). Значения длины стороны ka и коэффициента 

coeff показаны на рисунках. Для упрощения представления решения на графиках мы от-

считываем угол ϑ от –180º до 180º от положительного направления оси z в плоскости XOZ, 

а не так, как это обычно принято в сферической системе координат. Заметим, что ампли-

туды поляризаций эвристического решения принимают одинаковое значение в направле-

ниях «зеркальное» и «прямо вперед (ϑ=±135º) и в направлении «прямо назад» (ϑ=45º). 

Численное решение обладает тем же свойством при ka>12. Начиная с этого размера, мож-

но условно считать квадрат «электрически большим». Такие же выводы можно сделать, 

анализируя кривые отношения поляризаций в плоскости φ (см. рис. 41). Из анализа этих 

графиков следует, что амплитуды поляризаций равны при φ=45º, φ=135º. 
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ka=2, coeff=2 
 

coeff=1 

 

ka=4, coeff=4 
 

coeff=4 

 

ka=6, coeff=10 
 

coeff=10 

Рис. 46 (а) 

Сравнение результатов численного расчета и приближения ФО. 

Диаграммы рассеяния для ka =2, 4, 6. По горизонтали отложен угол ϑ, по вер-

тикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для падающе-

го поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано значение отношения между этими 

поляризациями с множителем, обозначенным «coeff». На левых графиках – 

строгое решение, на правых – эвристические решения ФО.  
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ka=8, coeff=10 
 

coeff=10 

 

ka=10, coeff=10 
 

coeff=10 

 

ka=12, coeff=10 
 

coeff=10 

Рис. 46 (б) 

Сравнение результатов численного расчета и приближения ФО. 

Диаграммы рассеяния для ka =8, 10, 12. По горизонтали отложен угол ϑ, по 

вертикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для пада-

ющего поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано значение отношения между этими 

поляризациями с множителем, обозначенным «coeff». На левых графиках – 

строгое решение, на правых – эвристические решения ФО.  
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ka=30, coeff=100 
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ka=40, coeff=200 
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Рис. 46 (в) 

Сравнение результатов численного расчета и приближения ФО. 

Диаграммы рассеяния для ka =20, 30, 40. По горизонтали отложен угол ϑ, по 

вертикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для пада-

ющего поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано значение отношения между этими 

поляризациями с множителем, обозначенным «coeff». На левых графиках – 

строгое решение, на правых – эвристические решения ФО.  
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ka=50, coeff=300 

 

coeff=300 

 

ka=60, coeff=500 

 

coeff=500 

Рис. 46 (г) 

Сравнение результатов численного расчета и приближения ФО. 

Диаграммы рассеяния для ka =50, 60. По горизонтали отложен угол ϑ, по вер-

тикали – амплитуда поля. Сплошной черной кривой показана ДР для падающе-

го поля, вектор Е которого расположен в плоскости падения, пунктирной – 

перпендикулярен. Серой кривой показано значение отношения между этими 

поляризациями с множителем, обозначенным «coeff». На левых графиках – 

строгое решение, на правых – эвристические решения ФО.  

Равенство поляризаций как для численных, так и для эвристических решений характе-

ризует отсутствие дополнительного влияния вершин в указанных направлениях, соответ-

ствующих постоянному значению фазы (243) на кромке или на плоскости рассеивателя. 

Осцилляции кривых отношения поляризаций численного решения в направлении зад-

ней полусферы рассеяния можно объяснить возмущением диаграммы рассеяния вершин-

ными волнами. Они изменяют амплитуду на низких уровнях сигнала. Для подробного 

изучения этого эффекта нужно иметь численное решение эталонной задачи дифракции на 

плоском угловом секторе.  
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Выводы.  

В данном разделе рассмотрены эвристические решения задачи дифракции на идеально 

проводящем квадрате с разными величинами длины стороны ka в приближениях МЭКТ, 

МЭКТ-ФО и ФО. Эти решения сравнивали со строгим численным решением. 

Отличие подхода ФО заключается в том, что в нем не учитывают взаимное положение 

кромки и направляющего вектора падающей волны. Подходы МЭКТ и МЭКТ-ФО учиты-

вают взаимное положение кромки и падающей волны, поскольку основаны на двумерных 

решениях, рассматривающих нормальное и наклонное падение волны на кромку. Подход 

МЭКТ учитывает возмущение поля вблизи кромки, а подход МЭКТ-ФО – нет. 

Комбинирование решений, построенных в рамках этих подходов, дает возможность 

строить большое разнообразие эвристических формул. Сравнение разнообразных эври-

стических формул со строгим решением дает возможность понять, какое именно явление 

определяет характеристики процесса дифракции. 

Отношение между поляризациями может быть правильно описано при помощи ФО, но 

лишь в направлении «прямо вперед». В направлении «прямо назад» лучше работает МКВ 

и одна из его модификаций – МЭКТ. 

В рассмотренных нами частных случаях численное решение показывает равенство по-

ляризаций на дифракционных конусах. Пока что нет оснований утверждать, что это будет 

выполняться для всех геометрий задачи. Тем не менее, в данном случае значение отноше-

ния поляризаций представляет собой важный инвариант, который очень полезно прове-

рять при построении эвристических решений.  

Как стало ясно из исследования процесса дифракции на плоском угловом секторе, учет 

влияния возмущения поля, продольного по отношению к кромке, дает в диаграмму рассе-

яния поля вклад того же порядка малости, что и остальные компоненты. Поэтому с науч-

ной точки зрения продольную дифракцию нужно обязательно описать и учитывать при 

построении эвристических решений. Однако с практической точки зрения применение 

модифицирующих коэффициентов имеет смысл тогда, когда необходима «тонкая 

настройка» решения. Изменение формы и положения рассеивателя, а также его резонансы 

оказывают более грубое влияние на рассеянный сигнал.  

Исследуя отраженный сигнал в зоне резонансов, можно сделать выводы о характерных 

размерах рассеивателя. Резонансный характер рассеяния можно попробовать применить 

для обнаружения радиолокационных целей. Существование резонансов волн, огибающих 

поверхность, известно и изучалось (в том числе при помощи ГТД и UTD) на 2D структу-

рах и дисках в работах [126 – 130]. Резонансное рассеяние упругих волн изучалось в [131]. 

Применение резонансов для радиолокационного обнаружения изучалось в [132– 135].  

Мы показали существование резонансной области у плоского многоугольника. Каче-

ственное описание может быть осуществлено при помощи ФО, МЭКТ и ММЭКТ. Если 

требуется количественное описание, следует проводить более детальный анализ, или 

найти способ обойти эту проблему при решении практической задачи. 

При повороте рассеивателя может получаться еще и несимметрия диаграммы рассеяния 

относительно точки φ=π. Построение аналитического решения для любой задачи дифрак-

ции является проблемой, трудоемкость которой зависит от заданной точности. Для целей 

некоторых практических задач точность приближения ФО или МЭКТ вполне достаточна. 
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Для других задач нужно применять уточнения. Иногда предпочтительнее применять чис-

ленные решения, все зависит от целей практической задачи. 

Резонансные свойства плоского рассеивателя имеют гораздо большее влияние на ДН, 

чем применение модифицирующего множителя с целью учета продольного возмущения 

поля. Для очень маленьких рассеивателей форма и пространственная ориентация не ока-

зывают влияния на ДН. Расчеты для идеально проводящих рассеивателей сравнительно 

небольшого размера не позволяют установить, существует ли верхняя граница проявле-

ний резонансных свойств, и если существует, то какое именно значение ka ей соответ-

ствует. Разумно предположить, что граничные условия на поверхности рассеивателя вли-

яют на величину резонансов и положение границы проявления резонансных свойств.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

В данной диссертации предложен ряд подходов, позволяющих получить новые эври-

стические решения в теории дифракции электромагнитных волн и других типов волн. 

Диссертация основана на физическом (в отличие от строгого математического) подхода к 

теории дифракции. Эвристические решения, основанные на физических подходах, менее 

строги, но более просты и понятны.  

Эвристические решения нуждаются в верификации, т.е. проверке при помощи более 

строгих решений. В отличие от инженерных формул, которые представляют собой лишь 

более простую запись строгого решения и пригодны только для одного верификационного 

решения, эвристические решения можно построить даже для тех задач, для которых вери-

фикационные решения пока отсутствуют. Конечно, нужно четко осознавать, что в таком 

подходе есть доля риска, поскольку точность эвристического решения может гарантиро-

вать только верификация. 

Метод обобщенного эйконала (Глава 1) позволяет получать новые двумерные решения 

на кромках, в том числе – на кромках с размерным параметром. МОЭ основан на инте-

гральном представлении решения, представляющем собой обобщение интегрального 

представление Зоммерфельда для решения задачи дифракции на клине. 

На основе МОЭ построены интегральные представления решения задачи дифракции на 

полупластине и усеченном клине (Глава 2). Из этих решений выделены функции (речь 

идет о функциях pN (106) для клина и аналогичных функциях для рассеивателей другой 

формы), позволяющие уточнять известные решения задач дифракции на двумерных рас-

сеивателях другой формы (например, состоящие из нескольких полуплоскостей), у кото-

рых вершины расположены в тех же точках. 

Разработан ряд новых подходов к применению двумерных решений теории дифракции 

при решении трехмерных задач (Глава 3). Предложен способ использования имеющихся 

решений на прямолинейных отрезках, из которых состоит огибающая двумерного рассеи-

вателя. Такие решения можно напрямую использовать в трехмерных задачах, если под-

ставить в имеющиеся аналитические выражения найденные из геометрических соображе-

ний величины угловых переменных, которые могут принимать в том числе комплексные 

значения. Исследованы свойства строгого в приближении физической оптики решения на 

плоском многоугольном рассевателе (п. 3.2.1, Приложение 1), которое можно использо-

вать при решении трехмерных задач дифракции. 

Получено (Глава 4) эвристическое решение задачи дифракции на идеально проводящем 

плоском угловом секторе. За основу берется решение в приближении ФО, затем оно уточ-

няется до решения в приближении МЭКТ. На последнем этапе решение МЭКТ уточняется 

до модифицированного МЭКТ (ММЭКТ). Решение ММЭКТ обладает такой же простотой 

как ФО, но по точности приближается к строгому решению ближе, чем все известные эв-

ристические методы, в том числе – ГТД и ФТД (МКВ). При построении решения МЭКТ 

было примененно решение на условной кромке (МЭКТУК) (п.4.2.2, Приложение 3), поз-

воляющее избежать интегрирования эквивалентных контурных токов вдоль кромки.  

Предложен (Глава 5) способ получения эвристических решений для тел с неидеальны-

ми граничными условиями, основанный на применении коэффициентов отражения и про-
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хождения, характеризующих взаимодействие волны с плоской безграничной поверхно-

стью.  

Разработан (Глава 6) новый метод физической теории дифракции – метод базовых ком-

понентов (МБК). Метод предназначен для получения эвристических решений двумерных 

и трехмерных задач дифракции и по сравнению с известными методами ГТД и МКВ поз-

воляет строить простые по форме, но точные аналитические формулы, которые имеют яс-

ный физический смысл и отличаются повышенной точностью, а также автономностью от 

вычислителя двумерных решений. В МБК эвристические аналитические формулы строят 

на основе численного решения. На первом этапе выдвигают гипотезу (одну или несколь-

ко) о поведении поля и строят на ее основе эвристические формулы. На втором этапе ве-

рифицируют эвристические формулы при помощи численного решения. Та гипотеза, ко-

торая дает наилучшее совпадение с верификационным решением, считается наиболее пра-

вильной. Этот подход позволяет не только получить аналитические формулы, более про-

стые и поэтому более понятные и быстродействующие, чем формулы строгого аналитиче-

ского решения, но и сделать это за более короткие сроки. Свойства формул МБК дают но-

вые возможности как для решения практических задач (точность, автономность), так и для 

исследования процесса дифракции (физичность). 

Некоторые подходы, предложенные в данной диссертации, являются строгими с мате-

матической точки зрения. Это относится к интегральному представлению в МОЭ (п.1.1) и 

к способу использования двумерных решений в трехмерных задачах, в котором применя-

ются комплексные углы (п.3.1). Другие (эвристические) подходы, предлагаемые в данной 

диссертации, в отличие от известных эвристических подходов (ГТД и ФТД) не нуждаются 

в наличии строгих двумерных решений, а сами прогнозируют поведение строгих реше-

ний. Это относится к функциям pN в МОЭ (п.2.2.2), к ММЭКТ (п.4.3) и к методу ОДК 

(Глава 5).  

Скажем несколько слов об общих принципах, лежащих в основе подходов, предложен-

ных в данной диссертации.  

При построении новых эвристических подходов мы не ищем новые математически 

строгие аналитические решения, а находим наиболее рациональные способы использова-

ния существующих решений меньшей размерности (более простых) в задачах большей 

размерности (более сложных) науки и техники. (См. также в Приложении 8 текст между 

формулами (178) и (179)). 

Влияние различных факторов (формы кромки, вершин, граничных условий) сформули-

ровано в виде простых множителей. Предполагается, что добавление их к физоптическому 

решению существенно повысит точность решения. Справедливость этого предположения 

подтверждает верификация, проведенная для отдельных двумерных и трехмерных задач. 

Список этих задач включает в себя: дифракция на двумерной кромке в виде полупластины 

или усеченного клина; дифракция на плоском угловом секторе; дифракция на импеданс-

ном клине; дифракция упругой волны на плоском многоугольном рассеивателе.  

Получение новых решений – важная вещь, но не менее важно уметь их применять для 

решения научных и технических задач. Можно сказать, что мы улучшаем приближение 

физической оптики, которое пользуется большой популярностью в связи с описанными 

выше проблемами строгих аналитических или численных решений: (а) отсутствуют по 
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разным причинам (нет аналитических формул, проклятие размерности и т.п.); (б) слож-

ные; (в) применение требует наличия программных пакетов и квалифицированных со-

трудников, способных работать с этими пакетами; д) могут быть и другие причины, 

например, быстродействие и т.п..  

В других случаях мы строим эвристические формулы для еще нерешенных проблем. 

Например, при попытке дополнить аналитическое решение на плоском угловом секторе 

«толщинкой» или неидеальными граничными условиями возникают серьезные проблемы. 

В эвристических решениях такие проблемы решаются относительно просто. Наш подход 

позволяет строить решение в виде произведения сомножителей, каждый из которых имеет 

физический смысл, т.е формулы позволяют осуществить разделение переменных. Это го-

ворит о физичности нашего решения.  

В диссертации описаны разнообразные методы построения эвристических формул, и 

каждый из них проверен на каком-либо отдельном частном случае. С целью тщательной 

отладки эвристических формул, требуемых для решения практической задачи с заданной 

точностью, необходимо иметь специализированный программный пакет для получения 

численного решения с возможностью влиять на численную постановку задачи и вводить в 

ее среду эвристических формул. По сравнению с другими программами по получению 

численного решения специализированный программный пакет должен иметь расширен-

ные возможности по изучению характеристик процесса дифракции, важных для получе-

ния эвристических решений. В частности, специализированный пакет должен иметь воз-

можность получать решения, соответствующие эвристическим подходам (например, ФО), 

а также рассчитывать эталонные решения на бесконечных и полубесконечных структурах. 

Не очень внимательному читателю данной диссертации можнт показаться, что автор 

призывает отказаться от строгих решений в пользу эвристических. Это отнюдь не так. 

Строгие аналитические решения следует изучать, получать и применять везде, где это 

возможно. Но если существует возможность преодолеть какие-то трудности при помощи 

эвристических решений, то от такого средства решения задачи отказываться тоже не сле-

дует.  

Представляется перспективным развивать методы, предложенные в данной диссерта-

ции, в направлении получения решений, учитывающих влияние вершин [16, 165], гранич-

ных условий [73, 74, 136, 172, 173] и уточнения известных решений, полученных при по-

мощи метода физической оптики [124 – 125, 174]. При получении эвристических формул 

можно применять как аналитические, так и численные решения [137 – 140]. 

 

Таким образом, в рамках диссертационной работы получены следующие новые науч-

ные результаты.  

 

1. Разработан метод обобщенного эйконала (МОЭ) – новый метод аналитического реше-

ния задач дифракции на двумерном полубесконечном рассеивателе с идеально проводя-

щей линейно ломаной границей. Решение для рассеянного поля ищется на замкнутой 

плоской кривой, которая строится при помощи теории конформных отображений. Форма 

кривой определяется формой рассеивателя.  
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2. Получено в общем интегральное представление аналитического решения двумерной 

задачи дифракции цилиндрической и плоской волн для класса рассеивателей, который 

включает в себя полубесконечные рассеиватели с идеально проводящей линейно ломаной 

границей (в том числе – рассеиватели, имеющие размерный параметр). 

Интегральное представление решения для рассеянного поля получено в виде суммы 

интегралов по отрезкам замкнутого контура в плоскости комплексной переменной. 

Подынтегральная функция представляет собой функцию поля возбуждения в обобщенном 

виде, которая получается путем введения дополнительной радиальной переменной в пер-

вичную функцию поля возбуждения. Обобщенная функция поля возбуждения удовлетво-

ряет волновому уравнению Гельмгольца в первичной двумерной области (при фиксации 

вспомогательной радиальной переменной) и является аналитической во вспомогательной 

области (при фиксации первичной радиальной переменной). При помощи метода перевала 

выражения для строгого интегрального представления получены в общем виде прибли-

женные выражения, справедливые во всем диапазоне углов, в том числе - вблизи границы 

«свет - тень». Для случая дифракции плоской волны на клине эти выражения совпадают с 

известными. Показано, что для полубесконечного рассеивателя клиновидной формы (в 

том числе - для бесконечно тонкой полуплоскости) новое интегральное представление 

совпадает с известным. 

 

3. Получены при помощи МОЭ новые эвристические аналитические решения задач ди-

фракции плоской электромагнитной волны на полупластине и усеченном клине, справед-

ливые при стремлении к нулю размерного параметра (т.е. при малых размерах торца по-

лупластины и торца усеченного клина). Те же решения получены при помощи метода по-

следовательных дифракций. Сравнение решений, полученных разными эвристическими 

методами, показало хорошее совпадение результатов как на выделенной замкнутой кри-

вой вблизи рассеивателя, так и в дальней зоне. 

 

4. Рассмотрены принципы применения при решении трехмерных задач двумерных реше-

ний для нормального и наклонного падения на полубесконечную кромку. Предложен спо-

соб применения в трехмерных задачах дифракции имеющихся двумерных аналитических 

решений для интегралов по элементарным полоскам при помощи подстановки специаль-

ных угловых параметров – «комплексных углов». Преимущество такого подхода состоит в 

том, что при использовании уже имеющихся решений не требуется заново проводить ин-

тегрирование по элементарным полоскам.  

 

5. Введено понятие «условной кромки», позволяющей применять двумерные решения при 

построении аналитических решений трехмерных дифракционных задач без непосред-

ственного интегрирования по элементарным полоскам. Точность получающихся при этом 

результатов соответствует точности метода эквивалентных контурных токов. 

 

6. Разработан способ повышения точности решений задач дифракции на многогранниках 

при помощи метода эквивалентных контурных токов и корректирующих коэффициентов, 
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связанных со строгими и физоптическими дифракционными решениями двумерной зада-

чи дифракции для случая нормального падения на кромку. 

 

7. Путем модификации решения МЭКТ при помощи корректирующих амплитудных ко-

эффициентов разработан подход к получению уточненного аналитического эвристическо-

го решения для дифракции на плоском угловом секторе (решение ММЭКТ). Эффектив-

ность предложенного подхода продемонстрирована при помощи сравнения уточненного 

решения со строгим решением, взятым из имеющихся в литературе данных. 

 

8. На основе объединения элементов теории дифракции, теории распространения волн и 

теории антенн построена детерминированная теория распространения радиоволн в усло-

виях городской застройки. Этот подход позволяет при решении сложных задач дифракции 

на объектах большого размера сократить объем вычислений с одновременным увеличени-

ем точности расчетов.  

 

9. На основе дифракционного коэффициента в приближении ФО и обобщенного дифрак-

ционного коэффициента (ОДК) получена функция полупрозрачности, позволяющая стро-

ить эвристические решения задач дифракции волновых полей произвольной физической 

природы на рассеивателях с неидеальными граничными условиями. Формулы дифракци-

онных коэффициентов так же просты, как формулы приближения физической оптики, 

причем не требуют решения двумерных задач, а используют лишь «одномерные» решения 

для значений коэффициентов отражения и прохождения при взаимодействии волны с без-

граничной плоской поверхностью.  

 

10. Разработан метод базовых компонентов (МБК), позволяющий получать эвристические 

решения двумерных и трехмерных задач дифракции. По сравнению с известными эври-

стическими методами ГТД и МКВ новый метод имеет ряд преимуществ, к которым отно-

сятся повышенная точность, универсальность, автономность и физичность.  

 

11. Разработан способ получения эвристического решения задачи дифракции упругой 

волны, основанный на новых методах теории дифракции, предложенных в данной диссер-

тации: МОЭ, ММЭКТ, ОДК. Для получения решения во временной области дифракцион-

ные коэффициенты, полученные в частотной области, были преобразованы при помощи 

преобразований Фурье. Сравнение с численным решением показало эффективность пред-

ложенных подходов. 
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