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Введение

Интенсивные исследования в области магнитных материалов и, в особен­
ности, микро- и наномагнитных структур в последние годы позволили получить
интересные и важные научные результаты, которые легли в основу такого науч­
ного направления, как спинтроника. Спинтроника - это бурно развивающаяся
область электроники, в которой, в частности, используются процессы переноса
магнитного момента или спина электрическим током в структурах, содержащих
магнитные материалы. Перенос спина также может осуществляться с помощью
магнонов, или спиновых волн в магнитных металлах и диэлектриках. В связи с
этим выросло новое научное направление - магноника. Магноника - это область
спинтроники или в более общем смысле электроники, изучающее физические
свойства магнитных микро- и наноструктур, свойства распространяющихся спи­
новых волн, а также возможностей применения спиновых волн для построения
элементной базы приборов обработки, передачи и хранения информации на но­
вых физических принципах [1—6].

Бурному росту числа исследований свойств магнонов в последнее деся­
тилетие способствовало несколько причин: появление новых технологий, обес­
печивающих возможность взаимодействия с магнонами на наномасштабах; от­
крытие ряда физических явлений, таких как эффект спиновой накачки (Spin
Pumping) [7] и эффект переноса спинового момента (Spin Transfer Torque) [8];
необходимость создания альтернативы КМОП технологии, достигшей на дан­
ный момент фундаментальных ограничений. Использование магнонного подхо­
да (передача и обработка данных с помощью магнонов) [2] в спинтронике (кото­
рая изучает переносимые электронами спиновые токи) создало новую область
физики — магнонная спинтроника [1]. Это создало следующие преимущества:

– Магноны позволяют передавать и обрабатывать спиновую информацию
без движения каких либо действительных частиц, таких как электроны,
и следовательно без джоулевых потерь.

– Длина свободного пробега магнонов обычно на несколько порядков
больше чем длина диффузии спинов.

– Волновая природа спиновых волн и их нелинейные свойства обеспечива­
ют возможность применения более эффективных подходов к обработке
данных.
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В данной диссертации представлены результаты исследования, которые
можно сгруппировать следующим образом:

1. Распространение магнитостатических спиновых волн в периодических
магнитных структурах

2. Распространение акустических и магнитостатических спиновых волн в
неоднородных непериодических волноведущих структурах

Исследование спиновых волн, распространяющихся в магнонных кристал­
лах (МК) [9; 10], которые являются магнитными аналогами фотонных кристал­
лов [11], стало в последние десятилетия одной из наиболее динамично разви­
вающейся областей магнетизма. В качестве простейшего примера МК можно
представить структуру состоящую из множества слоев двух ферромагнитных
материалов, чередующихся в пространстве. В дисперсионной картине волны,
распространяющейся в такой структуре, появятся запрещенные зоны, определя­
емые условием Брэгга 𝑘 = π𝑛/𝛬, где 𝑘 это волновое число, а 𝛬 это период струк­
туры. Эти запрещенные зоны, аналогичны фотонным в фотонных кристаллах,
зависят от материалов и геометрии конкретного образца, однако, в отличие от
фотонных аналогов, магнонные запрещенные зоны могут управляться внеш­
ним магнитным полем [12; 13], обеспечивая возможность отстройки по часто­
те в таких перестраиваемых устройствах, как линии задержки или частотные
фильтры [2]. Экспериментальные данные также подтверждают образование за­
прещенных зон в различных одномерных МК: образованных микроструктри­
рованием ферромагнитной пленки [14]; состоящих из отстоящих друг от друга
ферромагнитных полосок [15]; состоящих из двух различных ферромагнитных
полосок, чередующихся в пространстве, также называемыми бикомпонентны­
ми МК [16; 17]. Эти свойства магнонных кристаллов привели к интенсивному
исследованию МК различных конфигураций. В ранних работах рассматрива­
лись спиновые волны в одномерных МК с маленьким магнитным контрастом,
то есть |𝑀𝑠1−𝑀𝑠2|/𝑀𝑠1 ≪ 1, где 𝑀𝑠1, 𝑀𝑠2 это намагниченности насыщения ма­
териалов. Решение было получено для обратных объемных магнитостатических
волн с периодическими обменными граничными условиями[10]. В дисперсион­
ной картине проявлялись ярко выраженные запрещенные зоны, что привело к
продолжению исследования МК различных видов с разнообразной конфигура­
цией разными методами [12].

Важной особенностью спиновых волн является их невзаимность. Напри­
мер, поверхностные магнитостатические спиновые волны распространяющиеся
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в касательно намагниченной ферромагнитной пленке в противоположных на­
правлениях локализованы вблизи противоположных поверхностей этой пленки.
Благодаря этому, введение асимметричных граничных условий (например до­
бавление металлизации) приводит к асимметричности дисперсионных картин
спиновых волн в таких структурах [18]. Другим проявлением свойства невза­
имности, являются выделенные направления при рассеивании спиновых волн
на включениях, что в свою очередь приводит к возникновению краевых враща­
тельных состояний в периодических структурах. Причем, направление враще­
ния меняется на противоположное при смене направления внешнего магнитного
поля.

Другим направлением представленного исследования является изучение
распространения спиновых волн в узких нерегулярных волноводущих структу­
рах. Последние успехи в области изучения устройств магнонной логики [1—3;
6; 19; 20] продемонстрировали возможность их развития в качестве потенциаль­
ного конкурента привычным электронным устройствам с КМОП схемотехни­
кой. Использование магнонов вместо электронов существенно снижает потери и
обеспечивает перестраиваемость устройств. На данный момент прототипы маг­
нонных логических вентилей представляют собой соединения интерферометров
спиновых волн [2; 4; 5; 21—24]. Управление интерференцией спиновых волн от­
крывает новые перспективы спинволновой архитектуры логических устройств.
Однако на данный момент не существует подробной теории, описывающей рас­
пространение спиновых волн в таких структурах, особенно на наномасштабах,
где существенную роль играют размерные эффекты. А именно, для описания
таких структур и дальнейшего их использования в наноразмерных устройствах
магнонной логики, важно решить две основные проблемы: учесть многомодо­
вое распространение спиновых волн и нерегулярность волноводов. Результаты
исследований в этом направлении также представлены в данной диссертации.

Целью данной работы является исследование невзаимных и резонансных
эффектов при распространении спиновых волн в неоднородных ферромагнит­
ных структурах, а также резонансных эффектов при распространении поверх­
ностных акустических волн в неоднородных структурах с акустическими мета­
материалами.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:
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1. Исследовать распространение прямых объемных магнитостатических
спиновых волн в нормально намагниченных двумерных магнонных кри­
сталлах

2. Исследовать распространение поверхностных магнитостатических спи­
новых волн в касательно намагниченных магнонных кристаллах

3. Исследовать свойства поверхностных магнитостатических спиновых
волн в одномерных магнонных кристаллах конечной длины

4. Исследовать распространение поверхностных акустических волн Лява
в нерегулярных слоистых структурах, содержащих акустические мета­
материалы

5. Исследовать распространение поверхностных магнитостатических спи­
новых волн в пространственно ограниченных ферромагнитных волно­
водах переменной ширины

Научная новизна работы заключается в получении следующих новых
научных результатов:

1. С помощью разработанной математической модели, описывающей рас­
пространение прямых объемных магнитостатических спиновых волн в
нормально намагниченных двумерных магнонных кристаллах, обнару­
жено возникновение краевых вращательных состояний в таких струк­
турах

2. Исследован процесс распространения поверхностных магнитостатиче­
ских спиновых волн в касательно намагниченных магнонных кристал­
лах разных видов с учетом полного спектра спиновых волн в магнонном
кристалле, что позволило точно решить задачу о рассеянии спиновых
волн на неоднородности волновода

3. Разработана методика аналитического исследования характеристик
распространения поверхностных магнитостатических спиновых волн в
одномерных магнонных кристаллах конечной длины, с помощью кото­
рой было показано, что зонная структура дисперсии спиновых волн
проявляется уже на нескольких периодах

4. Разработана математическая модель, описывающая распространение
поверхностных акустических волн Лява в слоистой структуре, содержа­
щей верхний упругий слой переменной толщины и подложку из акусти­
ческого метаматериала, на основе которой была продемонстрирована
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возможность эффективного пространственного разделения по частоте
волн в таких структурах

5. Исследовано распространения поверхностных магнитостатических спи­
новых волн в пространственно ограниченных неоднородных ферромаг­
нитных волноводах, что показало, что режим распространения волн
является существенно многомодовым, причем перекачка энергии меж­
ду модами может существенно влиять на характер распространения
волн в таких структурах (перекачка более половины энергии моды)

Теоретическая и практическая значимость работы В ходе выпол­
нения работ, результаты которых представлены в данной диссертации, были
исследованы периодические магнитные структуры, как “бесконечные”, так и ко­
нечной длины. При исследовании свойств спиновых волн, распространяющих­
ся в таких структурах, было показано, что на этой базе можно создать ряд
устройств обработки сигналов на принципах магнонной логики, которые будут
существенно отличаться от устройств привычной электроники, в частности, низ­
ким энергопотреблением, перестраиваемостью по внешнему магнитному полю,
наличием эффекта невзаимности, более высоким рабочим диапазоном частот
и др. Но с другой стороны, для создания полноценной компонетной базы на
принципах магноники, нужно описать и принцип соединения простейших логи­
ческих вентилей в целые логические устройства. На данный момент предполага­
ется делать это с помощью узких нерегулярных ферромагнитных волноводов,
которые также были исследованы в представленной работе. Таким образом,
разработанная теория и полученные с её помощью результаты находятся на
передовом крае магноники.

Mетодология и методы исследования. В ходе представленной работы
была разработана комплексная математическая модель, описывающая распро­
странение магнитостатических спиновых и акустических волн в неоднородных
структурах на базе уже существующих аналитических методов (метод много­
кратного рассеяния, метод разложения по плоским волнам, метод матриц пере­
дачи, метод сечений) и микромагнитного моделирования (пакет Nmag на основе
метода конечных элементов), с существенной их переработкой для учета особен­
ностей гиротропных сред, которыми являются все рассматриваемые магнетики,
конкретных геометрических параметров структур и граничных условий. Чис­
ленные результаты получены с помощью специально созданных автором пакета
программ, написанных на языках 𝐶, 𝑃𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛 с использованием библиотек для
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работы с линейной алгеброй, решения систем дифференциальных уравнений и
др.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. В нормально намагниченных двумерных магнонных кристаллах при

распространении в них спиновых волн возникают краевые вращатель­
ные состояния - краевые магноны

2. В одномерных касательно намагниченных магнонных кристаллах рас­
пространение поверхностных магнитостатических волн является невза­
имным, а именно: дисперсионные характеристики волн, распространя­
ющихся в противоположных направлениях, различны

3. В одномерных касательно намагниченных магнонных кристаллах огра­
ниченной длины зонная структура дисперсии поверхностных магнито­
статических спиновых волн проявляется уже на нескольких периодах
кристалла

4. В слоистой структуре, содержащей верхний упругий слой переменной
толщины и подложку из акустического метаматериала, поверхностные
акустические волны Лява, излучающиеся в объем подложки вследствие
неоднородности волновода, оказываются пространственно разделенны­
ми по частотам

5. Многомодовость распространения поверхностных магнитостатических
спиновых волн в ограниченных ферромагнитных волноводах приводит
к перекачке мощности переносимой модами волны, а именно: к пере­
качке более половины мощности волны между низшими модами волны

Достоверность полученных результатов подтверждается
– использованием в качестве основы, уже примененных в другой области

аналитических и численных методов
– сравнением и совпадением отдельных результатов, полученных разны­

ми методами (аналитическими, численными и экспериментальными)
между собой

– подтверждением полученных автором результатов другими научными
группами и ссылками на работы автора

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на 23
российских и международных конференциях:

IEEE International Ultrasonics Symposium (Dresden, Germany, 2012),
Days on Diffraction (Санкт-Петербург, 2012), 9-ый, 10-ый, 11-ый и 12-ый
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Молодежный конкурс имени Ивана Анисимкина (Москва, 2012, 2013, 2014,
2015), International Symposium on Spin Waves 2013, 2015 (Санкт-Петербург
2013, 2015), 57-ая, 58-ая и 59-ая научная коференция МФТИ (Долгопруд­
ный, 2014, 2015, 2016), Нанофизика и Наноэлектроника XVIII, XIX и XXI
международный симпозиум (Нижний Новгород, 2014, 2015, 2017), Annual
Conference on Magnetism and Magnetic Materials MMM (Honolulu, USA, 2014),
Moscow International Symposium on Magnetism MISM (Москва, 2014), IEEE
International magnetic conference INTERMAG (Dresden, Germany, 2014), IEEE
International Conference on Microwave Magnetics ICMM (Sendai, Japan, 2014),
International Workshop "Brillouin and Microwave Spectroscopy of Magnetic
Micro- and Nanostructures – BrilMics"(Саратов, 2014), Joint Magnetism and
Magnetic Materials - INTERMAG Conference (San Diego, USA, 2016), Sol­
SkyMag International Conference on Magnetism and Spintronics(San -Sebastian,
Spain, 2016), IUMRS-ICEM International Conference on Electronic Materials
(Singapore, 2016), EASTMAG-2016.VI Euro-Asian Symposium "Trends in
MAGnetism"(Красноярск, 2016).

Личный вклад. Все работы по теме диссертации выполнены Каляби­
ным Д.В. в соавторстве с Никитовым С.А., Лисенковым И.В., Осокиным С.А.,
Урманчеевым Р.В., Садовниковым А.В., Бегининым Е.Н., Шараевским Ю.П.

Автор, совместно с вышеперечисленными коллегами, разработал аналити­
ческую теорию и создал программы численного счета для описания распро­
странения магнитостатических спиновых и акустических волн в разного ро­
да периодических и нерегулярных структурах. А именно, были рассмотрены
магнонные кристаллы, акустические метаматериалы, ферромагнитные и аку­
стические волноведущие структуры с плавно меняющимися параметрами. На
основании созданных автором теорий и математических моделей, а с также
с помощью предложенных подходов, было проведено всесторонние исследова­
ние распространения волн в таких периодических и нерегулярных волноводах
(исследование модового состава, получение дисперсионной картины, построе­
ние распределения поля волны, оценка коэффициента пропускания и величины
связи мод).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 5
публикациях в журналах, вошедших в Перечень изданий, рекомендованный
ВАК, в 5 публикациях в зарубежных рецензируемых журналах, входящих в
Международные реферативные базы данных и системы цитирования Scopus
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и Web of Science, в 9 публикаций в трудах международных конференций и в
патенте РФ.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх
глав, заключения . Полный объём диссертации составляет 114 страниц, включая
38 рисунков . Список литературы содержит 149 наименований.
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Глава 1. Обзор литературы и основные определения

1.1 Магнитостатические спиновые волны

1.1.1 Магнитостатическое приближение

В спектре однородных плоских волн в неограниченном ферромагнетике
возникают “медленные” ветви с малыми фазовой и групповой скоростями и
сильной зависимостью их от постоянного магнитного поля [25]. Подобные ветви
есть и в спектрах волн в волноводах, содержащих ферромагнетики. Для этих
медленных волн выполняется условие:

𝑘 ≫ 𝑘0 ≡ ω/𝑐 (1.1)

Используя это условие, можно в нулевом приближении преобразовать
уравнения Максвелла в виде:

∇ · 𝐵⃗ = 0, ∇× 𝐻⃗ = 0 (1.2)

Так как ∇ × 𝐻⃗ = 0, то описать поле 𝐻⃗ можно с помощью одного лишь
скаляраϕ, магнитостатического потенциала, в виде 𝐻⃗ = −∇ϕ. При таком зада­
нии вида 𝐻⃗, второе уравнение в (1.2) выполняется автоматически. Подставляя
теперь 𝐵⃗ = µ̂ · 𝐻⃗ в первое уравнение, получим:

∇ · µ̂ · ∇ϕ = 0 (1.3)

Тензор магнитной проницаемости µ̂ это:

µ̂ =

⎡⎢⎣ µ 𝑖η 0

−𝑖η µ 0

0 0 1

⎤⎥⎦ , (1.4)

где

µ =
ω𝐻(ω𝐻 +ω𝑀)−ω2

ω2
𝐻 −ω2



14

и
η =

ω𝑀ω

ω2
𝐻 −ω2

где ω𝐻 = γ𝐻𝑒𝑓𝑓 это частота ферромагнитного резонанса, γ это гиромагнитное
отношение, ω𝑀 = 4πγ𝑀(𝑥, 𝑦), 𝑀(𝑥, 𝑦) это намагниченность насыщения.

Если считать компоненты тензора (1.4) постоянными в пространстве, то
уравнение (1.3) сводится к уравнению Уокера:

µ0(𝜕
2
𝑥 + 𝜕2

𝑦)ϕ+ 𝜕2
𝑧ϕ = 0, (1.5)

Под эффективным магнитным полем 𝐻𝑒𝑓𝑓 понимается, в общем случае,
сумма всех полей (внешнего поля, поля размагничивания, обменного поля и
т.д.). Однако, во всех задачах, рассматриваемых в данной диссертации, не рас­
сматриваются обменные эффекты, кристаллические и поверхностные анизотро­
пии и т.д. В итоге эффективное поле можно представить в виде:

𝐻⃗(𝑟⃗) = 𝐻⃗ext − 𝐻⃗dm(𝑟⃗), (1.6)

где 𝐻⃗dm(𝑟⃗) это поле размагничивания. В общем случае, поле размагничивания
может иметь сложный вид [26]. Для каждой конкретной геометрии задачи, поле
размагничивания нужно учитывать отдельно.

Граничные условия выражаются в виде равенства на границе нормаль­
ных компонент вектора 𝐵⃗, тангенциальных компонент вектора 𝐻⃗. Последнее в
случае магнетостатических спиновых волн сводится к равентсву магнитостати­
ческих потенциалов.

1.1.2 Прямые объемные магнитостатические спиновые волны

В нормально намагниченной ферромагнитной пленке возможно распро­
странение прямых объемных магнитостатических спиновых волн (ПОМСВ).
Профиль поля этих волн имеет гармонический вид внутри пленки и экспонен­
циально спадает при удалении от поверхности пленки. Существуют эти волны
в следующем диапазоне частот: ω ∈ [ω𝐻 ;

√︀
ω2

𝐻 +ω𝐻ω𝑀 ].
Дисперсионное соотношения ПОМСВ имеет следующий вид:
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ω2 = ω𝐻

[︂
ω𝐻 +

ω𝑀

1 + (π𝑛/𝑘𝑑)2

]︂
(1.7)

где 𝑛 = 1,2, . . . это номер моды.
Как видно из (1.7), свойства ПОМСВ не зависят от направления распро­

странения в пленке, а значит волна изотропна.
Профиль поля ПОМСВ имеет следующий вид для четных мод:

ϕ(𝑒)(𝑟⃗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ϕ0𝑒

𝑘𝑡𝑑/2 cos (
√
−µ𝑘𝑡𝑑/2)𝑒𝑖𝑘𝑡𝑟⃗−𝑘𝑡𝑧, 𝑧 > 𝑑/2,

ϕ0 cos (
√
−µ𝑘𝑡𝑧)𝑒𝑖𝑘𝑡𝑟⃗, −𝑑/2 < 𝑧 < 𝑑/2,

ϕ0𝑒
𝑘𝑡𝑑/2 cos (

√
−µ𝑘𝑡𝑑/2)𝑒𝑖𝑘𝑡𝑟⃗+𝑘𝑡𝑧, 𝑧 < −𝑑/2.

(1.8)

и для нечетных мод:

ϕ(𝑜)(𝑟⃗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ϕ0𝑒

𝑘𝑡𝑑/2 sin (
√
−µ𝑘𝑡𝑑/2)𝑒𝑖𝑘𝑡𝑟⃗−𝑘𝑡𝑧, 𝑧 > 𝑑/2,

ϕ0 sin (
√
−µ𝑘𝑡𝑧)𝑒𝑖𝑘𝑡𝑟⃗, −𝑑/2 < 𝑧 < 𝑑/2,

−ϕ0𝑒
𝑘𝑡𝑑/2 sin (

√
−µ𝑘𝑡𝑑/2)𝑒𝑖𝑘𝑡𝑟⃗+𝑘𝑡𝑧, 𝑧 < −𝑑/2.

(1.9)

1.1.3 Поверхностные магнитостатические спиновые волны

В касательно намагниченной ферромагнитной пленке, в зависимости от
ориентации магнитного поля и волнового вектора, возможно распространение
как объемных (когда поле и волновой вектор сонаправлены) так и поверхност­
ных (когда поле перпендикулярно волновому вектору). В данной диссертации
рассматривались только поверхностные магнитостатические спиновые волны
(ПМСВ). Их профиль поля имеет следующий вид [27]:

ϕ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ϕ0(𝑒

𝑘𝑑 + 𝑝(ν))𝑒−𝑘𝑦+𝑖ν𝑘𝑥, 𝑑 < 𝑦,

ϕ0(𝑒
𝑘𝑦 + 𝑝(ν)𝑒−𝑘𝑦)𝑒𝑖ν𝑘𝑥, −𝑑 < 𝑦 < 𝑑,

ϕ0(1 + 𝑝(ν)𝑒𝑘𝑑)𝑒𝑘𝑦+𝑖ν𝑘𝑥, 𝑦 < −𝑑.

(1.10)

где 𝑝(ν) это коэффициент смещения поля:
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𝑝(ν) =
µ− 1− νη
µ+ 1 + η

𝑒−𝑘𝑑 (1.11)

Поле ПМСВ зависит от направления распространения ν в то время как
дисперсионное уравнение - нет:

ω2 = (ω𝐻 +ω𝑀/2)2 − (ω𝑀/2)2𝑒−2𝑘𝑑 (1.12)

Граничные частоты ПМСВ могут быть найдены из (2.20) при следующих
условиях 𝑘 = 0, 𝑘 →∞:

ω𝑚𝑖𝑛 = ω(0) =
√︀
ω𝐻(ω𝐻 +ω𝑀),

ω𝑚𝑎𝑥 = ω(∞) = ω𝐻 +ω𝑀/2.
(1.13)

Видно, что верхняя граничная частота ПОМСВ соответствует нижней гра­
ничной частоте ПМСВ.

1.1.4 Невзаимность спиновых волн, распространяющихся в
магнитных структурах

Магнитостатические спиновые волны обладают важным свойством - невза­
имностью, их свойства существенным образом зависят от направления распро­
странения и магнитного поля. Это не просто анизотропные свойства волн. Рас­
смотрим подробнее возникновение этого эффекта. Ферромагнитная среда гиро­
тропна, у нее есть выделенное направление, определяемое направлением маг­
нитного поля. Рассмотрим единичный магнитный момент, прецессирующий во­
круг магнитного поля 𝐻𝑒𝑥𝑡. Если мы смотрим на плоскость, нормальную к маг­
нитному полю, и проекция магнитного момента на эту плоскость будет будет
двигать против часовой стрелки, то при смене направления магнитного поля на
противоположное, эта прецессия будет происходить по часовой стрелке. Таким
образом при смене направления магнитного поля динамика движения намагни­
ченности не может быть получена просто симметричным отображением. Для
того чтобы эффект невзаимности проявлялся при распространении спиновых
волн, необходимо пространственное ограничение волновода. Как видно из урав­
нения Уокера (1.5), в самом уравнении движения в явном виде гиротропность
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Рисунок 1 — Выделенные направления и невзаимность при распространении
магнитостатических спиновых волн

среды не проявляется. Однако, невзаимность проявляется при сшивке гранич­
ных условий, а именно при сшивке нормальной компоненты вектора магнитной
индукции 𝐵⃗. Тензор магнитной проницаемости (1.4) является асимметричным,
а значит невзаимность проявится в том случае, в котором недиагональные ком­
поненты тензора µ̂ будут входить в нормальную компоненту вектора 𝐵⃗. А имен­
но в 𝐵⃗𝑛 = (𝐵⃗ · 𝑛⃗) =

(︁
(µ̂ · 𝐻⃗) · 𝑛⃗

)︁
, где 𝑛⃗ вектор нормали к поверхности. Мак­

симальный эффект невзаимности достигается тогда, когда вектора {𝑘⃗, 𝐻⃗𝑒𝑥𝑡,𝑛⃗}
правую или левую тройку.

Яснее всего из всех рассматриваемых в данной диссертации типов магни­
тостатических спиновых волн эффект невзаимности проявляется для ПМСВ.
Согласно (2.18), ПМСВ локализованы вблизи одной из поверхности пленки,
а при смене направления распространения, поле ПМСВ будет локализовано
вблизи противоположной поверхности. Напрямую это не влияет на свойства
ПМСВ, однако, если добавить несимметричные граничные условия (например,
металлизировать верхнюю поверхность [28]), то уже благодаря этому проявится
невзаимность. Это будет использоваться в Разд. 2.2.

В геометрии ПОМСВ, внешнее магнитное поле и нормаль к поверхности
пленки оказываются коллинеарными: (𝐻⃗𝑒𝑥𝑡 · 𝑛⃗) = 0. Это означает, что в од­
нородной ферромагнитной пленке, не ограниченной в поперечных размерах,
эффект невзаимности не проявляется. Для того, чтобы его обнаружить, необ­
ходимо наличие неоднородностей в ферромагнитной пленке (например, вклю­
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чения на Рис. 1). Тогда при падении ПОМСВ на такое включение, рассеяние
будет иметь невзаимный характер, что показано в Разд. 2.1.
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1.2 Периодические и непериодические магнитные и акустические
структуры

В данной диссертации рассматривается два типа неоднородных структур:
периодические волноведущие структуры (где в пространстве с некоторым пери­
одом существенным образом меняются геометрические или материальные пара­
метры волновода) и волноведущие структуры с плавно меняющимися парамет­
рами. В периодических структурах рассматривалось два основных диапазона
по длине волн, распространяющихся в таких средах: в магнонных кристаллах
длина волны сравнима с периодом структуры, в метаматериалах длина волны
много больше периода структуры. Добавление периодической структуры в сре­
ду существенным образом влияет на процесс распространения. В частности,
появляется зонная картина дисперсии и набор запрещенных и разрешенных со­
стояний. Наличие же, пусть и плавного, изменения параметров тоже вызывает
такие эффекты как связь мод, перекачка энергии между модами, изменение
модового состава волновода.

1.2.1 Магнонные кристаллы

a)

b)
Рисунок 2 — a) Одномерный магнонный кристалл и b) и дисперсия спиновых

волн в нем [29]
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В последние десятилетия динамично развивается область магнетизма, по­
священная изучению магнонных кристаллов [29; 30], которые являются магнит­
ными аналогами фотонных кристаллов [11; 31]. Под фотонными кристаллами
понимают среду, у которой диэлектрическая проницаемость периодически меня­
ется в пространстве с периодом, допускающим брэгговскую дифракцию света.
Подобно тому, как упорядоченное расположение атомов с соответствующей кон­
фигурацией электронных оболочек в электронном кристалле, формирует зон­
ную структуру дисперсии квазичастиц (электронов), периодическая модуляция
диэлектрической проницаемости также образует запрещенные зоны в дисперси­
онной картине фотонов, распространяющихся в фотонном кристалле [32]. По­
добный подход позднее стал использоваться при рассмотрении периодических
волноведущих сред для фононов, плазмонов и магнонов. Также можно рассмот­
реть и одновременную модуляцию разных параметров (например, магнитоплаз­
монные кристаллы [33]).

Примером магнонного кристалла является структура, состоящая из двух
ферромагнитных слоев, чередующихся в пространстве (см. Рис. 2. В дисперси­
онной картине для волн, распространяющихся в такой периодической магнтной
структуре, будут образовываться зоны нераспространения, определяемые усло­
вием брэгговского резонансного отражения 𝑘 = π𝑛

Λ , где Λ это период структуры.
Положение и ширина этих запрещенных зон, как и в случае фотонных

кристаллов, зависят от материальных параметров и геометрии конкретного об­
разца, однако, отличительным свойством магнонных кристаллов является их
зависимость от внешнего параметра - внешнего магнитного поля [34—36], обес­
печивающая возможность создания перестраиваемых устройств, таких как ли­
нии задержки. Экспериментальные исследования также подтверждают образо­
вание запрещенных зон в различных одномерных магнонных кристаллах: обра­
зованных канавками на поверхности ферромагнитной пленки [37]; созданных
из отстоящих друг от друга ферромагнитных полосок [38]; состоящих из двух
различных ферромагнитных полосок, чередующихся в пространстве - бикомпо­
нентных магнонных кристаллах [39].

Первоначально исследовалось распространение спиновых волн в одномер­
ных магнонных кристаллах с малым магнитным контрастом, где |𝑀𝑠1−𝑀𝑠2|

𝑀𝑠1
≪ 1.

Однако дальнейшее развитие аналитических и численных методов позволило
рассмотреть более широкий круг возможных геометрий магнонных кристаллов.
Например, с помощью метода разложения по плоским волнам (PWE) можно
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исследовать спинволновую динамику как в одномерных магнонных кристал­
лах [40], так и в двумерных [41; 42] и трехмерных [43].

Также стоит подробней остановиться на механизмах образования запре­
щенных зон в магнонных кристаллах. А именно, это два основных механизма
- брэгговское резонансное рассеяние, упоминавшееся выше, и локальное рассе­
яние типа Ми [44], для которого нужно выполнение особых условий на соот­
ношение между материальными и геометрическими параметрами структуры
и параметрами падающей волны. Во втором случае происходит возбуждение
локальных резонансных мод, которые привязаны ко включениям и являются
почти монохроматическими на всей ширине зоны Бриллюэна с малой групповой
скоростью [45—49].

В данной работе будут рассмотрены двумерные магнонные кристаллы
(см. Разд. 2.1), одномерные магнонные кристаллы (см. Разд. 2.2) и одномер­
ные магнонные кристаллы конечной длины (см. Разд. 2.3).

1.2.2 Электромагнитные и акустические метаматериалы

Рисунок 3 — a) Электромагнитный метаматериал и b) негативное
преломление волн в нем [50]

В то время как для магнонных, фотонных и других видов кристаллов необ­
ходимо сравнимость длины волны с периодом структуры, существуют струк­
туры, в которых интересные физические явления обнаруживаются на длинах
волн много больших периода структуры, так называемые метаматериалы [51;
52]. Метаматериалы это композитные среды, которые проявляют свойства рас­
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пространяющихся в них волн, не встречающиеся в природе. Чаще всего, под
метаматериалами понимают такие композиты, у которых существует частотная
область, где один из материальных параметров принимает отрицательное значе­
ние. Основные явления, связанные с распространением волн в метаматериалах,
определяются композитной средой как целым, а не отдельными компонентами.
Примером электромагнитного метаматериала является среда с одновременно
отрицательными диэлектрическая и магнитная проницаемости, что позволяет
получить отрицательный коэффициент преломления [50; 53—55]. Пример тако­
го метаматериала, состоящего из двойных разомкнутых кольцевых резонаторов
(обеспечивает отрицательную магнитную проницаемость) и стержней (обеспе­
чивает отрицательную диэлектрическую проницаемость), показан на Рис. 3 a).
На правой части рисунка показана детектируемая за метаматериалом мощность
преломленной волны, как функция от угла (красная линия), и сравнение с обыч­
ным материалом тефлоном (синяя линия). Как видно угол преломления для
левого метаматериала (left handed metamaterial, LHM, называются так, потому­
что вектора {𝐸⃗,𝐻⃗ ,⃗𝑘} образуют левую тройку) получается отрицательным, что
говорит об отрицательном коэффициенте преломления в метаматериале.

В этих метаматериалах можно управлять электромагнитным излучени­
ем [56; 57] необычным образом, а именно, преодолевать дифракционный предел
в линзах сделанных из метаматериала [58; 59], маскировать объекты в некото­
ром диапазоне частот [60; 61], обращать эффект Доплера [62], измерять интен­
сивность инфракрасного излучения с помощью болометров [63] и многое другое.

Благодаря общности волнового принципа распространения в различных
средах, метаматериалы были также предсказаны и разработаны и для акустиче­
ских волн [64—68]. Подобно электромагнитным метаматериалам, материальные
параметры акустических метаматериалов принимают отрицательные значения,
только это теперь плотность и упругость вместо диэлектрической и магнит­
ной проницаемости. Акустические метаматериалы тоже проявляют необычные
свойства, как и электромагнитные аналоги: отрицательное преломление [69],
возможность создания супер-линз [70], акустическая маскировка [71; 72], обра­
щение эффекта Доплера [66; 73] и т.д.

Природа отрицательного коэффициенты преломления и лежащие в его ос­
нове микроскопические резонансные элементы, обеспечивают сильную частот­
ную зависимость материальных параметров метаматериалов, предоставляя воз­
можность их использования для частотных фильтров и усиления разрешающей
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способности сенсоров. Некоторые попытки были сделаны для применения элек­
тромагнитных метаматериалов для СВЧ [74] и оптического [75] детектирования
и частотных фильтров [76]. Однако, меньше внимания уделено нахождению
применений акустических метаматериалов. С другой стороны, использование
акустических метаматериалов для разработки различных устройств обработ­
ки сигналов в широком диапазоне частот. Они могут быть использованы для
снижения потерь существующих устройств, таких как линии задержки, филь­
тры, резонаторы, для повышения разрешающей способности фильтров на по­
верхностных акустических волнах (ПАВ). В данной диссертации, в Разд. 3.1,
показано, что основываясь на современном прогрессе в исследовании акусти­
ческих метаматериалов [64; 67; 77—79], можно показать их применимость для
пространственно-частотных фильтров на ПАВ. Варьируя параметры метамате­
риалов, можно добиться пространственно-частотного разделения волн в широ­
ком диапазоне частот от килогерц до сотен мегагерц.

1.2.3 Нерегулярные магнитные структуры для устройств
магнонной логики

Последние успехи в области использования спиновых волн для создания
магнонных логических цепей [1—3; 6; 19; 20; 80] продемонстрировали возмож­
ность создания перспективного конкурента привычным электронным логиче­
ским цепям на базе КМОП-схемотехники. Использование магнонов вместо элек­
тронов, к качестве носителей информации, обеспечивает некоторые существен­
ные преимущества, а именно: малые потери, перестраиваемость, более высокий
рабочий диапазон частот. Более того многие полупроводниковые интегральные
технологии могут легко совмещаться с магнонными устройствами. Современ­
ные прототипы магнонных логических вентилей представляют собой системы
из интерферометров спиновых волн [2; 4; 5; 21—24; 81; 82] (см. Рис. 4). В таком
случае, сигнал закодирован амплитудой спиновой волны, бегущей в структуре,
а управляя свойствами спиновых волн, бегущих в разных каналах, можно доби­
ваться конструктивной или деструктивной интерференцией на выходе структу­
ры, что будет означать логическую единицу или логический ноль соответствен­
но. Соединяя несколько интерферометров в одну волноведущую систему можно
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a)

b)
Рисунок 4 — a) Интерферометр Маха-Цендера на спиновых волнах,

образованный раздвоенным нанопроводом из пермаллоя, и b) логический
вентиль ИЛИ-НЕ [22]

создавать логические вентили. Управление интерференцией спиновых волн от­
крывает новые перспективы спинволновой логической архитектуры. Однако,
на данный момент не существует строгой и всеобъемлющей теории, описываю­
щей распространение спиновых волн в таких структурах, особенно на наномас­
штабах, где вступают в силу эффекты размерности. Существует две основные
сложности, которые нужно решить, чтобы продвинуться к созданию нанораз­
мерной магнонной логики: пространственное квантование спиновых волн в на­
норазмерных волноводах и учет неоднородности волноведущей структуры. В
данной диссертации, в Разд. 3.2 решены эти проблемы для случая ограничен­
ных по ширине ферромагнитных волноводов, ширина которых плавно умень­
шается вдоль направления распространения спиновых волн.

Первая теоретическая работа, посвященная слабому линейному изме­
нению параметров магнитной волноведущей структуры, касалась линейного
уменьшения толщины пленки железо-иттриевого граната в направлении рас­
пространения волн [83]. Экспериментальные исследования дисперсии и сниже­
ния потерь ПОМСВ в неоднородно намагниченной магнитной пленке отраже­
ны в [84]. Идея использования магнитной полоски уменьшающейся ширины,
для экспериментальной демонстрации явления преобразования длин спиновых
волн, была реализована в [85].
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1.3 Методы математического моделирования

В последующих разделах данной главы будут кратко представлены ме­
тоды математического моделирования периодических сред, которые были ис­
пользованы при выполнении работ, результаты которых представлены в данной
диссертации. Также будет описана методика решения задач о распространении
поверхностных акустических волн и магнитостатических спиновых волн в вол­
новедущих структурах с плавно меняющимися параметрами.

1.3.1 Методы моделирования периодических структур

1.3.1.1 Сравнения быстродействия основных методов

Рисунок 5 — Спецификация методов математического моделирования
фотонных кристаллов [86]
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На данный момент существует множество методов математического мо­
делирования периодических сред. Изначально больше всего внимания уделя­
лось исследованию фотонных кристаллов. На Рис. 5 приведена спецификация
нескольких характерных методов математического моделирования фотонных
кристаллов. Для метода конечных элементов (finite element method, FEM), ме­
тода конечных разностей во временной области (finite-difference time-domain,
FDTD), метода конечных разностей в частотной области (finite-difference
frequency-domain, FDFD), метода конечного интегрирования (finite integration
technique, FIT), приближения сильной связи (tight binding, TB), метода разло­
жения по плоским волнам (plane wave expansion, PWE), теории многократного
рассеяния (multiple scattering theory, MST), приведены оценочные скорости ра­
боты методов, объемы занимаемой памяти, возможные геометрии структур и
т.д.. Методы обладают своими преимуществами и недостатками, а значит, в
зависимости от рассматриваемой задачи и имеющейся вычислительной базы,
разумно выбирать наиболее подходящий метод.

1.3.1.2 Метод многократного рассеяния MST

Теория многократного рассеяния [87—91] это математический формализм,
используемый для описания процесса распространения волн через ансамбль рас­
сеивателей. Это может быть как распространение акустических волн через по­
ристый материал, так и рассеяние света на каплях воды в облаках и отражение
рентгеновского излучения от кристалла. Основное преимущество этого мето­
да, это возможность разделения разнести отдельно индивидуальные свойства
рассеивателей и периодичность решетки включений. Данный метод не накла­
дывает никаких ограничений на контраст материальных параметров среды и
включений. Однако, особенностью метода является необходимость вычисления
в явном виде аналитического вида волн, рассеянных на включениях, что сильно
сужает область применимости метода, фактически ограничивая вид включений
только сферическими и цилиндрическими, а матрица должна быть изотропной
средой. Теория многократного рассеяния применялась при рассмотрении зада­
чи о распространении ПОМСВ в двумерном магнонном кристалле, представ­
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ляющем собой массив цилиндрических включений в ферромагнитной пленке,
расположенный в узлах двумерной квадратной решетки (см. Разд. 2.1).

Другим методом, основанным на теории рассеяния, является приближе­
ние когерентного потенциала (coherent potential approximation, CPA) [65; 92],
которое позволяет ввести понятие эффективной среды. С помощью этого ме­
тода можно заменить сложную композитную среду на некоторую эффективно
однородную, параметры которой будут соответствовать эффективным матери­
альным параметрам композита. Таким образом этот метод позволяет вычислить
не только дисперсию волн в среде, но и зависимость эффективных материаль­
ных параметров от частоты. кроме того, можно также учесть и диссипационные
потери материалов. Однако, опять же геометрия рассматриваемых включений
ограничена. Приближение когерентного потенциала используется в Разд. 3.1
для вычисления материальных параметров акустического метаматериала, со­
стоящего из набора длинных цилиндрических включений в упругой матрице.

1.3.1.3 Метод разложения по плоским волным PWE

Метод разложения по плоским волнам (PWE) является прямым аналогом
метода слабой связи электронной теории твердого тела [93—96]. Это один из
самых популярных методов расчета зонной структуры фононных кристаллов
благодаря легкости программной реализации и хорошей сходимости. С другой
стороны, с помощью этого метода может быть рассчитана только строго пе­
риодичная структура. Также резко ухудшается сходимость метода при росте
контраста материальных параметров периодических сред.

В рамках данного метода, рассматривая среду с периодически модулиро­
ванными материальными параметрам, можно представить поле волны в виде
суперпозиции плоских волн - блоховских гармоник с множителями в виде функ­
ций период которых совпадает с периодом структуры. Обычно эти функции
выбираются в виде собственных мод однородного волновода. Материальные па­
раметры тоже раскладываются в ряд, а коэффициенты ищутся из интегралов
Фурье по ячейке. Зная аналитический вид формы ячейки и включений, можно
рассматривать сколь угодно сложные геометрии, просто увеличивая число гар­
моник в разложении для компенсации ухудшения сходимости. Дисперсионное
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соотношение ищется из выполнения граничных условий, что в данном случае
выглядит как решение задачи на собственные значения.

В данной диссертации метод плоских волн реализован в Разд. 2.2 для
исследования распространения ПМСВ в одномерных магнонных кристаллах
различных видов.

1.3.1.4 Метод конечным элементов FEM

Метод конечных элементов [97; 98] (FEM) является полностью числен­
ным методом. Его достоинством является универсальность, позволяющая вы­
числять дисперсию волн в структурах со сложной геометрией, нелинейными и
анизотропными элементами, не поддающимся аналитическому рассмотрению.
Существует много программных пакетов, в которых реализован FEM, в том чис­
ле и свободно распространяемые. Например, микромагнитное моделирование с
помощью FEM можно проводить с помощью пакетов NMag [99], TetraMag [100],
MagPar [101], FastMag [102]. В целом, FEM предоставляет большую гибкость в
плане исследуемых геометрий, чем другие численные методы, за счет более
слабой производительности.

В данной диссертации для вычисления поля размагничивание вблизи
включений в двумерном магнонном кристалле (см. Разд. 2.1) использовался
пакет NMag. В рамках данного метода вся исследуемая структура разбивается
на сетку элементов (кубики или, как в случае пакета NMag, тетраэдры), каж­
дый элемент считается монодоменным состоянием и дальше решается задача о
динамике этих магнитных моментов взаимодействующих друг с другом.

1.3.2 Методы моделирования нерегулярных структур

При изучении распространения волн в неоднородных волноводах часто
возникает необходимость решить уранение движения, дифференциальное урав­
нение второго порядка с переменными коэффициентами. Один из возможных
способов решения таких уравнений это метод Вентцеля-Крамерса-Бриллюэна
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(WKB) [103—105]. Этот метод заключается в численном решении дифферен­
циального уравнения, описывающего поле волны в неоднородной среде, мето­
дом последовательных приближений, при учете, что волновое число 𝑘 меняется
медленно при распространении на расстояния порядка длины волны. В раз­
деле Разд. 3.1 рассматривается распространение поверхностных акустических
волн Лява [106] с быстро меняющимися волновыми числами, особенно вблизи
критических сечений, где поверхностная волна преобразовывается в объемную
моду. В Разд. 3.2 рассматривается распространение ПМСВ в ферромагнитных
волноводах переменного сечения, где тоже не выполняется условие медленности
изменения волнового числа. Следовательно, точное решение этих задач мето­
дом WKB будет неэффективным из-за слабой сходимости. Другим недостатком
метода WKB является то, что в итоге получается полное поле акустических
или спиновых волн, из которого невозможно вычленить распределение энергии
между модами волн, распространяющихся в волноводе.

Другими возможными численными методами являются методы
FDTD [107] и FEM [108]. Как уже описывалось ранее, они также являют­
ся довольно мощными численными методами, но они не предоставляют ясную
физическую кратину преобразования мод.

Для того, чтобы исследовать распространение волн в нерегулярных волно­
ведущих структурах была разработана теория на базе метода Галеркина [109—
113]. Этот метод заключается в решении уравнения движения с граничными
условиями в базисе полного набора ортогональных функций волновода, кото­
рыми являются распространяющиеся моды волн данного волновода. Решение
получается в виде разложения по ортогональному базису, что автоматически
предоставляет распределение энергии между модами.
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Глава 2. Распространение магнитостатических спиновых волн в
периодических магнитных структурах

2.1 Магнитостатические спиновые волны в двумерных магнонных
кристаллах

2.1.1 Двумерный магнонный кристалл

Рисунок 6 — Рассматриваемый двумерный магнонный кристалл и
неоднородность поля размагничивания вблизи включений

В данном разделе рассматривается распространение прямых объемных
магнитостатических спиновых волн (ПОМСВ) (см. Разд. 1.1.2) в двумерном
магнонном кристалле (см. Разд. 1.2.1). Хотя характер распространения ПОМ­
СВ в нормально намагниченной ферромагнитной пленке изотропен, так как их
свойства не зависят от направления распространения, при рассеянии на неод­
нородности волны будут не просто менять направление распространения. Бла­
годаря гиротропным свойствам ферромагнитной среды, при рассеянии ПОМ­
СВ будет формироваться асимметричная геликоидальная волна [114], подобно
случаю распространения электромагнитных волн в магнито-фотонных кристал­
лах [90; 91; 115]. Таким образом ожидается, что вблизи неоднородностей будут
формироваться поверхностные краевые моды как и для электромагнитных волн
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в магнито-фотонных кристаллах [91; 116; 117], и для других типов магнонных
кристаллов [118].

Мы рассматриваем ферромагнитную пленку (матрицу) толщины 𝑑 и на­
магниченности насыщения 4π𝑀 0

𝑠 с цилиндрическими включениями другого
ферромагнитного материала той же толщины и с намагниченностью насыще­
ния 4π𝑀 1

𝑠 (см. Рис. 6). Включения расположены в узлах квадратной решетки с
периодом 𝐿. Внешнее однородное магнитное поле 𝐻⃗ext приложено номрально к
поверхности пленки, вдоль оси 𝑂𝑧, определяя распространение ПОМСВ. Пре­
небрегая кристаллической и поверхностной анизотропией а также обменными
эффектами, эффективное поле внутри пленки может быть записано в виде:

𝐻⃗(𝑟⃗) = 𝐻⃗ext − 𝐻⃗dm(𝑟⃗), (2.1)

где 𝐻⃗dm(𝑟⃗) это поле размагничивания, учет которого которое требует специаль­
ного исследования.

Рисунок 7 — Двусоставное включение в магнонном кристалле

Также был рассмотрен двумерный магнонный кристалл с включениями
более сложного вида (см. Рис. 7). Это двусоставное цилиндрическое включе­
ние, где ядро - это немагнитный металл, а облочка - это диэлектрический фер­
ромагнетик. Для простоты металл рассматривался как идеальный проводник.
Небольшое количество идеально проводящего металла не сильно влияет на по­
ле размагничивания, однако существенно влияет на высокочастотные динами­
ческие компоненты намагниченности, так как нормальные компоненты вектора
индукции на поверхности идеального проводника должны исчезать, для соблю­
дения граничных условий.
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2.1.2 Микромагнитное моделирование

a) b)
Рисунок 8 — a) Задание геометрии структуры для микромагнитного

моделирования в генераторе сетки Netgen и b) разбиение структуры на сетку
тетраэдров

В общем случае, поле размагничивания в магнитных структурах имеет
сложный вид. Появляется оно даже в однородных структурах, ограниченных
по размерам. В частных случаях, когда рассматривается, например, ферромаг­
нитный эллипсоид, известен аналитический вид тензора размагничивания [25].
Существуют численные способы расчета поля размагничивания в периодиче­
ских структурах на основе метода Фурье [26]. В данной же работе использовал­
ся пакет численного моделирования Nmag [99], основанный на методе конечных
элементов, и вспомогательный генератор сетки Netgen [119]. Сначала задается
геометрия структуры, моделирование которой нужно произвести. Нами было
рассмотрено цилиндрическое включение в пленке (см. Рис. 8 a). Далее эта гео­
метрия в генераторе сетки разбивается на набор тетраэдров. Чем выше точность
моделирования необходима, тем на все более мелкие тетраэдры производится
разбиение структуры, также мелкость разбиения повышается вблизи неоднород­
ностей структуры, искривлений и т.д. С ростом числа тетраэдров растет число
граничных условий, которые необходимо сшить, размеры расчетных матриц, а
значит и значительно увеличивается время расчета структуры. Например, для
работы производился расчет структуры с разбиением на 100000 элементов, при
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a)
Задание начальных условий для внеш­

него магнитного поля и магнитных
параметров каждого из тетраэдров

Вычисление эффективного магнит­
ного поля в каждом из тетраэдров

Приращение времени на Δ𝑡 и
расчет динамики магнитных

моментов за этот рпомежуток

Расчет нового значения эффективного
магнитного поля в каждом из тетраэдров

Условие сходимости
выполнено?

Равновесное поле раз­
магничивания найдено

Нет

Да

b)

)

Рисунок 9 — a) Алгоритм работы метода микромагнитного моделирования и
b) распределение поля размагничивания вдоль участка неоднородной

структуры с цилиндрическим отверстием

этом время расчета статической картины поля размагничивания занимал на
сервере с восьмиядерным процессором около часа.

После того, как в генераторе сетки Netgen создано разбиение структуры,
оно вместе с магнитными параметрами структуры (намагниченности насыще­
ния, константы затухания и т.д.) передаются в пакет микромагнитного моде­
лирования Nmag. Кратко алгоритм работы пакета для безобменного случая
представлен на Рис. 9 a). На Рис. 9 b) представлен результат расчета поля раз­
магничивания вокруг цилиндрического отверстия в матрице. Из этой картинки
можно сделать вывод, что в планарных магнитных структурах неоднородность
поля размагничивания существенным образом меняется вблизи неоднородности
в областях размером порядка толщины пленки. Например при приближении
границы раздела матрицы с цилиндрическим отверстием поле размагничива­
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ние внутри пленки уменьшается в два раза. Также появляется радиальная ком­
понента поля размагничивания, однако при выборе достаточно большого внеш­
него магнитного поля 𝐻⃗ext, радиальный вклад поля размагничивания 𝐻⃗dm(𝑟⃗) в
результирующее эффективное поле 𝐻⃗(𝑟⃗) оказывается малым.

Таким же образом рассчитывается распределение поля размагничивания
в матрице с ферромагнитным включением и в матрице с двусоставным ферро­
магнитным включением. Распределение поля размагничивания вблизи ферро­
магнитного включения показано на Рис. 6.

2.1.3 Применение метода многократного рассеяния к двумерным
магноннымкристаллам

После того, как нами были получены полные данные о пространственном
распределении магнитных параметров вдоль магнонного кристалла, можно при­
ступать к построению математической модели, описывающей распространение
ПОМСВ в двумерном магнонном кристалле. Рассмотрим применение метода
многократного рассеяния (см. Разд. 1.3.1.2) для магнитостатики.

Так как включения цилиндрические, то удобно рассматривать задачу рас­
сеяния на них в цилиндрической системе координат (𝑟,ϕ). Магнитостатический
потенциал будет записан в виде [120; 121]:

Ψ(𝑟,ϕ, 𝑡) = 𝑓(𝑘⃗𝑟𝑟⃗)𝑒𝑖𝑚ϕ𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧𝑒𝑖ω𝑡, (2.2)

где 𝑘𝑧 - это нормальная компонента волнового вектора, 𝑚 это номер цилин­
дрической гармоники, 𝑘𝑟 - находится подстановкой (2.2) в уравнение Уокера
(см. Разд. 1.1.1):𝑘𝑟 =

√︀
−1/µ0 × 𝑘𝑧.

Так как мы рассматриваем большие длины волн чем толщина пленки, то
можно предположить, что только нулевая мода ПОМСВ будет возбуждаться в
магнонном кристалле. ПОМСВ существуют в следующем частотном диапазоне:
ω𝐻 and ω0 =

√︀
ω2

𝐻 +ω𝐻ω𝑀 . Для ферромагнетиков с разными намагниченно­
стями насыщения величины этих частот не совпадают, следовательно ПОМСВ
могут распространяться одновременно и в матрице и во включениях только в
строго опредленном диапазоне частот:
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ω ∈
[︀
max(ω𝑖

𝐻),min(ω𝑖
0)
]︀
, (2.3)

где индекс 𝑖 = 0,1 обозначает значение в матрице и во включениях соответ­
ственно. Случай распространения спиновых волн только во включениях [120;
122; 123] и только в матрице [123—125] были изучены ранее.

Для выполнения граничных условий нужно совпадение нормальной ком­
поненты вектора магнитной индукции и тангенциальной компоненты напряжен­
ности магнитного поля на границах между матрицей и включениями:

𝑏𝑟 =
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑋𝑚

[︁
µ0𝑘𝑟𝐶

′
𝑚(𝑘𝑟𝑟)− µ𝑎

𝑚

𝑟
𝐶𝑚(𝑘𝑟𝑟)

]︁
𝑒𝑖𝑚ϕ, (2.4)

ℎϕ =
𝑖

𝑟

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑋𝑚 ×𝑚× 𝐶𝑚(𝑘𝑟𝑟)𝑒𝑖𝑚ϕ, (2.5)

где 𝐶𝑚 это функции Бесселя или Ганкеля, 𝑋𝑚 обозначает 𝐴𝑚 и 𝐵𝑚 для пада­
ющего и рассеного поля соответсвенно. Полагая, что толщина пленки мала по
отношению к радиусу включений [26], можно приравнять цилиндрические гар­
моники в (2.4) и (2.5) независимо и вычислить 𝑘𝑧 из условия равенства полей
на поверхности для ПОМСВ [25].

Вводим матрицу рассеяния 𝑇𝑙𝑚 которая связывает амплитуды падающего
и рассеяного поля [92]. В данном случае она определена следующим образом:
𝐵𝑚 = 𝑇𝑙𝑚 × 𝐴𝑙. После некоторых преобразований получаем:

𝑇𝑙𝑚 = δ𝑙𝑚×
𝐽𝑚(𝑘1𝑟𝑅)×

[︁
µ00𝑘

0
𝑟𝐽

′
𝑚(𝑘0𝑟𝑅)− µ0𝑎

𝑚

𝑟
𝐽𝑚(𝑘0𝑟𝑅)

]︁
− 𝐽𝑚(𝑘0𝑟𝑅)×

[︁
µ10𝑘

1
𝑟𝐽

′
𝑚(𝑘1𝑟𝑅)− µ1𝑎

𝑚

𝑟
𝐽𝑚(𝑘1𝑟𝑅)

]︁
𝐽𝑚(𝑘1𝑟𝑅)×

[︁
µ00𝑘

0
𝑟𝐻

′
𝑚(𝑘0𝑟𝑅)− µ0𝑎

𝑚

𝑟
𝐻𝑚(𝑘0𝑟𝑅)

]︁
−𝐻𝑚(𝑘0𝑟𝑅)×

[︁
µ10𝑘

1
𝑟𝐽

′
𝑚(𝑘1𝑟𝑅)− µ1𝑎

𝑚

𝑟
𝐽𝑚(𝑘1𝑟𝑅)

]︁ .
(2.6)

Как можно видеть из (2.6), в отличии от изотропного случая 𝑇 -матрица невза­
имна: 𝑇𝑚𝑚 ̸= 𝑇−𝑚−𝑚. Подобный эффект встречается при рассеянии электромаг­
нитной волны на магнитофотонном кристалле [90; 91; 117] или ферромагнитных
цилиндрах [25].

Нахождение собственных мод спиновых волн в магнонном кристалле сво­
дится к решению секулярного уравнения [87]:

det
⃒⃒⃒
𝐼 − 𝑇𝑙𝑚(𝑘0𝑟 , 𝑘

1
𝑟)×𝐺𝑙−𝑚(𝐾⃗,𝑘0𝑟)

⃒⃒⃒
= 0, (2.7)

где 𝐼 это единичная матрица, 𝐾⃗ это блоховский волновой вектор, 𝐺𝑙−𝑚 это
квазипериодическая функция Грина решетки [87; 126]:
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𝐺𝑛(𝑘,𝐾⃗) =
∑︁
𝑗 ̸=0

𝐻𝑛(𝑘|𝑟𝑗|)𝑒𝑖𝑛ϕ𝑗𝑒𝑖𝐾⃗×𝑟⃗𝑗 , (2.8)

где 𝑟⃗𝑗 это вектор решетки, ϕ𝑗 угол направления на 𝑗-ый узел решетки, сум­
мирование производится по всем узлам решетки. Сумма в (2.8) сходится сла­
бо, поэтому для ускорения вычислений была применена методика, описанная
в [126].

2.1.4 Результаты моделирования

Для получения дальнейших результатов необходимо задать конкретные
параметры магнонного кристалла: намагниченность насыщения матрицы и
включений 4π𝑀 0

𝑠 = 1620 Э, 4π 𝑀 1
𝑠 = 1750 Э, радиус включений 𝑅 = 1µм,

толщина пленки 𝑑 = 100𝑛м. В качестве решетки была выбрана квадратная с
периодом 𝐿 = 5µм (см. Рис. 6). Магнитный контраст в ферромагнетике может
быть получен, например, при допировании ЖИГа [127; 128].

2.1.4.1 Дисперсия ПОМСВ в двумерных магнонных кристаллах

На Рис. 10 построена зонная структура магнонного кристалла. Для удоб­
ства вводятся нормированные частоты Ω = ω/ω𝐻 − 1, где ω𝐻 = max

(︁
ω0,1

𝐻

)︁
.

В отличии от фотонных и фононных кристаллов нижняя частота дисперсион­
ных кривых не соответствует нулевому волновому числу в зоне Бриллюэна [32;
97]. Это обусловлено тем, что ПОМСВ существует в ограниченной области ча­
стот (2.3). Зонная структура состоит из брэгговских запрещенных зон и запре­
щенных зон, образованных локальными резонансами. Последние соответствуют
резонансному условию в (2.6). Зонная структура магнонного кристалла с двусо­
ставным включением изображена на Рис. 11. Для этого был выбран следующий
радиус ядра включений включений 𝑅𝑖 = 0.3µм.
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Рисунок 10 — Дисперсия прямых объемных магнитостатических спиновых
волн в двумерном магнонном кристалле c ферромагнитными включениями
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Рисунок 11 — Дисперсия прямых объемных магнитостатических спиновых
волн в двумерном магнонном кристалле с двусоставными включениями

(сплошная линия) и идеально проводящими металлическими включениями
(штрихпунктирная линия)

2.1.4.2 Возникновение краевых состояний в двумерном магнонном
кристалле

Для того чтобы определить свойства различных мод, существующих в маг­
нонном кристалле, построим распределения действительной компоненты магни­
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Рисунок 12 — Распределение действительной компоненты
магнитостатического потенциала спиновой волны, распространяющейся вдоль
магнонного кристалла c ферромагнитными включениями, с волновым числом

и частотой соответствующим точкам 𝑎,𝑏,𝑐 и 𝑑 дисперсии на Рис. 10

тостатического потенциала(ℜ(Ψ)). Распределение строится для определенных
точек в пространстве (𝐾⃗,Ω) (обозначим их как (𝑎),..,(𝑑)) и построим на Рис. 12.

В точке (𝑎) частота расположена относительно далеко как от локальных
так и брэгговских резонансов. Однако распределение поля не симметрично из-за
невзаимности рассеяного поля (2.6). При росте частоты вплоть до точки (𝑏) поле
имеет явную квадрупольную природу, так как частоты близки к частоте квад­
рупольного резонанса. Также видно, что поле сильнее сконцентрировано вблизи
включений, чем в матрице, следовательно дисперсионные свойства этой моды
сильнее определяются свойствами включений. Слабое взаимодействие между
рассеивателями приводит к маленькой групповой скорости (пологие дисперси­
онные кривые). Следовательно распространение ПОМСВ в двумерном магнон­
ном кристалле представляет собой передачу энергии между матрицей и включе­
ниями. Волна вблизи включений возбуждается в виде краевых вращательных
магнонов, чей энергетический максимум расположен на границе между матри­
цей и включением. Направление вращения магнона определяется направлением
внешнего магнитного поля. При обращении последнего, направление вращения
краевых магнонов изменится на противоположное. Возникновение таких невза­
имных краевых магнонов возможно только при распространении ПОМСВ в
ферромагнитной пленке с неоднородностями, благодаря невзаимности процес­
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са рассеяния. Далее рассмотрим точки (𝑐) и (𝑑). Они соответствуют верхней и
нижней границе брэгговской запрещенной зоны. Здесь поле имеет симметрич­
ное распределение, что является следствием теоремы Блоха: в точках высокой
симметрии зоны Бриллюэна нет прямых и обратных направлений, так как вол­
на стоячая, следовательно нет направлений "вправо"и "влево"и распределение
поля симметрично, несмотря на гиротропию среды.
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Рисунок 13 — Распределение действительной компоненты
магнитостатического потенциала спиновой волны, распространяющейся вдоль
магнонного кристалла с двусоставными включениями, с волновым числом и

частотой соответствующим точкам 𝑎,𝑏,𝑐 дисперсии на Рис. 11

Другим важным свойством локализованных мод является возможность не
только запрещать распространение в разрешенных зонах, но и обеспечивать воз­
можность распространения в запрещенных зонах, подобно появлению дефект­
ных мод в запрещенных зонах магнонного кристалла [129]. Это можно проде­
монстрировать для случая двусоставных включений в магнонном кристалле.
Для конкретных точек (𝑎),(𝑏),(𝑐) на Рис. 11 построены распределения магнито­
статического потенциала (см. Рис. 13). наличие идеально проводящих немаг­
нитных металлических цилиндров обеспечивает возможность существования
плазмонной низкочастотной запрещенной зоны, подобно запрещенным зонам
для TM мод в фотонных кристаллах [88]. Низжшая мода это первая блохов­
ская мода, так как поле в точке (𝑎) повторяет поле плоской волны. Следующие
две моды это моды локальных резонансов. Эти моды привязаны к ферромаг­
нитному слою между идеально проводящим металлом и матрицей - точки (𝑏)
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и (𝑐). Эти захваченные моды являются стоячими вращательными волнами во
включениях. Так как возбуждения в соседних включениях связаны, то обеспе­
чивается распространение ПОМСВ в таком композитном магнонном кристалле.
Для сравнения зонная структура для магнонного кристалла с идеально прово­
дящими металлическими включениями без ферромагнитной оболочки показана
на Рис. 11 штрихпунктирной линией. Нормализованная частота вычислена тем
же способом, что и для бикомпонентного магнонного кристалла, но ее значения
отличаются благодаря другим полям размагничивания. При сравнении двух
зонных структур видно, что добавление ферромагнитной оболочки существен­
но меняет зонную структуру, так как первая блоховская мода гибридизуется с
модами локального резонанса, что обеспечивает дополнительные разрешенные
состояния.
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2.2 Распространение магнитостатических спиновых волн в
одномерных магнонных кристаллах

В данном разделе теоретически исследуется распространение спиновых
волн в одномерных магнонных кристаллах. Чтобы избежать терминологиче­
ской путаницы, в данном разделе будет использоваться аббревиатура ПМСВ
(поверхностные магнитостатические спиновые волны) для описания спиновых
волн, распространяющихся в тангенциально намагниченной ферромагнитной
пленке с произвольными границами (с металлизацией или нет), в особом случае,
описанном в [130], когда граничные условия на обоих поверхностях пленки сим­
метричны (неметализированы), будет использоваться название мода Деймона­
Эшбаха (МДЭ), и, наконец, спиновые волны в магнонных кристаллах будут
называться краевыми модами (КМ). В последующих разделах будет показано,
что КМ в одномерных магнонных кристаллах представляют собой суперпози­
цию нескольких спиновых волн с различными волновыми числами, распростра­
няющихся в противоположных направлениях, и локализованных вблизи обоих
поверхностей магнонных кристаллов.

2.2.1 Различные виды рассматриваемых магнонных кристаллов

В данной работе рассматривается распространение КМ спиновых волн
в трех типах магнонных кристаллов, а именно: в двух типах бикомпонетных
магнонных кристаллов, представляющих собой чередующиеся полоски различ­
ных ферромагнетиков со свободной и металлизированной верхней границей
(см. Рис. 14 a) и b) соответственно), и в магнонном кристалле образован­
ном микроструктурированием верхней поверхности ферромагнитной пленки
(см. Рис. 14 c)). Бикомпонетные магнонные кристаллы могут быть выполне­
ны из железо-иттриевого граната (ЖИГ) со слегка различающимися намаг­
ниченностями насыщения (4π𝑀𝑠1 и 4π𝑀𝑠2). Во всех случаях рассматривает­
ся ферромагнетики намагниченные до насыщения внешним магнитным полем
𝐻⃗ext приложенным в плоскости пленки, перпендикулярно направлению распро­
странения волн. Пренебрегая кристаллической и поверхностной анизотропией,
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Рисунок 14 — Рассматриваемые виды 1D магнонных кристаллов:
a) бикомпонентный, b) бикомпонентный с металлизацией верхней

поверхности, c) образованный микроструктурированием верхней поверхности

а также обменными эффектами можно записать полное эффективное поле в
магнонном кристалле как 𝐻⃗(𝑟⃗) = 𝐻⃗ext− 𝐻⃗dm(𝑟⃗), где 𝐻⃗dm(𝑟⃗) это поле размагни­
чивания. Но в геометрии, изображенной на Рис. 14, рассматриваются длинные
в направлении 𝑧 полоски ферромагнетика, фактически эффективно бесконеч­
ные, так что полем размагничивания можно также пренебречь [25].

2.2.2 Применение метода разложения по плоским волнам к
одномерному магнонному кристаллу

Применение метода плоских волн к рассматриваем структурам подобно
тому, как это делается в случае моделирования распространения акустических
волн в фононных кристаллах [96]. Кратко алгоритм работы метода показан
на Рис. 15. Для определенности, подробное описание метода в тексте диссерта­
ции приводится для случая магнонного кристалла, показанного на Рис. 14 a).

Начиная со стандартных приближений магнитостатики, описанных
в Разд. 1.1.1, нужно учесть что теперь компоненты тензора µ являются пе­
ременными в пространстве. С учетом этого, при подстановке тензора µ в
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Задание геометрических и материальных параметров

Выбор волнового числа и частоты из набора {𝑘𝑖,ω𝑗}

Представление МССВ в виде суперпозиции блоховских волн

Граничные условия
выполнены?

Дисперсионная зависимость ω = ω(𝑘) получена

Нет

Да

Рисунок 15 — Алгоритм работы метода плоских волн PWE

уравнения Максвелла, получаем более сложное уравнение на магнитостатиче­
ский потенциал, чем уравнение Уокера, применимое для однородных сред:

µ
(︀
𝜕2
𝑥𝑥 + 𝜕2

𝑦𝑦

)︀
ϕ(𝑥,𝑦) + 𝜕𝑥µ𝜕𝑥ϕ(𝑥,𝑦) + 𝑖𝜕𝑥η𝜕𝑦ϕ(𝑥,𝑦) = 0 (2.9)

Так как намагниченность насыщения теперь периодическая функция, то
решение уравнения (2.9) согласно теореме Блоха-Флоке [131] может быть най­
дено в следующей форме:

ϕ(𝑥,𝑦) =
∑︁
𝑝

𝛷𝑝(𝑦)𝑒𝑖(𝑘+𝑏𝑝)𝑥 =
∑︁
𝑝

𝛷𝑝(𝑦)𝑒𝑖(𝑘𝑝)𝑥 (2.10)

где 𝑘 это блоховское волновое число, 𝑏𝑝 = 2π𝑝
𝑎 это 𝑝-ый вектор обратной решетки,

𝑎 это длина ячейки, 𝑘𝑝 = 𝑘 + 𝑏𝑝 = 𝑘 + 2π𝑝
𝑎 . Тензор магнитной проницаемости

тоже раскладывается в ряд:
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µ(𝑥) =
∑︁
𝑝

𝑀𝑝𝑒
𝑖𝑏𝑝𝑥

η(𝑥) =
∑︁
𝑝

𝑁𝑝𝑒
𝑖𝑏𝑝𝑥

(2.11)

где коэффициенты 𝑀(𝑝),𝑀𝑎(𝑝) находятся из:

𝑀𝑝 =
1

𝑎

∫︁ 𝑎

0

µ(𝑥)𝑒−𝑖𝑏𝑝𝑥𝑑𝑥

𝑁𝑝 =
1

𝑎

∫︁ 𝑎

0

η(𝑥)𝑒−𝑖𝑏𝑝𝑥𝑑𝑥

(2.12)

Подставляя разложение (2.10) и (2.11) в уравнение (2.9) получаем:

∑︁
𝑝

∑︁
𝑛

[︀
𝑀𝑝(−𝑘2𝑛 − 𝑏𝑝𝑘𝑛 + 𝜕2

𝑦𝑦) + 𝑁𝑝𝑏𝑝𝜕𝑦
]︀
Φ𝑛(𝑦)𝑒𝑖𝑘𝑛+𝑝𝑥 = 0 (2.13)

Уравнение верно для каждого члена 𝑒𝑖𝑘𝑚𝑥. Значит, после переобозначения
𝑛 + 𝑝 = 𝑚 оно может быть переписано для каждого фиксированного 𝑚 в виде:∑︁

𝑛

[︀
𝑀𝑚−𝑛(−𝑘2𝑛 − 𝑏𝑚−𝑛𝑘𝑛 + 𝜕2

𝑦𝑦) + 𝑁𝑚−𝑛𝑏𝑚−𝑛𝜕𝑦
]︀
Φ𝑛(𝑦) = 0 (2.14)

Вид функций Φ𝑛(𝑦) все еще неизвестен. Кажется разумным выбрать проб­
ные функции похожими (но не точно такими же) на МДЭ. В геометрии Дей­
мона-Эшбаха уравнение (2.9) сводится к стандартному уравнению Уокера:

µ(𝜕2
𝑥𝑥 + 𝜕2

𝑦𝑦)ϕ(𝑥,𝑦) = 0 (2.15)

Как известно из [110; 111] задача распространения в неоднородном волно­
воде может быть решена точно только при рассмотрении всех собственных мод
волновода, включая и нераспространяющиеся [132]. При этом предположении,
применяя корректные граничные условия к уравнению (2.15) мы получаем
полное дисперсионное уравнение[133; 134]:

𝑒4𝑑ν𝑘± =
(µ+ 1)2 − η2

(µ− 1)2 − η2
(2.16)

где ν обозначает направление распространения ((ν = 1 соответствует моде вол­
ны, распространяющейся вдоль оси 𝑂𝑥), 𝑘± это волновое число ПМСВ:

𝑘±(ω,𝑛) = ν𝑘(ω) +
π𝑛𝑖

2𝑑
, 𝑛 = 0,±1,±2, . . . (2.17)
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Случай 𝑛 = 0 соответствует МДЭ. Профиль поля МДЭ имеет следующий
вид [27]:

ϕ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ϕ0(𝑒

𝑘𝑑 + 𝑝(ν))𝑒−𝑘𝑦+𝑖ν𝑘𝑥, 𝑑 < 𝑦,

ϕ0(𝑒
𝑘𝑦 + 𝑝(ν)𝑒−𝑘𝑦)𝑒𝑖ν𝑘𝑥, −𝑑 < 𝑦 < 𝑑,

ϕ0(1 + 𝑝(ν)𝑒𝑘𝑑)𝑒𝑘𝑦+𝑖ν𝑘𝑥, 𝑦 < −𝑑.

(2.18)

где 𝑝(ν) это коэффициент смещения поля:

𝑝(ν) =
µ− 1− νη
µ+ 1 + η

𝑒−𝑘𝑑 (2.19)

Профиль поля МДЭ зависит от направления распространения, в то время
как дисперсионное уравнение не зависит:

ω2 = (ω𝐻 +ω𝑀/2)2 − (ω𝑀/2)2𝑒−2𝑘𝑑 (2.20)

Граничные частоты МДЭ могут быть найдены из (2.20), при выборе усло­
вия 𝑘 = 0, 𝑘 →∞:

ω𝑚𝑖𝑛 = ω(0) =
√︀
ω𝐻(ω𝐻 +ω𝑀),

ω𝑚𝑎𝑥 = ω(∞) = ω𝐻 +ω𝑀/2.
(2.21)

Набор решений уравнения (2.15) с 𝑛 ̸= 0 соответствует модам со следу­
ющим распределением поля внутри ферромагнитной пленки ϕ = (𝐴𝑒𝑖𝑘±𝑦 +

𝐵𝑒−𝑖𝑘±𝑦)𝑒±𝑘𝑥. Эти моды возбуждаются при рассеянии ПМСВ при 𝑥 = 𝑥0 на
неоднородности поверхности пленки или неоднородности намагниченности на­
сыщения, их поле спадает как 𝑒𝑥𝑝(−π𝑛2𝑑 |𝑥− 𝑥0|) (𝑛 > 0 correspond to 𝑥 > 𝑥0)
. Для примера, если ПМСВ отражается от границы между двумя ферромаг­
нитными полосками при 𝑥 = 0, то магнитостатический потенциал должен быть
дополнен набором мод:

ϕ𝑠(𝑥,𝑦) =

⎧⎨⎩(𝐴1
𝑠𝑒
−𝑘1±𝑦 + 𝐵1

𝑠𝑒
𝑘1±𝑦)𝑒𝑖𝑘

1
±𝑥, 𝑛 < 0, 𝑥 < 0,

(𝐴2
𝑠𝑒
−𝑘2±𝑦 + 𝐵2

𝑠𝑒
𝑘2±𝑦)𝑒𝑖𝑘

2
±𝑥, 𝑛 > 0, 𝑥 > 0.

(2.22)

Согласно (2.22) моды с 𝑛 ̸= 0 или моды “ближнего поля”, локализо­
ваны вблизи неоднородностей волновода (|𝑥− 𝑥0| 6 2𝑑

π𝑛). Более того поток
энергии мод ближнего поля равен нулю (интеграл вектора Пойнтинга [135]∫︀ +∞
−∞ 𝑃𝑑𝑦 = −

∫︀ +∞
−∞

ω
8πℜ{𝑖ϕ

*⃗𝑏}𝑑𝑦 = 0). Следовательно эти ближнепольные моды
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нужны только для корректного описания процесса рассеяния на неоднородно­
стях. Например, с учетом этих мод можно точно решить задачу об отражении
МДЭ от металлической полуплоскости. Согласно [134] коэффициент отражения
по мощности 𝑅(ω) равен:

𝑅(ω) =
𝑘0(ω)− 𝑘1(ω)

𝑘0(ω) + 𝑘1(ω)

𝑘0(ω)− 𝑘2(ω)

𝑘0(ω) + 𝑘2(ω)
(2.23)

где 𝑘0 это волновое число МДЭ, 𝑘1(ω), 𝑘2(ω) это волновые числа ПМСВ лока­
лизованный вблизи металлизированной и свободной поверхности:

𝑘1(ω) =
1

4𝑑
𝑙𝑛

ω𝑀(ω0 +ω𝑀 +ω)

2(ω0 +ω𝑀/2 +ω)(ω0 +ω𝑀 −ω)
,

𝑘2(ω) =
1

4𝑑
𝑙𝑛

ω𝑀(ω0 +ω𝑀 −ω)

2(ω0 +ω𝑀/2−ω)(ω0 +ω𝑀 +ω)

(2.24)

Строгое рассмотрение этих мод ближнего поля излишне усложнит предло­
женный теоретический метод. Поэтому рассматривается случай, когда вкладом
этих мод в распространение КМ можно пренебречь, а именно, когда период маг­
нонного кристалла существенно больше его толщины: 𝑎 >> 𝑑. Учитывая это
приближение профиль поля КМ в магнонном кристалле должен быть схож с
профилем поля МДЭ:

ϕ = 𝑒𝑖𝑘𝑥 ·

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐴𝑒−λ𝑦, 𝑑 < 𝑦,

𝐵𝑒−λ𝑦 + 𝐶𝑒λ𝑦, −𝑑 < 𝑦 < 𝑑,

𝐷𝑒λ𝑦, 𝑦 < −𝑑.

(2.25)

где 2𝑑 это толщина пленки, λ > 0 и функции сечения вне пленки выбраны
так, чтобы удовлетворять условию Зоммерфельда [136]. λ и −λ соответствуют
КМ, локализованным вблизи верхней и нижней границы магнонного кристалла
соответственно.

Подставляя пробные функции (2.25) в уравнение (2.14) и учитывая то,
что обе моды 𝐵𝑒−λ𝑦𝑒𝑖𝑘𝑥 и 𝐶𝑒λ𝑦𝑒𝑖𝑘𝑥 должны удовлетворять уравнению (2.14),
получаем для каждого фиксированного 𝑚:

∑︁
𝑛

𝑀𝑚−𝑛𝑘𝑛𝑘𝑚Φ𝑛(𝑦) =
∑︁
𝑛

[︀
λ2𝑀𝑚−𝑛 ± λ𝑁𝑚−𝑛𝑏𝑚−𝑛]Φ𝑛(𝑦) (2.26)

Рассматривая только 𝑁 первых членов разложения (2.10), (2.11) (это озна­
чает, что−𝑁 6 𝑚,𝑛 6 𝑁) и вводя матрицы 𝑀̂1, 𝑀̂2 и 𝑀̂3 в виде:
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𝑀̂1 = 𝑀(𝑚− 𝑛)𝑘𝑛𝑘𝑚

𝑀̂2 = 𝑀(𝑚− 𝑛)

𝑀̂3 = 𝑁(𝑚− 𝑛)𝑏𝑚−𝑛

(2.27)

и вектор 𝑌⃗ =

[︃
𝑋⃗

λ𝑋⃗

]︃
мы сводим нелинейную задачу на собственные значе­

ния (2.26) к линейной:[︃
𝑀̂1 0

0 𝑀̂2

]︃
· 𝑌⃗ = λ

[︃
±𝑀̂3 𝑀̂2

𝑀̂2 0

]︃
· 𝑌⃗ (2.28)

Задачу на собственные значения (2.28) нужно решить четыре раза для
каждого региона в (2.25) (два раза в регионе −𝑑 < 𝑦 < 𝑑 for ±λ). Нужно
учитывать только положительные собственные значения и соответствующие
собственные вектора для каждого решения. Так как все матрицы Эрмитовы,
нужно рассматривать только действительные значения, следовательно, нуме­
руя их с помощью 𝑠 и обозначая решение как 0, 11, 12 и 2 для каждого региона
в (2.25) соответственно, записываем разложение потенциала ϕ(𝑥,𝑦):

ϕ(𝑥,𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑︀
𝑠 𝐴⃗𝑠

∑︀
𝑛 𝑈̂

0
𝑛𝑠𝑒

𝑖𝑘𝑛𝑥𝑒−λ
0
𝑠𝑦 𝑑 < 𝑦∑︀

𝑠 𝐵⃗𝑠

∑︀
𝑛 𝑈̂

11
𝑛𝑠𝑒

𝑖𝑘𝑛𝑥𝑒−λ
11
𝑠 𝑦+

+𝐶𝑠

∑︀
𝑛 𝑈̂

12
𝑛𝑠𝑒

𝑖𝑘𝑛𝑥𝑒λ
12
𝑠 𝑦 −𝑑 < 𝑦 < 𝑑∑︀

𝑠 𝐷⃗𝑠

∑︀
𝑛 𝑈̂

2
𝑛𝑠𝑒

𝑖𝑘𝑛𝑥𝑒λ
2
𝑠𝑦 𝑦 < −𝑑

(2.29)

2.2.2.1 Свободные граничные условия

Магнитостатический потенциал КМ в магнонном кристалле (2.29) записан
в базисе собственных решений уравнения движения (2.9). Следующий шаг это
выбор коэффициентов 𝐴⃗𝑠, 𝐵⃗𝑠, 𝐶⃗𝑠 и 𝐷⃗𝑠 таким образом, чтобы удовлетворить гра­
ничным условиям. Эти условия заключаются в непрерывности магнитостатиче­
ского потенциала и вектора магнитной индукции на верхней и нижней границе
магнонного кристалла [25]. Они имеют следующий вид:
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(ϕ1(𝑥,𝑦)|𝑦=𝑑 = ϕ0(𝑥,𝑦))|𝑦=𝑑

(𝐵⃗1
𝑦(𝑥,𝑦)|𝑦=𝑑 = 𝐵⃗0

𝑦(𝑥,𝑦))|𝑦=𝑑

(ϕ1(𝑥,𝑦)|𝑦=𝑑 = ϕ2(𝑥,𝑦))|𝑦=−𝑑
(𝐵⃗1

𝑦(𝑥,𝑦)|𝑦=𝑑 = 𝐵⃗2
𝑦(𝑥,𝑦))|𝑦=−𝑑

(2.30)

где 𝐵⃗1
𝑦(𝑥,𝑦) = {µ̂ · ∇ϕ1(𝑥,𝑦)}𝑦 и 𝐵⃗0,2

𝑦 (𝑥,𝑦) = {∇ϕ0,2(𝑥,𝑦)}𝑦.
Подставляя разложение (2.11) и (2.29) в граничные условия (2.30) полу­

чаем набор 8𝑁 + 4 уравнений на вектора коэффициентов от 𝐴⃗𝑠 до 𝐷⃗𝑠:

𝐹 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴⃗𝑠

𝐵⃗𝑠

𝐶⃗𝑠

𝐷⃗𝑠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = 0̂ (2.31)

Как известно из линейной алгебры, однородная система линейных урав­
нений имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда детерминант
равен нулю:

det𝐹 = 0. (2.32)

Фиксируя, например, некоторое значение 𝑘𝑖 мы повторяем метод PWE
для каждой частоты ω𝑗, пытаясь удовлетворить граничным условиям (2.32). В
результате получаем дисперсионную зависимость ω = ω(𝑘) для КМ в биком­
понентном магнонном кристалле.

2.2.2.2 Металлизированная поверхность

Рассмотрим теперь бикомпонентый магнонный кристалл, верхняя граница
которого металлизирована (см. Рис. 14 b)). Для простоты металлическая пленка
считается идеальным проводником. Следовательно поле КМ не проникает в
область 𝑦 > 𝑑. Это означает, что мы должны рассматривать область −∞ <

𝑦 < 𝑑 в разложениях (2.25), (2.29) и в уравнениях (2.31). Вместо (2.30) можно
записать условие для поля КМ на границе магнонный кристалл/металлизация,
выражающееся в равенстве нулю нормальной компоненты вектора магнитной
индукции:
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𝐵𝑦 = (µ1(𝑥)𝜕𝑥ϕ
1(𝑥,𝑦) + 𝑖η1(𝑥)𝜕𝑦ϕ

1(𝑥,𝑦)|𝑦=𝑑 = 0. (2.33)

Повторяя все шаги из предыдущего подраздела, выводим уравнение похо­
жее на (2.32), но с размерностью 6𝑁 + 3 вместо 8𝑁 + 4.

2.2.2.3 Микроструктурированная поверхность

В магнонном кристалле, образованном микроструктурированием верхней
поверхности ферромагнитной пленки (см. Рис. 14 c)) намагниченность насыще­
ния постоянна и, следовательно, уравнение движения (2.9) сводится к стандарт­
ному уравнению Уокера (2.15). Рассмотрим синусоидальную вариацию толщи­
ны пленки 𝑦 = 𝑑− ξ(𝑥) = 𝑑(1 + ε𝑒𝑖𝑄𝑥 + ε*𝑒−𝑖𝑄𝑥), где 𝑄 = 2π

𝑎 , 𝑎 это период, ε и
ε* это это глубина модуляции и ее комплексное сопряжение. Рассмотрим малое
возмущение: |ε| ≪ 1, 𝑑|ε|𝑄≪ 1.

Согласно известному методу [137], основанному на теории связанных мод
(coupled mode theory CMT), рассмотрим две связанные моды, распространяю­
щиеся в микроструктурированной пленке в разные стороны:

ϕ1 =𝐴+[𝑒𝑝+(𝑦−𝑑) + α+𝑒
−𝑝+(𝑦+𝑑)]𝑒𝑖𝑞𝑥+

+𝐴−[𝑒𝑝−(𝑦−𝑑) + α−𝑒
−𝑝−(𝑦+𝑑)]𝑒𝑖(𝑞−𝑄)𝑥

(2.34)

где 𝑝+ = 𝑞 = 𝑄
2 +δ, 𝑝− = −𝑞+𝑄 = 𝑄

2 −δ, δ описывают затухание из-за рассеяния
на периодических возмущениях.

Использую теорию возмущений [138] магнитостатический потенциал на
микроструктурированной поверхности 𝑦 = 𝑑− ξ(𝑥) может быть найден из раз­
ложения Тейлора при 𝑦 = 𝑑 с малым параметром ξ:

ϕ1(𝑥,𝑑− ξ) = ϕ1(𝑥,𝑑)− 𝜕ϕ1(𝑥,𝑑)

𝜕𝑦
ξ(𝑥) (2.35)

Применяя такую же процедуру к нормальной компоненте динамического
вектора магнитной индукции 𝐵𝑛 = 𝐵𝑦 cos(θ) + 𝐵𝑥 sin(θ) (где θ = arctan(𝜕ξ𝜕𝑥)

это угол между нормалью 𝑛̂ и осью 𝑂𝑦) и оставляя только нулевые и первые
члены, можно переписать граничное условие (2.30) в виде:
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(ϕ0 +
𝜕ϕ0

𝜕𝑦
ξ)
⃒⃒⃒
𝑦=𝑑

= (ϕ1 +
𝜕ϕ1

𝜕𝑦
ξ)
⃒⃒⃒
𝑦=𝑑

(𝐵0
𝑦 +

𝜕𝐵0
𝑦

𝜕𝑦
ξ−𝐵0

𝑥

𝜕ξ

𝜕𝑥
)
⃒⃒⃒
𝑦=𝑑

= (𝐵1
𝑦 +

𝜕𝐵1
𝑦

𝜕𝑦
ξ−𝐵1

𝑥

𝜕ξ

𝜕𝑥
)
⃒⃒⃒
𝑦=𝑑

(2.36)

Подставляя магнитостатический потенциал ϕ(𝑥,𝑦) из разложения (2.34)
и 𝐵⃗𝑦(𝑥,𝑦) = {µ̂ · ∇ϕ(𝑥,𝑦)}𝑦 в граничные условия (2.36) получаем следующую
линейную систему: ⎧⎨⎩𝐷+𝐴+ = −ε𝑄𝑑

4 ω
2
𝑀𝐴−𝑒

−𝑞𝑑

𝐷−𝐴− = −ε
*𝑄𝑑
4 ω2

𝑀𝐴+𝑒
−𝑞𝑑

(2.37)

где 𝐷± = ω2− (ω𝐻 +ω𝑀/2)2 + (ω𝑀/2)2𝑒−2𝑞𝑑 согласно уравнению (2.20) мало.
Как хорошо известно решение однородной линейной системы (2.37) есть в том
случае, если ее детерминант равен нулю. Это условие определяет дисперсионное
уравнение:

𝐷+𝐷− =

(︂
|ε|𝑄𝑑

4

)︂4

𝑒−2𝑞𝑑 (2.38)

Описанный метод может быть применен только если 𝑞 ≈ 𝑄
2 . В действитель­

ности он схож с первым приближением метода PWE. Для более точно высокого
порядка метода PWE нужно разложить магнитостатический потенциал (урав­
нение (2.10)), компоненты тензора магнитной проницаемости (уравнение (2.11))
и параметр ξ(𝑥) в ряд:

ξ(𝑥) =
∑︁
𝑝

Ξ𝑝𝑒
𝑖𝑏𝑝𝑥

Ξ𝑝 =

𝑎∫︁
0

ξ(𝑥)𝑒−𝑖𝑏𝑝𝑥
(2.39)

Учитывая тот факт, что граничные условия (2.30) должны быть переписа­
ны в виде (2.36) и параметр ξ теперь тоже разлагается в ряд (2.39) последующая
процедура в терминах метода PWE не отличается от вышеописанной.

Таким образом, несмотря на ряд различий, в целом применение метода
PWE во всех трех случаях схоже.
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2.2.3 Результаты моделирования

2.2.3.1 Бикомпонентный одномерный магнонный кристалл

Рисунок 16 — Дисперсия поверхностных магнитостатических спиновых волн в
одномерном магнонном кристалле вида Рис. 14 (a)

Описанный выше метод PWE был применен для изучения свойств КМ в
магнонных кристаллах, показанных на Рис. 14 (a,b). Для этих структур были
выбраны следующие параметры: длина периода 𝑎 = 100 µм, намагниченно­
сти насыщения 4π𝑀𝑠1 = 1750 Э and 4π𝑀𝑠2 = 1650Э, внешнее магнитное поле
𝐻⃗ext = 500 Э, толщина пленки 𝑑 = 1 µ м, коэффициент заполнения компонен­
ты с намагниченностью 𝑀𝑆1 - 𝑟 = 0.4. Результаты моделирования для случаев
взаимного и невзаимного магнонного кристалла показаны на Рис. 16 и Рис. 17
соответственно. На этих рисунках сплошной линией показаны дисперсионные
кривые КМ в магнонном кристалле; пунктирные линии это дисперсионные кри­
вые (𝑎) для МДЭ (на первом рисунке), (𝑏) для ПМСВ - на втором; точками
показаны нижние граничные частоты.

Согласно Рис. 16 нижняя дисперсионная кривая КМ во взаимном магнон­
ном кристалле находится между дисперсионными кривыми МДЭ в пленках с
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Рисунок 17 — Дисперсия поверхностных магнитостатических спиновых волн в
одномерном магнонном кристалле вида Рис. 14 (b)

намагниченностями 𝑀𝑠1 и 𝑀𝑠2 соответственно (как если бы 𝑀𝑠1 > 𝑀 eff
𝑠 > 𝑀𝑠2).

Также можно увидеть, что ширина запрещенных зон уменьшается, тогда как
плотность мод повышается на более высоких частотах из-за вида дисперсии
МДЭ. На Рис. 17 дисперсионные кривые ПМСВ в односторонне намагничен­
ных пленках с намагниченностями 𝑀𝑠1 и 𝑀𝑠2 дополнены граничными частота­
ми ПМСВ в таких пленках. Дисперсионная картина в этом случае получается
строго асимметричной. В области низких частот дисперсионные кривые КМ сле­
дуют за дисперсионными кривыми ПМСВ. Случай 𝑘 > 0 на Рис. 14 b) означает,
что КМ локализована около нижней поверхности магнонного кристалла. Следо­
вательно влияние металлизации на распространение КМ слабее, чем в случае
𝑘 > 0, когда КМ локализована около металлизации. Больший угол наклона
дисперсионной кривой КМ в случае 𝑘 > 0 находится в хорошем соответствии
с результатами исследований ПМСВ в металлизированных ферромагнитных
пленках [28].

Следует заметить, что благодаря невзаимности КМ, экстремум диспер­
сионной кривой смещен внутрь зоны Бриллюэна. А именно, максимум первой
кривой и минимум второй кривой расположены внутри зоны Бриллюэна в обла­
сти 𝑘 > 0. Это означает, что существуют частотные диапазоны, где КМ могут
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Рисунок 18 — Дисперсионная зависимость для КМ в магнонном кристалле,
образованном из микроструктурированной ферромагнитной пленки

(сплошная линия), для МДЭ в однородной пленке с 𝑀𝑠1 и вариацией толщины
в 10 % (пунктирная линия), а также нижняя граничная частота

ω𝑜 = ω𝐻(ω𝐻 +ω𝑀) (показана точками).

распространяться только в одном направлении (например вдоль оси 𝑂𝑥 на ча­
стотах около ω = 3.1 ГГц). Подобный эффект достигается и в однородной
односторонне металлизированной пленке, но на много больших частотах, что
соответствует малым длинами волн и сильным потерям. Однако в случае невза­
имного магнонного кристалла этот эффект одностороннего распространени КМ
может быть достигнут на сравнительно маленьких частотах.

2.2.3.2 Одномерный магнонный кристалл, образованный
микроструктурированием поверхности

Магнонный кристалл, показанный на Рис. 14 (c), также исследовался с
помощью метода PWE. Предполагалось, что микростуктуированная ферромаг­
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Рисунок 19 — Сравнение дисперсионных кривых, полученных методами PWE
(сплошная линия) и CMT (пунктирная линия) для исследования

распространения КМ в одномерных магнонных кристаллах; точками показана
граница зоны Бриллюэна 𝑘 = π

2𝑎 .

нитная пленка сделана из ЖИГа с намагниченностью насыщения 4π𝑀𝑠 = 1750

Э и следующими параметрами: 𝑎 = 75 µм это период, 𝑙 = 20 µм это глубина
канавок (коэффициент заполнения ячейки канавками это 𝑟 ≈ 0.27), 2𝑑 = 10 µм
это толщина пленки, 𝐻⃗ext = 500 Э это внешнее магнитное поле, 𝑏 = 1 µм, это
глубина канавок (10% глубина модуляции). Полученные дисперсионные зави­
симости построены на Рис. 18. Как и в случае бикомпонентного магнонного
кристалла, дисперсионная кривая КМ (сплошная линия) дополнена частотой
отсечки МДЭ (показано точками) и дисперсионными кривыми МДЭ (пунктир­
ные линии) для пленок с толщинами 10 µм и 9 µм.

Случай 𝑘 < 0 на Рис. 18 как и ранее соответствует КМ локализованным
вблизи нижней поверхности магнонного кристалла и возмущение КМ микро­
структурированием довольно мало. Следовательно дисперсионная кривая КМ
следует за дисперсионными кривыми МДЭ (как если бы 𝑑1 > 𝑑eff > 𝑑2). КМ
распространяющаяся в напвравлении оси 𝑂𝑥 локализована вблизи микрострук­
турированной поверхности и следовательно итоговая дисперсионная картина
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получается асимметричной. Однако, эффект невзаимности намного слабее, чем
в случае металлизации. Это можно объяснить тем, что рассматривалась толь­
ко слабая модуляция толщины, для применимости теории возмущений. Однако
даже такая малая модуляция достаточна, чтобы эффект незаимности был выра­
жен. Также существует область частот, где разрешено только одно направление
распространения спиновых волн.

На Рис. 19 показано сравнение методов PWE и CMT для исследования
распространения КМ в одномерных магнонных кристаллах. Видно, что метод
CMT обеспечивает большие погрешности даже вблизи брэгговского резонанса
(где должен работать точнее всего), и не позволяет обнаружить эффект невза­
имности.
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2.3 Распространение магнитостатических спиновых волн в
магнонных кристаллах ограниченной длины

2.3.1 Одномерные магнонные кристаллы ограниченной длины

Рисунок 20 — Одномерный магнонный кристалл ограниченной длины

В данном разделе исследуется распространение ПМСВ в одномерном маг­
нонном кристалле конечной длины (см. Рис. 20). Рассматривается бикомпонент­
ный магнонный кристалл, состоящий из ферромагнитных полосок двух типов,
чередующихся в пространстве, с намагниченностями насыщения 4π𝑀1 и 4π𝑀2.
Однако, в отличии от одномерных магнонных кристаллов, рассматривавшихся
в Разд. 2.2 существенным является ограниченность по длине, а значит по числу
периодов. Любой экспериментальный образец магнонного кристалла является
ограниченным по размерам, поэтому обоснованным является рассмотрение и
таких структур. Методы использовавшиеся ранее для рассмотрения “бесконеч­
ных” магнонных кристаллов здесь оказываются неприменимыми. Поэтому в
данном разделе предложен другой метод, позволяющий рассматривать магнон­
ные кристаллы с любым конечным числом периодов.

Рассматривается касательное намагничение магнитным полем 𝐻⃗0, нор­
мальным к направлению распространения, а значит соответствующее геомет­
рии ПОМСВ (см. Разд. 1.1.3), в стандартном приближении магнитостатики
(см. Разд. 1.1.1). Поля размагничивания, анизотропии и обменные также не
рассматриваются. Таким образом 𝐻⃗𝑒𝑓𝑓 = 𝐻⃗0. Намагниченность насыщения в
магнонном кристалле имеет вид:
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𝑀(𝑟⃗) = 𝑀(𝑦) =

⎧⎨⎩𝑀1, 𝑦 < 0, (𝑛− 1)Λ + 𝑙 < 𝑦 < 𝑛Λ, 𝑦 > 𝑁Λ

𝑀2, 𝑛Λ < 𝑦 < 𝑛Λ + 𝑙
, (2.40)

где 𝑛 = 1,..,𝑁 , 𝑁 это число периодов структуры (включений с намагниченно­
стью 𝑀2), Λ период магнонного кристалла, 𝑙 это длина включения с намагни­
ченностью 𝑀2.

2.3.2 Математическая модель

2.3.2.1 ПМСВ в тонкой пленке

В данном разделе оси координат выбраны таким образом (см. Рис. 20), что
нижняя граница магнонного кристалла соответсвует 𝑥 = 0, верхняя - 𝑥 = 𝑑,
ось 𝑂𝑦 начинается в начале первого магнитного включения, таким образом его
границы это 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑙. При таком выборе осей координат ПМСВ, распро­
страняющиеся в однородной пленке имеют вид:

ψ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑒2𝑘𝑑 + 𝑝(𝑠))𝑒−𝑘𝑥𝑒𝑖𝑠𝑘𝑦, 𝑥 > 𝑑

(𝑒𝑘𝑥 + 𝑝(𝑠)𝑒−𝑘𝑥)𝑒𝑖𝑠𝑘𝑦, 0 6 𝑥 6 𝑑

(1 + 𝑝(𝑠))𝑒𝑘𝑥𝑒𝑖𝑠𝑘𝑦, 𝑥 < 0

. (2.41)

Здесь 𝑠 = ±1 это направление распространения, 𝑝(𝑠) =
µ− 1− 𝑠η𝑎

µ− 1 + 𝑠η𝑎
это коэф­

фициент смещения поля, зависящий от направления распространения и компо­

нент тензора магнитной проницаемости. В случае тонкой пленки 𝑑≫
2π

𝑘
можно

считать потенциал ψ однородным вдоль оси 𝑂𝑥 внутри пленки. В расчетах бра­
лась толщина пленки 𝑑 = 100 нм и длины волн в несколько µm. Учитывая это,
можно записать:
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0

1 𝑇

𝑅

𝑥

𝑦

Рисунок 21 — Волны, участвующие в рассеянии на границе раздела. 𝑅 -
коэффициент отражения, 𝑇 - коэффициент прохождения.

ψ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(1 + 𝑝)𝑒−𝑘𝑥𝑒𝑖𝑠𝑘𝑦, 𝑥 > 𝑑

(1 + 𝑝)𝑒𝑖𝑠𝑘𝑦, 0 6 𝑥 6 𝑑

(1 + 𝑝)𝑒𝑘𝑥𝑒𝑖𝑠𝑘𝑦, 𝑥 < 0

, (2.42)

где 𝑝 может быть выбрано как 𝑝(−1), или 𝑝(+1). Таким образом профиль вол­
ны больше не зависит от 𝑠 и влияние незваимности на распространение ПМСВ
исчезает.

2.3.2.2 Прохождение ПМСВ через границу раздела двух
ферромагнетиков

Рассмотрим ПМСВ, распространяющуюся в тонкой пленке вдоль оси 𝑂𝑦

и встречающую при 𝑦 = 0 границу раздела между двумя ферромагнитными
материалами с 𝑀⃗0 = 𝑀⃗1 and 𝑀⃗0 = 𝑀⃗1. Предположим, что никаких локальных
мод не возбуждается и что функция сечения падающей, прошедшей и отражен­
ной волны имеет вид (2.42). Такая форма потенциала удовлетворяет граничным
условиям при 𝑥 = {0; 𝑑} и, следовательно, нужно учесть граничные условия на
поверхности 𝑦 = 0. В отсутствии обмена это сводится к:⎧⎨⎩ψ1 = ψ2 |𝑦=𝑦0

(µ̂1 · ∇ψ1)𝑦 = (µ̂2 · ∇ψ2)𝑦 |𝑦=𝑦0

, (2.43)

где ψ1 и ψ2 - это потенциалы волн до и после границы соответственно.
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После подстановки (2.42) в (2.43) на границе 𝑦 = 0 можно переписать
граничные условия следующим образом:

⎧⎨⎩ϕ1 + 𝑅ϕ1 = 𝑇ϕ2

ϕ1 −𝑅ϕ1 = 𝑇ϕ2

, где (2.44)

ϕ𝑖 = (1 + 𝑝𝑖)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑒−𝑘𝑖𝑥, 𝑥 > 𝑑

1, 0 < 𝑥 < 𝑑

𝑒𝑘𝑖𝑥, 𝑥 > 𝑑

, (2.45)

ϕ𝑖 = (−𝑖𝑘𝑖)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(1 + 𝑝𝑖)𝑒

−𝑘𝑖𝑥, 𝑥 > 𝑑

µ10𝑖(1 + 𝑝𝑖), 0 < 𝑥 < 𝑑

(1 + 𝑝𝑖)𝑒
𝑘𝑖𝑥, 𝑥 > 𝑑

, (2.46)

𝑇 и 𝑅 это амплитуды коэффициентов прохождения и отражения. Перемножая
первое уравнение на ϕ1 и второе на ϕ2 и интегрируя от −∞ до ∞ over 𝑥, полу­
чаем:

⎧⎨⎩(1 + 𝑅)𝑁1 = 𝑇𝐽

(1−𝑅)𝐽 = 𝑇𝑁2

, где (2.47)

𝑁1 =

∫︁ ∞
−∞
ϕ1 ·ϕ1d𝑥, 𝑁2 =

∫︁ ∞
−∞
ϕ2 ·ϕ2d𝑥, (2.48)

𝐽 =

∫︁ ∞
−∞
ϕ2 ·ϕ1d𝑥 (2.49)

Вычислив интегралы, мы получаем выражение для коэффициентов про­
хождения и отражения.

𝑅 =
4𝑘21 − (𝑘1 + 𝑘2)

2

4𝑘21 + (𝑘1 + 𝑘2)2
, 𝑇 =

1 + 𝑝1

1 + 𝑝2
·

4𝑘1(𝑘1 + 𝑘2)

4𝑘21 + (𝑘1 + 𝑘2)2
(2.50)

Следует отметить, что прошедшая волна распространяется в другой сре­
де, по отношению с падающей. Из-за этого коэффициент 𝑇 = 𝑇 (𝑝1, 𝑝2) может,
в зависимости от соотношения (1 + 𝑝1)/(1 + 𝑝2) быть больше единицы. Но это
не означает, что энергия не сохраняется, что будет показано в дальнейшем.
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2.3.2.3 Поток энергии ПМСВ

Покажем непрерывность потока энергии для коэффициентов прохожде­
ния и отражения в форме (2.50). В магнитостатическом приближении 𝑦 −
компонента вектора Пойнтинга может быть записана в виде [139]:

Π𝑦 = Π𝑦(𝑥) = −𝑖ω
2

Re (𝑖ψ*𝑏𝑦) (2.51)

Для вычисления потока энергии через границу 𝑦 = 0 нужно проинтегри­
ровать по 𝑥:∫︁ ∞

−∞
Π𝑦d𝑥 = −ω

2
(1 + 𝑝)2Re

[︁
𝑖(−𝑖𝑘𝑠)

(︁∫︁ 0

−∞
𝑒2𝑘𝑥d𝑥

+

∫︁ 𝑑

0

µd𝑥 +

∫︁ ∞
𝑑

𝑒−2𝑘𝑥d𝑥
)︁]︁

= −𝑠ω
2

(1 + 𝑝)2(1 + µ𝑘𝑑). (2.52)

И рассматривая приближение тонкой пленки условие непрерывности сво­
дится к:

(1 + 𝑝1)
2 − |𝑅|2(1 + 𝑝1)

2 = |𝑇 |2(1 + 𝑝2)
2 (2.53)

1− |𝑅|2 = |𝑇 |2
(1 + 𝑝2)

2

(1 + 𝑝1)2
(2.54)

Подставление выражения (2.50) дает точное соответствие, значит в вы­
бранном приближении закон сохранения энергии выполняется.

2.3.2.4 Задача рассеяния на одном включении

Рассмотрим тонкую пленку с намагниченностью насыщения 𝑀1 и вклю­
чением длины 𝑙 расположенным между 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑙 и намагниченности 𝑀2.

На Рис. 22 показаны волны, участвующие в процессе рассеяния на включении.
Всего будет 4 граничных условия, два для каждой границы:
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Рисунок 22 — Волны участвующие в рассеянии на границе раздела внутри
структуры

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇1ϕ2𝑒
−𝑖𝑘2𝑙 + 𝑅2ϕ2𝑒

𝑖𝑘2𝑙 = 𝑇2ϕ1𝑒
−𝑖𝑘1𝑙

𝑇1ϕ2𝑒
−𝑖𝑘2𝑙 −𝑅2ϕ2𝑒

𝑖𝑘2𝑙 = 𝑇2ϕ1𝑒
−𝑖𝑘1𝑙

ϕ1 + 𝑅1ϕ1 = 𝑇1ϕ2 + 𝑅2ϕ2

ϕ1 −𝑅1ϕ1 = 𝑇1ϕ2 −𝑅2ϕ2

(2.55)

Первые два уравнения для условия 𝑦 = 𝑙 схожи с условиями (2.44) в том
смысле, что у них есть только 3 участвующие волны и они могут быть найдены
в похожей манере. В итоге могут быть найдены выражения для 𝑇2/𝑇1 и 𝑅2/𝑇1,

которые надо подставить в другие два уравнения. Решая их можно найти ответ:

𝑅 = 𝑅1 =
𝑆 − 1

𝑆 + 1
, 𝑆 =

4𝑘21

(𝑘1 + 𝑘2)2
·

1 + 𝑅21𝑒
2𝑖𝑘2𝑙

1−𝑅21𝑒−2𝑖𝑘2𝑙
(2.56)

𝑇 = 𝑇2 =
2𝑍

𝑍2 + 1 + 𝑅21𝑒−2𝑖𝑘2𝑙(𝑍2 − 1)
· 𝑇21𝑒

−𝑖𝑙(𝑘2−𝑘1),

𝑍 =
2𝑘1

𝑘1 + 𝑘2
(2.57)

На Рис. 23 a) показано применение полученных формул для случая ма­
лого контраста намагниченностей, 4π𝑀1 = 8500 Э, 4π𝑀2 = 7900 Э (значения
взяты как в работе [140], для сравнения), что дает магнитный контраст 7%.
Длина включения бралась 𝑙 = 5µ, толщина пленки 20 nm, 𝐻0 = 300 Э это
внешнее магнитное поле. Из Рис. 23 a) видно, что максимумы коэффициента

пропускания определяются условием 𝑘2 = 2𝑛
π

2𝑙
и совпадают с минимумами ко­
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a)

b)
Рисунок 23 — Коэффициенты прохождения и отражения для единичного

включения. 𝑙 = 5µ a) 4π𝑀1 = 8500 Э, 4π𝑀2 = 7900 Э, 𝑑 = 20, b)
4π𝑀1 = 1750 Э, 4π𝑀2 = 2250 Э, 𝑑 = 40

эффициента отражения, минимумы коэффициента прохождения определяются

соотношением 𝑘2 = (2𝑛 + 1)
π

2𝑙
.

На Рис. 23 b) показаны аналогичные зависимости для случая сильного
контраста намагниченностей 4π𝑀1 = 10000 Э, 4π𝑀2 = 7000 Э (значения взяты
как в работе [17], для сравнения), что дает магнитный контраст 30%. 𝑙 = 70µ,
𝑑 = 40, 𝐻0 = 500 Э.

2.3.3 Распространение волн в магнонном кристалле

В нашем случае 𝑘𝑧 = 0 и мы можем перейти от трехмерной задачи
(см. Рис. 20) к двумерной (см. Рис. 24). Спиновая волна распространяется вдоль
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Рисунок 24 — Геометрия распространения волн в магнонном кристалле.
Отображено два периода.

направления 𝑦 и встречает границы раздела между различными магнитными
материалами, причем между двумя соседними границами раздела намагничен­
ность насыщения материала остается постоянной. Предполагаем, что между
границами 𝑛 и 𝑛 + 1 магнитостатический потенциал волны представляется в
виде:

ψ = ψ→𝑛 +ψ←𝑛+1 = 𝐴(𝑒𝑘𝑖𝑥 +𝑝𝑖𝑒
−𝑘𝑖𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑖𝑦 +𝐵(𝑝𝑖𝑒

𝑘𝑖𝑥 +𝑒−𝑘𝑖𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑖𝑦, 𝑖 = 1, 2 (2.58)

ψ→𝑛 - волна, прошедшая через 𝑛ую границу, и ψ←𝑛+1 - волна, отраженная от
(𝑛 + 1)ой границы.

Для того, чтобы получить выражения для коэффициентов прохождения
и отражения для магнонного кристалла из 𝑁 периодов, нужно решить систему
из 4𝑁 уравнений, по 2 уравнения на каждую границу. Эта система состоит из
таких подсистем:

⎧⎨⎩𝑇𝑛−1ϕ1𝑒
−𝑖𝑘1𝑙𝑛 + 𝑅𝑛ϕ1𝑒

𝑖𝑘1𝑙𝑛 = 𝑇ϕ2𝑒
−𝑖𝑘2𝑙𝑛

𝑇𝑛−1ϕ1𝑒
−𝑖𝑘1𝑙𝑛 −𝑅𝑛ϕ1𝑒

𝑖𝑘1𝑙𝑛 = 𝑇ϕ2𝑒
−𝑖𝑘2𝑙𝑛

, for odd 𝑛 (2.59)⎧⎨⎩𝑇𝑛−1ϕ2𝑒
−𝑖𝑘2𝑙𝑛 + 𝑅𝑛ϕ2𝑒

𝑖𝑘2𝑙𝑛 = 𝑇ϕ2𝑒
−𝑖𝑘1𝑙𝑛

𝑇𝑛−1ϕ2𝑒
−𝑖𝑘2𝑙𝑛 −𝑅𝑛ϕ2𝑒

𝑖𝑘2𝑙𝑛 = 𝑇ϕ1𝑒
−𝑖𝑘1𝑙𝑛

, for even 𝑛 (2.60)

Система может быть решена последовательно, начиная с последней под­
системы с 𝑛 = 2𝑁 , подставляя значения в предыдущую:

𝑅𝑛

𝑇𝑛−1
=

𝑆α − 1

𝑆α + 1
𝑒−2𝑖𝑘α𝑙𝑛, 𝑆α =

1 + 𝑅𝑛+1

𝑇𝑛
𝑒2𝑖𝑘β𝑙𝑛

1− 𝑅𝑛+1

𝑇𝑛
𝑒2𝑖𝑘β𝑙𝑛

(2.61)
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𝑇𝑛

𝑇𝑛+1
=

1 + 𝑝α

1 + 𝑝β
·

2𝑍α

(1 + 𝑍2
α)𝑒−𝑖𝑙𝑛𝑘β + (𝑍2

α − 1)𝑅𝑛+1

𝑇𝑛
𝑒𝑖𝑘β𝑙𝑛

,

𝑍α =
2𝑘α

𝑘α + 𝑘β
, (2.62)

здесь α,β = {1,2}, с ферромагнитными материалами с 𝑀0 = 𝑀α слева и с
𝑀0 = 𝑀β справа от текущей границы. Таким образом для границ с нечетными
номерами α = 1,β = 2 и для границ с четными номерами α = 2,β = 1.

2.3.4 Результаты моделирования

2.3.4.1 Магнонный кристалл

Рассмотрим сначала магнонный кристалл с малым магнитным контра­
стом. Как и в предыдущем примере возьмем 4π𝑀1 = 8500 Э, 4π𝑀2 = 7900 Э,
что образует контраст ≈ 7%. Длина включений взята 𝑙 = 0.5µ, толщина плен­
ки 𝑑 = 20 и поле 𝐻0 = 300 Oe. На Рис. 25 a) показан коэффициент отражения
от магнонного кристалла в 50 периодов с длиной периода Λ = 1µ, а значит
коэффициентом заполнения 50% . Результаты сглажены простым усреднением,
чтобы избежать осцилляций не имеющих физического значения, которые бу­
дут обсуждены в следующем разделе. Рисунок показывает запрещенные зоны,
где коэффициент отражения равен единице. Положение этих зон определяется

брэгговским условием 𝑘 = 𝑛
π

Λ
, где 𝑘 это волновой вектор. Это также верно и

для случая сильного магнитного контраста с 4π𝑀2 = 7000 Э, 4π𝑀1 = 10000 Э.
В этом случае ширина запрещенных зон существенно увеличивается. Глубина
зоны пропускания растет с увеличением волнового числа благодаря росту от­
ражения от одного включения из 𝑀2 в 𝑀1 (пунктирная линия на Рис. 25 b).
Рис. 25 a) и b) находятся в хорошем соответствии с экспериментальными ре­
зультатами [17; 140].
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a)

b)
Рисунок 25 — Коэффициент отражения от магнонного кристалла с 50

периодами. Λ = 1µ. a) 4π𝑀1 = 8500 Э, 4π𝑀2 = 7900 Э, 𝑙 = 0.5µ, 𝑑 = 20 b)
4π𝑀1 = 10000 Э, 4π𝑀2 = 7000 Э, 𝑙 = 70, 𝑑 = 40.

2.3.4.2 Магнонный кристалл с малым числом периодов

Также важно учесть, как отражение от магнонного кристалла зависит
от числа его периодов. Сохраняя длину и коэффициент заполнения периодов
теми же самыми, изменим число периодов 𝑁 . Таким образом можно просле­
дить образование запрещенных зон. На Рис. 26 показано формирование трех
запрещенных зон для случая слабого магнитного контраста. С ростом числа 𝑁

края запрещенных зон становятся круче, а осцилляции между ними становят­
ся плотнее. Эти осцилляции это результат интерференции волн, отраженных
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a) b)

c) d)
Рисунок 26 — Три запрещенные зоны для разного числа включений

магнонного кристалла. 4π𝑀1 = 1750 Э, 4π𝑀2 = 1850 Э, 𝑙 = 0.5µ, Λ = 1µ,
𝑑 = 20 a) 𝑁 = 4, b) 𝑁 = 8, c) 𝑁 = 12, d) 𝑁 = 20.

от каждой из границ магнонного кристалла, следовательно чем выше число
периодов, тем плотнее осцилляции.

Другим интересным результатом является определение границ примени­
мости приближения “бесконечного” магнонного кристалла. Согласно Рис. 26 за­
прещенные зоны уже практически сформированы к при 𝑁 > 20 и дальнейший
рост числа периодов не дает существенных изменений в их поведении.

2.3.4.3 Магнонный кристалл с дефектом

Описанный выше метод может быть применим как для исследования
квази-периодичных так и апериодичный структур. Для демонстрации этого,
рассмотрим пример магнонного кристалла состоящего из 51 периода с длиной
10 µ каждый. В каждом периоде, кроме среднего, коэффициент заполнения
периода равен 50%, но в 26-ом периоде он отличается. На Рис. 27 показан ко­
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Рисунок 27 — Коэффициент отражения магнонного кристалла с дефектом
(красная линия) и отражение от единичного включения (синяя линия).

Ширина области с 𝑀2 в дефектном периоде равняется 0.1 µм.

эффициент отражения от такой структуры (красная линия), где коэффициент
заполнения дефектного периода: 𝑙(𝑀1) = 0.9µ и 𝑙(𝑀2) = 0.1µ и коэффициент
отражения от единичного включения (синяя линия) длины 𝑙(𝑀2). Эти данные
тоже прошли процедуру локального усреднения. Видно, что запрещенные зо­
ны остаются такими же, как и в случае регулярного магнонного кристалла, а
между ними появляется модуляция, обусловленная отражением от единичного
включения.
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2.4 Выводы

В данной главе рассмотрены задачи о распространении магнитостатиче­
ских спиновых волн в периодических и квазипериодических структурах. А
именно рассмотрены двумерные магнонные кристаллы, одномерные магнонные
кристаллы нескольких видов и одномерные магнонные кристаллы конечной
длины.

Для решения задачи о распространении ПОМСВ в двумерном магнон­
ном кристалле, представляющем из себя ферромагнитную пленку с набором
цилиндрических включений в узлах квадратной решетки, была разработана
математическая модель, основанная на теории многократного рассеяния. Пред­
ложен способ учета поля размагничивания вблизи неоднородностей магнитной
структуры. Получены дисперсионные характеристики ПОМСВ в таких струк­
турах. Было показано, что благодаря эффекту невзаимности спиновых волн,
в таких двумерных структурах образуются краевые вращательные состояния
с выделенным направлением распространения. Данные вращательные состоя­
ния характеризуются узкой полосой в частотном диапазоне и малой групповой
скоростью.

Для решения задачи о распространении ПМСВ в одномерных магнонных
кристаллов трех видов (бикомпонентный магнонный кристалл, бикомпонент­
ный магнонный кристалл с металлизацией и магнонный кристалл, образован­
ный микроструктурированием ферромагнитной пленки) была создана теория,
основанная на методе разложения по плоским волнам. Были исследованы дис­
персионные характеристики ПМСВ в таких периодических структурах. Было
показано, что в одномерных магнонных кристаллах также проявляется эффект
невзаимности спиновых волн. Это выражается в асимметрии дисперсионных
характеристик спиновых волн, в смещении максимумов и минимумов диспер­
сионных ветвей внутрь зоны Бриллюэна, в появлении частотных диапазонов
строго однонаправленного распространения и в наличии участков дисперсион­
ных кривых с отрицательной групповой скоростью.

Разработан подход, с помощью которого можно не только исследовать
квази-периодические магнонные кристаллы но и апериодические структуры. С
помощью него исследовалось распространение ПМСВ в одномерных магнонных
кристаллах с конечным числом периодов. Были получены характеристики про­
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пускания и отражения таких структур и исследовано образование запрещенных
зон. Было исследовано формирование запрещенных зон в кристалле с ростом
числа периодов и сделана оценка границ применимости приближения “бесконеч­
ного” магнонного кристалла. Были также исследованы магнонные кристаллы
с дефектом.
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Глава 3. Распространение акустических и магнитостатических волн
в нерегулярных волноведущих структурах

3.1 Распространение поверхностных акустических волн Лява в
нерегулярных волноведущих структурах, содержащих акустические

метаматериалы

3.1.1 Поверхностные акустические волны Лява

Рисунок 28 — Распространение ПАВЛ в волноведущей структуре переменной
толщины

Рассмотрим распространение поверхностных акустических волн Лява
(ПАВЛ) [106] в структуре состоящей из упругого слоя, расположенного на под­
ложке из другого упругого материала. Общее уравнение движения акустиче­
ских волн [141]:

ρ
𝜕2𝑈⃗

𝜕𝑡2
= µ∇2𝑈⃗ + (λ+ µ)∇(∇ · 𝑈⃗) (3.1)

где 𝑈⃗ это упругое смещение, µ и λ это параметры Ламе и ρ это плотность.
28 представляет распространение ПАВЛ в неоднородном волноводе.

ПАВЛ это сдвиговые волны, поляризованные параллельно границе слоя. Более
того упругое смещение 𝑈𝑥 не меняется вдоль оси 𝑂𝑥. В этом случае уравне­
ние (3.1) может быть упрощено:
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ρ(𝑦,𝑧)
𝜕2𝑈𝑥(𝑦,𝑧)

𝜕𝑡2
= µ(𝑦,𝑧)∇2𝑈𝑥(𝑦,𝑧) (3.2)

с

ρ(𝑦,𝑧),µ(𝑦,𝑧) =

{︃
ρ𝑙,µ𝑙 0 <𝑦 < ϕ(𝑧)

ρ,µ 𝑦 < 0,

где ρ𝑙, µ𝑙 и ρ, µ это плотности и параметры Ламе в слое и подложке соответ­
ственно, ϕ(𝑧) это толщина слоя, 𝑈𝑥 упругое смещение вдоль оси 𝑂𝑥.

Граничные условия заключаются в равенстве смещений и напряжений на
границе между слоем и подложкой и отсутствии напряжений на свободной по­
верхности слоя: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑈𝑥(𝑦,𝑧)|𝑦=+0 = 𝑈𝑥(𝑦,𝑧)|𝑦=−0 ,
µ𝑙 𝑈𝑥,𝑦(𝑦,𝑧)|𝑦=+0 = µ 𝑈𝑥,𝑦(𝑦,𝑧)|𝑦=−0 ,

µ𝑙 𝑈𝑥,𝑦(𝑦,𝑧)|𝑦=ϕ(𝑧)−0 = 0,

(3.3)

где 𝑈𝑥,𝑦 означает частную производную смещения 𝑈𝑥 по 𝑦.
Уравнение движения (3.2) это дифференциальное уравнение второго по­

рядка с переменными коэффициентами, которое не может быть решено анали­
тически. Уравнения этого типа часто возникают при изучении распространения
волн в неоднородных средах, например в средах с переменными геометрически­
ми параметрами.

рассмотрим волновой фронт в сечении 𝑧 = ζ (см. figrefcross method) в
неоднородном волноводе. Поле волны в этом сечении может быть выражено в
виде набора функций 𝑓 ζ𝑛(𝑦), описывающих поле собственных мод волновода:

𝑈𝑥(𝑦, ζ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(ζ)𝑓 ζ𝑛(𝑦), (3.4)

где 𝐶𝑛 это амплитуды этих мод. Основываясь на результатах теории Штурма­
Лиувилля о разложении по набору собственных функций, можно показать, что
этот набор собственных функций является полным и ортогональным [142].

Для того, чтобы найти набор собственных функций сначала надо рассмот­
реть ПАВЛ, распространяющиеся в однородном волноводе в котором уравнение
движения (3.2) сводится к:

ρ(𝑦)
𝜕2𝑈𝑥(𝑦)

𝜕𝑡2
= µ(𝑦)∇2𝑈𝑥(𝑦) (3.5)
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Решение уравнения (3.5) ищется в следующей форме:

𝑈𝑛,ζ
𝑥 (𝑦) = 𝑓 ζ𝑛(𝑦)𝑒𝑖(ℎ

ζ
𝑛ζ−ω𝑡), (3.6)

где ℎζ𝑛 это продольное волновое число 𝑛-ой моды, 𝑓 ζ𝑛(𝑦) это функция сечения,
показывающая распределение поля 𝑛-ой моды вдоль оси 𝑂𝑦. Подставляя(3.6)
в (3.5) и учитывая граничные условия (3.3), находим функции сечения собствен­
ных мод 𝑓 ζ𝑛(𝑦):

𝑓 ζ𝑛(𝑦) =
1

𝑁𝑛
·

{︃
cos(𝑔𝑛(𝑦 −𝐻)) 0 < 𝑦 < 𝐻,

cos(𝑔𝑛𝐻)𝑒α𝑛𝑦 𝑦 < 0,
(3.7)

где 𝑔𝑛 =
√︀
ω2/𝑣2𝑙 − ℎ2

𝑛 и α𝑛 =
√︀

ℎ2
𝑛 −ω2/𝑣2𝑙 это поперечные волновые числа

𝑛-ой моды в слое и полупространстве соответственно. Они могут быть найдены
из дисперсионного уравнения ПАВЛ [106]:

𝑔2𝑛 + α2
𝑛 = ω2(𝑣2 − 𝑣2𝑙 )/(𝑣2𝑣2𝑙 ), (3.8a)

𝑔𝑛 tg(𝑔𝑛𝐻) =
ρ𝑣2

ρ𝑙𝑣2𝑙
α𝑛, (3.8b)

где 𝑣 =
√︀
µ/ρ и 𝑣𝑙 =

√︀
µ𝑙/ρ𝑙 это скорости объемных сдвиговых волн в полу­

пространстве и слое соответственно.
Нормировочный коэффициент:

𝑁 2
𝑛 = 𝐻 +

sin(2𝑔𝑛𝐻)

2𝑔𝑛
+
ρ𝑣2

ρ𝑙𝑣2𝑙

cos2(𝑔𝑛𝐻)

α𝑛
(3.9)

может быть найден из условия:∫︁ 𝐻

−∞
ρ(𝑦)𝑣2(𝑦)𝑓𝑛(𝑦)𝑓𝑚(𝑦)𝑑𝑦 = δ𝑛𝑚, (3.10)

где δ𝑛𝑚 это символ Кронекера. Условие (3.10) выбрано для упрощения последу­
ющих уравнений, делая поток энергии акустических волн постоянным, незави­
симо от выбора сечения. Вывод условия показан в следующем разделе.
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3.1.2 Нормировка функций сечения

Для подтверждения (3.10), рассмотрим акустический вектор Пойнтинга
для гармонических полей [106]:

𝑃 = − 𝑣⃗
* · ̂︀𝑇
2

(3.11)

где 𝑣⃗* это комплексное сопряжение значения скоростей частиц и ̂︀𝑇 это тензор
напряжений.

Используя выражение для смещения частиц (3.6), можно получить поток
акустической энергии в направлении 𝑂𝑧:

𝑃 𝑛
𝑧 (𝑦,ζ) =

ω𝐶44(𝑦)ℎ𝑛(ζ)(𝑓 ζ(𝑦))2

4
(3.12)

где 𝐶44 = ρ𝑣2𝑠 это константы упругости.
Следовательно, интегрируя по всему пространству можно получить по­

ток акустической энергии 𝑛-ой моды через сечение волновода 𝑥 ⊂ [𝑎; 𝑏], 𝑦 ⊂
[−∞;𝐻]:

𝐼 = (𝑏− 𝑎)
ωℎ

4

∫︁ 𝐻

−∞
ρ(𝑦)𝑣2(𝑦)𝑓 2

𝑛(𝑦)𝑑𝑦 (3.13)

Из уравнения (3.13) и условия (3.10) видно, что поток акустической энер­
гии 𝑛-ой моды постоянен, в то время как волновое число ℎ𝑛 меняется вдоль
волновода.

3.1.3 Классификация собственных мод: распространяющиеся,
открытые и вытекающие моды

Проанализируем типы собственных мод, соответствующие корням уравне­
ния(3.8) для различных значений параметров сред, толщин волновода и часто­
ты ПАВЛ. Подставляя α, найденное из (3.8a), в (3.8b) и вводя безразмерную
переменную 𝑋 = 𝑔𝑛𝐻 и безразмерный параметр 𝑡2 = ω2𝐻2(𝑣2 − 𝑣2𝑙 )/(𝑣2𝑣2𝑙 )

система уравнений (3.8) может быть сведена к:
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Рисунок 29 — Графическое решение дисперсионного уравнения ПАВЛ

tg(𝑋) =
ρ𝑣2

ρ𝑙𝑣2𝑙

√
𝑡2 −𝑋2

𝑋
(3.14)

Исследуем волновода с различными толщинами 𝐻 и ПАВЛ с различны­
ми частотами ω. Чтобы сделать это, примем ρ𝑙, 𝑣𝑙, ρ, 𝑣 константами и решим
дисперсионное уравнение (3.14) для различных значений параметров 𝑡 относи­
тельно 𝑋. Для выяснения свойств различных типов корней представим графи­
ческое решение на Рис. 29. Обозначим две ветви функции tg(𝑋) как 𝐿0 и 𝐿1, и
величину правой части (3.14):

ρ𝑣2

ρ𝑙𝑣2𝑙

√
𝑡2 −𝑋2

𝑋

как 𝑅𝑚 для различных значений параметра 𝑡 = 𝑡1, . . . ,𝑡𝑚.
Амплитуда поверхностных волн спадает вдоль 𝑂𝑦, следовательно α𝑛 =

𝐻
√
𝑡2 −𝑋2 из (3.7) должно быть положительным действительным числом. Сле­

довательно точка пересечения между кривыми 𝐿𝑛 и 𝑅𝑚 расположена в верхней
полуплоскости. Так как 𝑔 и α это действительные числа, то согласно (3.8a)
𝑣 > 𝑣𝑙 это одно из условий возможности существования ПАВЛ. Наличие точек
пересечения между кривыми 𝑅𝑚 и 𝐿𝑛 в верхней полуплоскости означает, что
для определенного параметра 𝑡𝑚 в этом волноводе, 𝑛-ая мода ПАВЛ с частотой
ω = 𝑡𝑚𝑣𝑣𝑙/

√︀
𝑣2 − 𝑣2𝑙 может распространяться. Назовем такие моды распростра­

няющимися. Если точек пересечения между 𝑅𝑚 и 𝐿𝑛 в верхней полуплоскости
несколько, то существует 𝑛 распространяющихся мод.

Из Рис. 29 можно увидеть, что все кривые 𝑅𝑚 всегда имеют по крайней ме­
ре по одной точке пересечения с кривой 𝐿0, независимо от параметра 𝑡 (то есть
𝑇0 это точка пересечения между кривыми 𝐿0 and 𝑅1). Следовательно ПАВЛ
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нулевой моды с произвольной частотой может распространяться в волноводе с
произвольной толщиной.

Однако, также можно увидеть из Рис. 29, что это не так для мод с номером
выше нулевого. Не для всех значений параметра 𝑡 точка пересечения располо­
жена в верхней полуплоскости (то есть точки 𝑇1, 𝑇2). Самая правая точка на
кривой 𝑅𝑚 это точка 𝑋 = 𝑡𝑚, следовательно, для 𝑡𝑚 < π точка пересечения
между кривыми 𝑅𝑚 и 𝐿1 окажется ниже оси абсцисс. Это означает, что α < 0,
в то время как ℎ все еще действительное и положительное, так что амплитуда
поля не спадает в глубину подложки. Еще есть две точки пересечения (а именно
𝑇2 и 𝑇 ′2), означающее существование двух корней (3.14), однако, мы выбираем
тот, который движется к верхней полуплоскости с увеличением параметра 𝑡.
После критического значения 𝑡3 = π (соответствующего точке 𝑇3), точка пере­
сечения оказывается в верхней полуплоскости (то есть точка 𝑇4), следовательно
α > 0 и это относится к первой распространяющейся моде.

Решения, соответствующие отрицательным значениям α и действитель­
ным значениям ℎ называются открытыми модами [143]. Такие моды часто
возникают при исследовании открытых волноводов в электромагнетизме [109]
и акустике [144]. Поле открытых мод не удовлетворяет условию нормиров­
ки (3.10). Однако, предполагается, что толщина волновода меняется плавно.
Также предполагается, что энергия открытой моды полностью преобразуется
в энергию открытой моды. Перераспределение энергии после преобразования
мод описано системой дифференциальных уравнений, которые будут получены
в следующем разделе.

Кривые 𝑅𝑚 и 𝐿1 не пересекаются, если параметр 𝑡𝑚 меньше, чем опреде­
ленное значение 𝑡2. Это означает, что дисперсионное уравнение (3.14) не имеет
действительных корней. Это связано с появлением вытекающих мод [144]. для
вытекающих мод α отрицательно, а ℎ является комплексным ( с действительной
частью приблизительно равной ℎ до прохождения через критическое сечение и
положительной мнимой частью). Так что поле вытекающих мод похоже на по­
ле объемных мод, амплитуда которых спадает вдоль направления распростра­
нения волны. Вытекающие моды существуют в ограниченном участке рядом с
критическим сечением и затухают вдоль направления распространения. Опус­
кая громоздкие вычисления, критическая толщина волновода для 𝑛-ой моды
ПАВЛ равна:
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a b c

a) b) c)
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z

x

y y y

Ux Ux Ux

Рисунок 30 — Вид функций сечения (сплошная линия обозначает упругое
смещение 𝑈𝑥 (a) распространяющихся, (b) открытых и (c) вытекающих мод,

соответствующих сечениям (a),(b) и (c) воновода (показано точками);
пунктирной линией разделены области, в которых существуют

распространяющиеся (𝐼), открытые (𝐼𝐼) и вытекающие (𝐼𝐼𝐼) моды.

𝐻𝑛
cr =

𝑛𝑣𝑣𝑙

ω
√︀
𝑣2 − 𝑣2𝑙

√︃
𝑚𝑦2𝑣(𝑚𝑦𝑣 − 1)

𝑚− 𝑦𝑣
, (3.15)

где 𝑛 это номер моды, 𝑚 = (ρ𝑣2)/(ρ𝑙𝑣
2
𝑙 ), и 𝑦𝑣 это решение трансцендентного

уравнения:

tg

(︃√︃
𝑚𝑦2(𝑚𝑦 − 1)

𝑚− 𝑦

)︃
+

√︃
𝑚(𝑚− 𝑦)

𝑚𝑦 − 1
= 0

Пока толщина волновода меньше, чем критическое значение (3.15) пара­
метр 𝑡 < τ𝑛 = ω𝐻𝑛

𝑐𝑟

√︀
(𝑣2 − 𝑣2𝑙 )/(𝑣𝑣𝑙).

Для ясности, функции сечения распространяющихся, открытых и выте­
кающих мод схематично показаны на Рис. 30, где волновод показан кусочно
однородным (где области 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼 соответствуют разным типам мод). Распро­
страняющиеся моды локализованы в слое и их поле экспоненциально спадает
в подложку. В случае открытых мод поперечная компонента волнового числа
действительна и, следовательно, амплитуда их поля не спадает вглубь подлож­
ки. Продольная и поперечная компонента волнового вектора вытекающих мод
это комплексные числа с положительно и отрицательной мнимой частью со­
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ответственно. Благодаря этому факту амплитуда поля вдоль оси 𝑂𝑧 спадает,
вглубь подложки растет.

В заключении раздела, можно обобщить: есть три диапазона значений
параметра 𝑡𝑚, соответствующие различным типам корней (3.8). Значения 𝑡𝑚 >

π𝑛 соответствуют распространяющейся 𝑛-ой моде. В случае τ𝑛 < 𝑡𝑚 < π𝑛

существует открытая 𝑛-ая мода, которая тоже, с некоторым допущением, может
быть рассмотрена, как распространяющаяся мода в неоднородном волноводе.
Вытекающие моды появляются если 𝑡𝑚 < τ𝑛. Более подробно классификация
мод описана в [109].

3.1.4 Волны в неоднородном волноводе

В сечении 𝑧 = ζ неоднородного волновода толщина слоя равняется
ϕ(ζ). Сравнивая ϕ(ζ) с критической толщиной волновода для 𝑛-ой моды
ПАВЛ (3.15), можно найти число распространяющихся мод и открытых мод
𝑁ζ в данном сечении. Тогда можно переписать (3.4) учитывая ограничиваю­
щее число мод 𝑁ζ:

𝑈𝑥(𝑦, ζ) =
𝑁ζ∑︁
𝑛=0

𝐶ζ+𝑛𝑓
ζ
+𝑛(𝑦) +

𝑁ζ∑︁
𝑛=0

𝐶ζ−𝑛𝑓
ζ
−𝑛(𝑦), (3.16)

где волны, распространяющиеся в прямом и обратном направлениях обозна­
чены + и − соответственно. Позднее будет показано, что вытекающие моды
могут быть исключены из разложения, так как их связь с распространяющи­
мися модами пренебрежимо мала. Так как поле каждой моды зависит от 𝑧 в
форме (3.6), то:

𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑧
= 𝑖

𝑁ζ∑︁
𝑛=0

ℎζ𝑛𝐶
ζ
+𝑛𝑓

ζ
+𝑛(𝑦) + 𝑖

𝑁ζ∑︁
𝑛=0

ℎζ𝑛𝐶
ζ
−𝑛𝑓

ζ
−𝑛(𝑦). (3.17)

Учитывая гармоническую временную зависимость поля волны, можно пе­
реписать (3.5) в виде:

µ(
𝜕2𝑈𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑈𝑥

𝜕𝑧2
) + ρω2𝑈𝑥 = 0, (3.18)
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следовательно функции сечения удовлетворяют:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑2𝑓𝑛
𝑑𝑦2

+ 𝑔2𝑛𝑓𝑛 = 0 0 <𝑦 < 𝐻,

𝑑2𝑓𝑛
𝑑𝑦2
− α2

𝑛𝑓𝑛 = 0 𝑦 < 0.

(3.19)

Подставляя разложение (3.16) в (3.17) и (3.17) в (3.19), мы получим:

𝑁ζ∑︁
𝑛=0

(𝐶 ′+𝑛(𝑧) + 𝑖ℎ+𝑛𝐶+𝑛(𝑧))𝑓+𝑛(𝑦,𝑧) +
𝑁ζ∑︁
𝑛=0

(𝐶 ′−𝑛(𝑧) + 𝑖ℎ−𝑛𝐶−𝑛(𝑧))𝑓−𝑛(𝑦,𝑧) =

𝑁ζ∑︁
𝑛=0

𝐶+𝑛
𝜕𝑓+𝑛(𝑦,𝑧)

𝜕𝑦
+

𝑁ζ∑︁
𝑛=0

𝐶−𝑛
𝜕𝑓−𝑛(𝑦,𝑧)

𝜕𝑦

(3.20)
В уравнении (3.20) только функции сечения 𝑓𝑛 зависят от 𝑦. Чтобы исклю­

чить эту зависимость последовательно умножим уравнение (3.20) на функции
𝑓𝑚, и проинтегрируем их вдоль оси 𝑂𝑦. Благодаря ортогональности и норми­
ровке базиса функций сечения (3.10) уравнения на амплитуды мод получаются:

𝐶 ′±𝑛(𝑧) =

𝑁(𝑧)∑︁
𝑚=0

𝑆±𝑛+𝑚(𝑧)𝐶+𝑚(𝑧) +

𝑁(𝑧)∑︁
𝑚=0

𝑆±𝑛−𝑚(𝑧)𝐶−𝑚(𝑧) (3.21)

с коэффициентами связи:

𝑆𝑛 ̸=𝑚
𝑛𝑚 (𝑧) =

𝐾 ·ϕ′(𝑧)

ℎ𝑛(ℎ𝑛 − ℎ𝑚)
𝑓±𝑛𝑓±𝑛|𝑦=0 · exp

[︂
−𝑖
(︂∫︁ 𝑧

0

ℎ𝑚𝑑𝑧 −
∫︁ 𝑧

0

ℎ𝑛𝑑𝑧

)︂]︂
,

𝑆𝑛𝑛(𝑧) =
𝐾 ·ϕ′(𝑧)

2ℎ2
𝑛

𝑓 2
±𝑛|𝑦=0,

(3.22)

где

𝐾 =
ω2

(𝑣2 − 𝑣2𝑙 )
𝑣2𝑣2𝑙 .

Как упоминалось выше, волновое число ℎ𝑛 вытекающей моды имеет по­
ложительную мнимую часть и, следовательно, коэффициенты связи 𝑆 с этой
модой экспоненциально спадают. Таким образом, можно сказать, что вытекаю­
щие моды не связаны с другими модами волновода и могут быть исключены из
разложения (3.16).
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Для того, чтобы найти 𝐶𝑛(𝑧), применим граничные условия при 𝑧 = 0 и
𝑧 = 𝐿 (см. Рис. 28) к дифференциальному уравнению (3.45), которое определяет
поле волны в начале и конце неоднородного участка волновода. Рассматриваем
плавное изменение толщины волновода, следовательно амплитуды отраженных
мод исчезают в конце неоднородного участка [109], а значит:

𝑁 ′∑︁
𝑛=0

𝐶±𝑛(0)𝑓±𝑛,0(0) = 𝑈𝑥(0,0),

𝐶−𝑛(𝐿) = 0,

(3.23)

где 𝑈𝑥(0,0) и 𝑁 ′ это распределения полей и номер мод в начале неоднородного
участка.

Решая дифференциальное уравнение (3.45) численно, и учитывая гранич­
ные условия (3.47) получаем амплитуды мод 𝐶𝑛(𝑧). В базисе нормированных
функций сечения (3.7) энергия моды может быть выражена как:

𝐸±𝑛(𝑧) ∼ |𝐶±𝑛(𝑧)|2ℎ±𝑛(𝑧). (3.24)

Отраженная ПАВЛ, распространяющаяся в противоположном направле­
нии, имеет ℎ−𝑛 < 0 и 𝐸−𝑛 < 0, следовательно закон сохранения энергии вдоль
волновода может быть переписан в виде:

∞∑︁
𝑛=0

𝐸+𝑛 +
∞∑︁
𝑛=0

𝐸−𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (3.25)

Как видно из уравнений (3.24) и (3.25) энергия волны пропорциональна
продольному волновому числу ℎ𝑛 и квадрату амплитуды 𝐶2

𝑛. Общая энергия
ПАВЛ постоянна и лишь перераспределяется между всеми модами.

3.1.5 Неоднородные волноведущие структуры с акустическими
метаматериалами

Рассмотрим распространение ПАВЛ с различными частотами в неодно­
родном волноводе (см. Рис. 28). Во время распространения в таком волноводе
вода представляется в виде набора нескольких мод и частично отражается от
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Рисунок 31 — Схема акустического метаматериала, состоящего из матрицы и
набора цилиндрических включений

неоднородности волновода. Достигая критического сечения (3.15) высшие мо­
ды поверхностной волны преобразуются в вытекающие моды, чья энергия из­
лучается в подложку. Для волны с другой частотой критическое сечение будет
другим и, следовательно, это преобразование будет происходить в другой части
неоднородного волновода. Рассматривая функциюϕ(𝑧) монотонной, положение
критического сечения зависит от частоты. Согласно (3.15) критическая толщи­
на и, следовательно, положения критического сечения обратно пропорциональ­
но частоте волны. Таким образом возможно пространственно разделить волны
разных частот в неоднородном волноводе с плавно меняющейся толщиной. Од­
нако, так как мы считаем, что толщина волновода меняется вдоль волновода
довольно слабо, зависимость положения критического сечений от частоты тоже
довольно слаба. Но это разделение можно усилить с помощью упругих сред с
резкой частотной зависимостью материальных параметров.

Один из кандидатов в такие среды, это акустические метаматериалы
(см. Разд. 1.2.2) [65; 145]. Благодаря резонансной природе рассеяния акусти­
ческих волн в акустическом метаматериале и, следовательно, сильной частот­
ной зависимости параметров метаматериала, частотная зависимость положения
критического сечения в неоднородном волноводе тоже должна быть резонанс­
ной. В качестве примера, рассмотрим метаматериал, состоящий из твердой мат­
рицы и набора цилиндрических включений другого материала (см. Рис. 31).
Оси цилиндров параллельны границе между подложкой и слоем и перпендику­
лярны направлению распространения волны. Следовательно упругие смещения
ПАВЛ параллельны осям цилиндров.
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Применим приближение когерентного потенциала (CPA) [65; 146] для вы­
числения эффективных материальных параметров композитов с твердой матри­
цей и твердыми цилиндрическими включениями. Метаматериал должен быть
квази-изотропен, так что длина волны выбирается много большей, чем среднее
расстояние между осями цилиндров (Λ) и их радиусов (𝑅) [51]. Все цилиндры
считаются идентичными и расположенными на произвольном, но в среднем
одинаковом расстоянии между соседними включениями. Их образующие парал­
лельны оси 𝑂𝑧. Акустические волны распространяются в плоскости (𝑥,𝑦).

Процедура применения CPA состоит из двух основных шагов [146]. Сна­
чала считаем, что одно из включений окружено цилиндром радиуса Λ (образуя
составное включение), а сам большой цилиндр помещен в эффективную сре­
ду. Далее вычисляются эффективные материальные параметры эффективной
среды установкой условия, что рассеяние на составном включении исчезает.

Так как все включения параллельны оси 𝑂𝑧, мы получаем уравнение ана­
логичное (3.2):

ρ(𝑥,𝑦)
𝜕2𝑈𝑧(𝑥,𝑦)

𝜕𝑡2
= µ(𝑥,𝑦)∇2𝑈𝑧(𝑥,𝑦) (3.26)

В цилиндрической координатной системе уравнение (3.26) становится:

ρ(𝑥,𝑦)
𝜕2𝑈𝑧(𝑥,𝑦)

𝜕𝑡2
= µ(𝑥,𝑦)(

𝜕2𝑈

𝜕𝑟2
+

1

𝑟2
𝜕2𝑈

𝜕ϕ2
+

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+

𝜕2𝑈

𝜕𝑧2
) (3.27)

Его решением являются хорошо известные функции (𝑒𝑖ω𝑡 множители опус­
каются):

𝑢𝑧 =
∑︁
𝑛

𝑘2𝑠
(︀
𝑋𝑛 · 𝐽𝑛(𝑘𝑠𝑟) + 𝑌𝑛 ·𝐻𝑛(𝑘𝑠𝑟)

)︀
𝑒𝑖𝑛ϕ. (3.28)

где 𝑘𝑠 это волновое число сдвиговых волн в среде, 𝐽𝑛() и 𝐻𝑛() это функции
Бесселя и Ганкеля соответственно.

Граничные условия на границе между эффективной средой и составным
включением заключаются в непрерывности смещений 𝑢𝑧 и радиальной компо­
ненты тензора напряжений 𝑇𝑟𝑧:

𝑢𝑒𝑓𝑓𝑧 (Λ) = 𝑢𝑚𝑧 (Λ),

𝑇 𝑒𝑓𝑓
𝑟𝑧 (Λ) = 𝑇𝑚

𝑟𝑧 (Λ).
(3.29)

Учитывая цилиндрическую симметрию задачи и подставляя (3.28) в (3.29)
можно переписать граничные условия в матричной форме:
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⎡⎣ 𝐽𝑛(𝑘𝑒𝑓𝑓Λ) 𝐻𝑛(𝑘𝑒𝑓𝑓Λ)
𝑘𝑒𝑓𝑓
ρ𝑒𝑓𝑓

𝐽𝑛(𝑘𝑒𝑓𝑓Λ)𝑎
𝑘𝑒𝑓𝑓
ρ𝑒𝑓𝑓

𝐻𝑛(𝑘𝑒𝑓𝑓Λ)

⎤⎦ · [︃𝑋𝑒𝑓𝑓
𝑛

𝑌 𝑒𝑓𝑓
𝑛

]︃
=

⎡⎣ 𝐽𝑛(𝑘𝑚Λ) 𝐻𝑛(𝑘𝑚Λ)
𝑘𝑚
ρ𝑚

𝐽𝑛(𝑘𝑚Λ)
𝑘𝑚
ρ𝑚

𝐻𝑛(𝑘𝑚Λ)

⎤⎦ · [︃𝑋𝑚
𝑛

𝑌 𝑚
𝑛

]︃ (3.30)

Задавая исчезновение рассеяния от составного включения (𝑌 𝑒𝑓𝑓
𝑛 = 0) мож­

но получить набор уравнений:

−µ𝑚𝑘3𝑚𝐽 ′𝑛(𝑘𝑚Λ)𝑘𝑒𝑓𝑓𝑓
2𝐽(𝑘𝑒𝑓𝑓Λ) + µ𝑒𝑓𝑓𝑘

2
𝑚𝐽𝑛(𝑘𝑚Λ)𝑘3𝑒𝑓𝑓𝐽

′(𝑘𝑒𝑓𝑓Λ) =

𝐷𝑠𝑠
𝑛

[︀
−𝑘3𝑚µ𝑚𝑘2𝑒𝑓𝑓𝐻 ′𝑛(𝑘𝑚Λ)𝐽(𝑘𝑒𝑓𝑓Λ) + µ𝑒𝑓𝑓𝑘

2
𝑚𝐻𝑛(𝑘0Λ)𝑘3𝑒𝑓𝑓𝐽

′(𝑘𝑒𝑓𝑓Λ)
]︀
,

где 𝐷𝑠𝑠 𝑧
𝑛 это коэффициент рассеяния 𝑛-ой цилиндрической гармоники сдвиго­

вой волны с 𝑂𝑧 поляризацией. Применяя асимптотические приближения функ­
ций Бесселя и Ганкеля с аргументом, стремящимся к нулю, получаем эффек­
тивные материальные параметры:

ρ𝑧𝑒𝑓𝑓 = ρ𝑚(1− 𝑆𝑠
0)

µ𝑧𝑒𝑓𝑓 = µ𝑚
1 + 𝑆𝑠

1

1− 𝑆𝑠
1

,
(3.31)

где:

𝑆𝑠
𝑛 =

𝐷𝑠𝑠 𝑧
𝑛

1 + 𝐷𝑠𝑠 𝑧
𝑛

4

π

1

𝑘2𝑚Λ2
· 𝑖. (3.32)

3.1.6 Эффективные материальные параметры метаматериала

Рассмотрим акустический метаматериал, состоящий из эпоксидной матри­
цы (ρ𝑙 = 1180 кг/м3, µ = 1.59·109 Па 𝑣𝑙 = 1350 м/с) и включений из силиконовой
резины (ρ = 1.3 · 103 кг/м3, µ = 9.03 · 105 Па) [64]. Результат вычислений для
среднего расстояния между включениями Λ = 1 мм показаны на Рис. 32 a).
Для волн, частоты которых близки к частотам резонанса внутри включений,
значения эффективных материальных параметров резко дисперсны.

ПАВЛ могут распространяться в волноводе только при определенных
условиях, а именно: скорость объемных сдвиговых волн в метаматериале долж­
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a) b)
Рисунок 32 — a) Эффективная плотность метаматериала (слошная линия)

Λ = 1 мм, 𝑅 = 0.5 мм и b) Частотная полоса существования ПАВЛ, зависящая
от коэффициента заполнения метаматериала

на быть выше, чем для таких же волн в материале слоя; эффективная плотность
метаматериала должна быть положительной. Все эти условия выполнены для
частотной полосы подсвеченной на Рис. 32 a).

На Рис. 32 b) показана зависимость положения зоны, в которой возможно
распространение ПАВЛ. Это положение зависит от коэффициента заполнения
(отношение радиусов цилиндров к среднему расстоянию между ними). Видно,
что меня конфигурацию метаматериала можно подстроить положение частот­
ной области к нужному значению.

3.1.7 Связь мод

Оценим связь мод, возникающую при распространении ПАВЛ в неодно­
родном волноводе. Рассмотрим волновод с такими геометрическими параметра­
ми, что в заданном частотном диапазоне (см. Рис. 32 a) могут распространять­
ся только две низших моды, а для остальных мод толщина волновода меньше
критической. При распространении этих двух мод ПАВЛ, они взаимно преоб­
разуются друг в друга и отражаются от наклонного участка волновода. В этой
формулировке задачи поле волны, распространяющейся в неоднородном волно­
воде можно описать всего четырьмя модами (нулевая и первая мода для прямо­
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a) b)

с) d)

Рисунок 33 — Пространственное распределение энергии мод ПАВЛ в
неоднородном волноводе с толщиной ϕ(𝑧) = 𝑑(1− 𝑎 · 𝑧), где 𝑑 = 0.07м−1, a)

a=1м−1, b) a=5м−1, c) a=25м−1, d) отраженные моды, соответствующие
случаю b).

го и обратного направлений), Также для простоты, но не уменьшая общности,
мы считаем, что толщина волновода меняется линейно:

ϕ(𝑧) = 𝑑(1− 𝑎 · 𝑧). (3.33)

Рассмотрим конкретные параметры ПАВЛ и волновода, а именно выберем
частоту 0.46 МГц и толщину входного сечения 𝑑 = 7 см. Для исследования
процесса связывания мод берем различные значения параметра 𝑎.

Для этой частоты скорость сдвиговой объемной волны в метаматериале
2170 м/с (см. Рис. 32 a) и эффективная плотность 201 кг/м3. Численное реше­
ние системы дифференциальных уравнений (3.45) с коэффициентами (3.46) и
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граничными условиями (3.34) получены с использованием численной библио­
теки программирования на языке 𝐶 GNU SL [147]. Естественно считать, что
входное поле состоит из только нулевой моды, а на противоположном конце
отсутствует отражение:

𝐶+0(0) = 1

𝐶+1(0) = 0

𝐶−0(𝐿) = 0

𝐶−1(𝐿) = 0

(3.34)

Как было отмечено в Разд. 3.1.3, у нулевой моды нет критической толщи­
ны отсечки, что означает отсутствие излучения в виде объемных мод. Таким
образом чтобы детектировать пространственное разделение по частоте в под­
ложке, нужно добиться возбуждения мод ПАВЛ более высокого порядка. Под­
ставляя решение (3.45) в (3.24) мы находим перераспределение энергии мод
вдоль неоднородного волновода. Рассмотрим три случая для трех различных
значений 𝑎: 𝑎 = 1 (a), 𝑎 = 5 (b) и 𝑎 = 25 (c). Перераспредление энергии для
этих трех случаев показано на Рис. 33. Для 𝑎 = 1 связь мод довольно мала,
так как изменение толщины волновода мало на расстоянии длины волны. Для
𝑎 = 5 и 𝑎 = 25 связь мод более ярко выражена, но для случая 𝑎 = 25 длина вол­
новода уже получается сравнимой с длиной волны, что делает детектирование
разделения необнаружимым из-за дифракионного предела.

Рассмотрим случай (b) более подробно. В этом случае связь достаточна,
чтобы получить вытекающую моду преобразованием из нулевой моды ПАВЛ
и длина волновода достаточна для пространственного разделения по частоте.
На Рис. 33 b) можно отметить три участка: I) толщина волновода довольно дале­
ка от критического значения и, следовательно, связь мод мала; II) значительная
часть энергии +нулевой моды передалась +первой моде; III) после прохождения
критического сечения +первая мода ПАВЛ преобразуется в объемную волну и
высвечивается в подложку (становится вытекающей модой). После этого преоб­
разования +первая мода больше не связана с другими модами и не влияет на
них.

Другим важным свойством перераспределения энергии между модами яв­
ляется то, что отражение практически отсутствует (см. Рис. 33 d). Это может
быть объяснено следующим образом. Коэффициент связи мод 𝑆𝑛𝑚(𝑧) из (3.46)
прямо пропорционален фазовому множителю:
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𝑆𝑛𝑚 ∼ exp

[︂
−𝑖
(︂∫︁ 𝑧

0

ℎ𝑚𝑑𝑧 −
∫︁ 𝑧

0

ℎ𝑛𝑑𝑧

)︂]︂
. (3.35)

В области II продольные волновые числа нулевой и первой моды приблизи­
тельно равны ℎ±1 ≈ ±300м−1,ℎ±0 ≈ ±330м−1. Следовательно ℎ+1−ℎ+0 ≈ 30м−1

и 𝑆+1+0 меняет знак каждые 10см (примерно размер всей области II). Поэто­
му связь +нулевой и +первой мод существенна. С другой стороныℎ+0 − ℎ−1 ≈
ℎ0+−ℎ0− ≈ 600м−1 и из (3.35)𝑆+0−0,𝑆+0−1 меняет знак каждые 5мм, что меньше
длины волны. Таким образом, отражения от различных участков неоднородно­
го волновода складываются с разными фазами и деструктивно интерферируют,
вызывая практически полное отсутствие отражения.

Как можно увидеть из Разд. 3.1.3 закон сохранения энергии (3.25) выпол­
няется при осуществлении численных вычислений (сумма энергий нулевой и
первой мод остается постоянной).

3.1.8 Пространственное разделение волн по частоте

a) b)
Рисунок 34 — a) Пространственное разделение по частоте ПАВЛ в слоистом

волноводе переменной толщины с подложкой из акустического метаматериала
(сплошная линия) и плексигласа (пунктирная линия); b) энергия объемной

волны, нормированная на общую начальную энергию ПАВЛ

Оценим пространственно разделение по частоте ПАВЛ в слоистой струк­
туре переменной толщины. Амплитуды вытекающих мод спадают экспоненци­
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ально после прохождения критического сечения и можно различить две вы­
текающие моды ПАВЛ, если расстояние между их критическими сечениями
больше, чем длина волны. Критическая толщина волновода (3.15) и, следова­
тельно, положение критического сечения в волноводе с плавно уменьшающейся
толщиной зависит от частоты и параметров сред.

Мы рассматриваем частотную зависимость положения критического сече­
ния ПАВЛ в частотном диапазоне от 0.459 до 0.462 МГц. Пусть волноведущий
слой сделан из эпоксидной смолы , а подложка из плексигласа (ρ𝑙 = 1200 кг/м3,
µ = 1.4 ·109 Па 𝑣𝑙 = 2650 м/с что примерно соответствует параметрам метамате­
риала на частоте 0.46 МГц). Положение критического сечения для различных
частот построено на Рис. 34 a) пунктирной линией. Согласно этому рисунку
если частота волны изменится на 3 кГц, то положение критического сечения
сместится всего на 0.3 мм, тогда как длина волны ПАВЛ на этой частоте это
2см. Оценки показывают, что для того, чтобы различить две вытекающих моды
разных частот, надо, чтобы разница между частотами была порядка сотен кГц.
Таким образом слоистые структуры переменной толщины из обычных упру­
гих материалов не эффективны для пространственного разделения ПАВЛ по
частоте.

Теперь рассмотрим в качестве подложки волновода акустический мета­
материал. Зависимость положения критического сечения от частоты в такой
структуре показана на Рис. 34 a) сплошной линией. При изменении частоты на
3 кГц, положение критического сечения изменилось на значение 2.3 см, что уже
достаточно для различения двух вытекающих мод ПАВЛ разных частот.

Теперь оценим, как много энергии излучается в подложку. Решаем си­
стему уравнений (3.45) и получаем перераспределение энергии между модами
вдоль волновода, подобно Рис. 33, для частотного диапазона 0.459-0.462 МГц и
находим энергию первой моды в прямом направлении, в критическом сечении.
Эта энергия, нормализованная к общей энергии ПАВЛ, показана на Рис. 34 b)
сплошной линией. Доля энергии излученной из слоя в подложку составляет
от 19 до 33 % от общей энергии. Таким образом использование акустических
метаматериалов в качестве подложки позволяет существенно усилить простран­
ственное разделение по частоте первой моды ПАВЛ в неоднородном волноводе.
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3.2 Распространение магнитостатических спиновых волн в узких
нерегулярных ферромагнитных волноводах

В данной диссертации уже описывалось распространение ПМСВ в фер­
ромагнитных пленках (см. Разд. 1.1.3), а также периодических (см. Разд. 2.2)
и апериодических (см. Разд. 2.3) структурах. Однако, во всех этих случаях
рассматривались структуры, “бесконечные” вдоль напраления поля. В действи­
тельности же все реальные экспериментальные образцы имеют ограничения
по размерам. Как будет показано в данном разделе, это ограничение по ши­
рине волновода влияет на распространение ПМСВ, а именно существует набор
ширинных мод, пролдольные волновые числа которых отличаются. Чем уже
ширина волновода, тем это отличие существенней. При рассмотрении волново­
дов, ширина которых много больше длины волны ПМСВ, эта разница довольно
мала. Но при приближении к наноразмерам, она становится критической для
рассмотрения динамики распространения спиновых волн.

В прошлом разделе главы рассматривалось распространение ПАВЛ в сло­
истых волноводах переменной толщины (см. Разд. 3.1) с использованием по­
строенной теории, основанной на методе Галеркина. В данном разделе получен­
ный опыт будет использован при создании подобной теории, но уже описыва­
ющей распространение ПМСВ в пространственно ограниченных ферромагнит­
ных волноводах перемнной ширины.

3.2.1 Распространение ПМСВ в однородном ферромагнитном
волноводе ограниченной ширины

Используя стандартные приближения магнитостатики (см. Разд. 1.1.1),
рассмотрим распространение ПОМСВ (см. Разд. 1.1.3) в ферромагнитном вол­
новоде ограниченной ширины 𝑤. Благодаря этому магнитостатический потен­
циал нужно искать в виде ϕ = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑧)𝑒𝑖(ν𝑘𝑦−ω𝑡) с более полным уравнение
Уокера:

(µ(𝜕2
𝑥𝑥 + 𝜕2

𝑦𝑦) + 𝜕𝑧𝑧)ϕ(𝑥,𝑦,𝑧) = 0 (3.36)
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Рисунок 35 — Сдвиг дисперсионных кривых двух низших четных мод ПМСВ,
распространяющихся в однородном ограниченном по ширине волноводе при
изменении ширины волновода с 250 мкм (красная пунктирная линия) до 110

мкм (синяя сплошная линия)

Согласно [148; 149] в большинстве экспериментальных задач граничные
условия на краях ферромагнитной пленки (𝑧 = ±𝑤/2) можно считать при­
вязкой магнитных моментов, то есть 𝐵𝑥 = 𝐵𝑦 = 0. При этом предположении
после решения (3.36) с подходящими граничными условиями можно выразить
функцию сечения поля волны как:

𝑔𝑛(𝑧) = [𝑒𝑛𝑠𝑖𝑛
(︁π𝑛
𝑤

𝑧
)︁

+ (1− 𝑒𝑛)𝑐𝑜𝑠
(︁π𝑛
𝑤

𝑧
)︁

],

𝑒𝑛 =

[︃
1, 𝑛 четно,

0, 𝑛 нечетно.

(3.37)

где 𝑛 = 0,1,2 . . . . В то время как толщинный профиль поля имеет вид:

𝑓𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ϕ0(1 + 𝑝𝑛(ν)𝑒𝑀𝑑)𝑒−𝑁𝑥, 𝑑 < 𝑥,

ϕ0(𝑒
−𝑀𝑥 + 𝑝𝑛(ν)𝑒−𝑀𝑑𝑒𝑀𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑑,

ϕ0(1 + 𝑝(ν)𝑒−𝑀𝑑)𝑒𝑁𝑥, 𝑥 < 0.

(3.38)

где 𝑀 2 =
(︀
π𝑛
𝑤

)︀
/µ + 𝑘2 и 𝑁 2 =

(︀
π𝑛
𝑤

)︀
+ 𝑘2 это поперечные волновые числа в

пленке и вне ее соответственно. Новый коэффициент смещения поля 𝑝𝑛(ν):
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𝑝𝑛(ν) =
µ𝑀 −𝑁 − νµ𝑎𝑘
µ𝑀 + 𝑁 + νµ𝑎𝑘

𝑒−𝑀𝑑 =
µ𝑀 + 𝑁 − νµ𝑎𝑘
µ𝑀 −𝑁 + νµ𝑎𝑘

𝑒𝑀𝑑 (3.39)

Как известно, ограничение пространственных размеров волновода приво­
дит к появлению набора собственных мод (Рис. 35):

𝑒2𝑀𝑑 =
(µ𝑀 −𝑁)2 − (µ𝑎𝑘)2

(µ𝑀 + 𝑁)2 − (µ𝑎𝑘)2
(3.40)

Согласно Рис. 35 у ширинных мод разные ω𝑚𝑖𝑛
𝑛 . На самом деле эта раз­

ница имеет обратную зависимость от ширины волновода. И, следовательно,
также есть частоты отсечки, так что спектральный состав ширинных мод мо­
жет контролироваться вариацией ширины волновода. Также следует отметить,
что решения, соответствующие 𝑛 = 0 являются фиктивными и в реальных
структурах не могут быть возбуждены. При этом приближении поле ПМСВ,
распространяющейся в регулярном волноводе конечной ширины может быть
выражено в виде:

ϕ(𝑥,𝑦,𝑧) =
∑︁

𝑛=1,2,3...

𝐶𝑛𝑓𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑧)𝑒𝑖(𝑘𝑛𝑦−ω𝑡) (3.41)

где амплитудные коэффициенты 𝐶𝑛 постоянны и зависят только от схемы воз­
буждения волн.

3.2.2 Распространение ПМСВ в однородном ферромагнитном
волноводе переменной ширины

Рисунок 36 — Распространение ПМСВ нерегулярном волноводе

Метод Галеркина может применен к нерегулярным волноводам разных
видов [110; 111] (асимметричным, изогнутым, расщепленным), но в данном раз­
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деле рассмотрен случай симметричного пространственно ограниченного волно­
вода с участком плавного изменения ширины (см. Рис. 36). ПМСВ могут быть
возбуждены полосковой антенной, которая в основном возбуждает низшую чет­
ную моду (𝑛 = 1). С учетом того, что в таком симметричном волноводе благода­
ря неоднородностям волновода могут возбуждаться только четные моды, мож­
но рассматривать в нашей модели только четные моды ПМСВ с 𝑛 = 1,3,5 . . . .
Здесь следует отметить, что четные моды (с 𝑔(𝑧) = 𝑔(−𝑧) в (3.37)) соответ­
ствуют нечетным номерам 𝑛 = 1,3,5 и наоборот. С этого момента будем ис­
пользовать слово четная мода для мод с 𝑛 = 1,3,5, подразумевая четность ее
ширинной функции сечения.

В сечении 𝑦 = ζ в неоднородном волноводе ширина волновода равняется
𝑤(ζ). Выбирая рабочую частоту большей, чем ω𝑚𝑖𝑛

1 , и удовлетворяя условиям
распространения мод, можно переписать (3.41) в виде:

ϕ(𝑥,ζ,𝑧) =
∑︁

𝑛=1,3,5...

𝐶ζ𝑛𝑓
ζ
𝑛(𝑥)𝑔ζ𝑛(𝑧) (3.42)

Так как зависимость поля каждой моды от координаты вдоль оси 0𝑦 имеет
вид (3.41), то:

𝜕ϕ

𝜕𝑦
= 𝑖

∑︁
𝑛=1,3,5...

𝑘ζ𝑛𝐶
ζ
𝑛𝑓

ζ
𝑛(𝑥)𝑔ζ𝑛(𝑧) (3.43)

Подставляя разложение (3.42) в (3.43) и (3.43) в (3.36), получаем:∑︁
𝑛=1,3,5...

(𝐶 ′𝑛(𝑦) + 𝑖𝑘𝑛𝐶𝑛(𝑦))𝑓𝑛(𝑥,𝑦)𝑔𝑛(𝑦,𝑧) =

=
∑︁

𝑛=1,3,5...

𝐶𝑛(𝑦)𝑓𝑛(𝑥,𝑦)
𝜕𝑔𝑛(𝑦,𝑧)

𝜕𝑧

(3.44)

В уравнении (3.44) только ширинная функция сечения моды зависит от 𝑧.
Чтобы исключить эту зависимость, последовательно умножим уравнение (3.44)
на функции 𝑔𝑚 и проинтегрируем их по оси 𝑂𝑧. Благодаря ортогональности
набора ширинных функций (3.38) уравнения на амплитуды мод принимают
вид:

𝐶 ′𝑛(𝑦) =
∑︁

𝑚=1,3,5...

𝑆𝑛𝑚(𝑦)𝐶𝑚(𝑦) (3.45)

с коэффициентами связи:
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𝑆𝑛 ̸=𝑚
𝑛𝑚 (𝑦) =

𝐾 · 𝑤′(𝑦)

𝑘𝑛(𝑘𝑛 − 𝑘𝑚)
𝑔𝑛𝑔𝑛|𝑧=0

· exp

[︂
−𝑖
(︂∫︁ 𝑦

0

𝑘𝑚𝑑𝑦 −
∫︁ 𝑦

0

𝑘𝑛𝑑𝑦

)︂]︂
,

𝑆𝑛𝑛(𝑦) =
𝐾 · 𝑤′(𝑦)

2𝑘2𝑛
𝑔2𝑛|𝑧=0,

(3.46)

где

𝐾 =
ω4

𝑀 2 −𝑁 2
.

Чтобы найти 𝐶𝑛(𝑦) применяем граничные условия при 𝑦 = 0 (см. Рис. 36)
к дифференциальному уравнению (3.45),которые определяют поле волны в на­
чале структуры: ∑︁

𝑛=1,3,5...

𝐶𝑛(0)𝑓𝑛(𝑥,0)𝑔𝑛(0,𝑧) = ϕ(𝑥,0,𝑧) (3.47)

где ϕ(𝑥,0,𝑧) это распределение поля в начале волновода и зависит от техники
возбуждения волн.

Решая систему дифференциальных уравнений (3.45) численно, и учиты­
вая граничные условия (3.47) получаем амплитуды мод 𝐶𝑛(𝑧).

3.2.3 Связь мод в неоднородном волноводе

Рассмотрим структуру, показанную на Рис. 36 с соответствующими гео­
метрическими размерами (все размеры структуры показаны в одном масштабе,
за исключением толщины пленки 𝑑 = 10 µм). Этот узкий ферромагнитный вол­
новод сделан из ЖИГа с намагниченностью насыщения 4π𝑀𝑠=1350 Э, располо­
женного на диэлектрической подложке, намагниченного внешним магнитным
полем 𝐻⃗𝑒𝑥𝑡 = 340 Э. ПМСВ возбуждаются на частоте 𝑓1 = 2.24 ГГц в нача­
ле структуры 𝑦 = 0 стандартной микрополосковой антенной и, следовательно,
граничные условия могут быть выражены как:
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Рисунок 37 — Связь мод ПМСВ в неоднородном волноводе (черная и красная
линия соответствуют первой и третьей четной моде соответственно)

𝐶𝑛(0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1

0

0

. . .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.48)

Применяя метод, описанный в Разд. 3.2.2 для решения дифференциально­
го уравнения (3.45) с граничными условиями (3.48) получаем связь мод в неод­
нородном волноводе (см. Рис. 37). С выбранными параметрами возбуждаться
будут только две низшие четные моды с 𝑛 = 1,3 (передача энергии от моды с
𝑛 = 1 модам с 𝑛 = 5,7, . . . получается пренебрежимо малой).

Из Рис. 37 видно, что довольно плавное изменение ширины волновода
может привести к существенной связи мод (переадча вплоть до 70% энергии).
Следовательно амплитуды ширинных мод могут быть сравнимы, даже если
возбуждается лишь низшая мода. Это означает что в любом реальном про­
странственно ограниченном волноводе эффект квантования спектра должен
быть подробно исследован, из-за его существенного влияния на распростране­
ние спиновых волн. На Рис. 38 построено распределение магнитостатического
потенциала ПМСВ в неоднородном волноводе, из которого видны биения, вы­
званные пространственной интерференцией. Причем для двух близких частот
(a) 𝑓1 = 2.24 ГГц и b) 𝑓2 = 2.3ГГц эти распределения существенно различа­
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Рисунок 38 — Распределение магнитостатического потенциала ПМСВ в
неоднородном волноводе на частотах a) 𝑓1=2.24 ГГц и b) 𝑓2=2.3ГГц

ются. На обоих рисунках ПМСВ в начале сужающегося участка представлены
модой с 𝑛 = 1, а мода с 𝑛 = 3 возбуждается только в неоднородном участке
(0.3 мм<𝑦<1.3 мм). Так как частоты возбуждения различны, то и волновые чис­
ла мод получаются разными и это приводит к изменению интерференционной
картины. Ясно видно, что на частоте 𝑓1 в выходном сигнале преобладает мода с
𝑛 = 3, в то время как на частоте 𝑓2 основная энергии волны сконцентрирована
в моде с 𝑛 = 1. Схожий эффект можно было бы получить при фиксировании
частоты и отстройке внешнего магнитного поля 𝐻⃗𝑒𝑥𝑡. Другими словами, эф­
фект пространственного ограничения существенен для рассмотрения микро- и
наноразмерных структур, так как он может существенно повлиять на динамику
распространения ПМСВ.

Следует также акцентировать внимание на плотности энергии ПМСВ. Все
вышеупомянутые результаты были получены для нормализованных функций
поля, где поток энергии моды 𝑛 нормирован на поток энергии моды с 𝑛 = 1 в
начале волновода. Это означает, что средняя плотность энергии ПМСВ (без рас­
смотрения биений) в сечении 𝑦 = ζ может быть оценена как 𝐸(ζ) = 𝐸(0)𝑤(0)𝑤(ζ) . В
любой реальной системе следует учитывать потери при распространении, и не
получится увеличить плотность энергии волны на порядок уменьшив сечение
волновода, однако, параметры структуры могут быть подобраны, чтобы компен­
сировать потери фокусировкой ПМСВ или даже повысить плотность энергии
вплоть до порога нелинейности.
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3.3 Выводы

В данной главе рассмотрены задачи о распространении акустических и
магнитостатических спиновых волн в неоднородных волноведущих структурах.
А именно, рассмотрены слоистые волноведущие структуры переменной толщи­
ны из упругих материалов и акустических метаматериалов, а также неоднород­
ные ферромагнитные волноводы переменной ширины.

Для решения задачи о распространении ПАВЛ в слоистых волноведущи
структурах переменной толщины из упругих материалов и акустических ме­
таматериалов была разработана математическая модель, основанная на мето­
де Галеркина. С помощью этой модели было показано, что ширинные моды
волновода оказываются связанными и эта связь оказывается достаточно суще­
ственной, чтобы влиять на распространение волн в неоднородном волноводе.
Было показано, что для ширинных мод, кроме фундаментальной, существу­
ют точки отсечки, после которых распространяющиеся моды превращаются в
вытекающие, энергии которых высвечивается в объем. Положение этого кри­
тического сечения зависит от частоты, а значит волны разных частот могут
быть пространственно разделены. Для того чтобы усилить эффект разделения
по частоте в структуру добавлены акустические метаматериалы, представляю­
щие собой набор цилиндрических включений в упругой матрице. Параметры
акустического метаматериала найдены с помощью приближения когерентного
потенциала.

Для решения задачи о распространении ПМСВ в неоднородных ферро­
магнитных волноводах переменной ширины была взят метод, разработанный в
прошлой главе и адаптирован для случая магнитостатических спиновых волн.
С помощью адаптированного метода было также показано, что ширинные моды
спиновых волн оказываются связанными. Благодаря перекачке энергии между
модами и многомодовому режиму распространения, динамика ПМСВ в неодно­
родном волноводе существенно отличается от случая неограниченного по ши­
рине волновода. В результате образуется пространственная интерференция ши­
ринных мод ПМСВ с соответствующими биениями. Меняя частоту возбужде­
ния ПМСВ или внешнее поле, можно управлять модовым составом на выходе
из неоднородного волновода.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. На основе метода многократного рассеяния создана теория распростра­

нения прямых объемных магнитостатических спиновых волн в нормаль­
но намагниченном двумерном магнонном кристалле. Получены диспер­
сионные кривые и распределение поля спиновых волн. Обнаружено воз­
никновение краевых вращательных состояний - краевых магнонов в
таких структурах.

2. Исследованы различные виды касательно намагниченных одномерных
магнонных кристаллов (бикомпонентные магнонные кристаллы, биком­
понентные магнонные кристаллы с металлизацией, микроструктуриро­
ванные ферромагнитные пленки). С помощью метода разложения по
плоским волнам показано, что в одномерных магнонных кристаллах
распространение поверхностных магнитостатических спиновых волн
является невзаимным, то есть дисперсионные характеристики волн,
распространяющихся в противоположных направлениях различны, что
является проявлением гиротропности ферромагнитных сред.

3. Аналитически решена задача о распространении поверхностных маг­
нитостатических спиновых волн в одномерных магнонных кристаллах
конечной длины. С помощью разработанной на базе метода матриц пе­
редачи теории показано, что зонная структура дисперсии волн в таких
структурах формируется уже на нескольких периодах структуры.

4. Исследовано распространение поверхностных акустических волн Лява
в неоднородных слоистых средах, содержащих акустические метамате­
риалы. С помощью созданной теории, основанной на методе сечений,
показано, что в волноведущей струтруктуре с переменной толщиной
возникает пространственное разделение волн по частоте. Использова­
ние акустического метаматериала с резонансными характеристиками
материальных параметров на частоте акустических волн позволяет су­
щественно усилить и сделать практически реализуемым эффект разде­
ления мод акустических волн.

5. Исследовано распространение поверхностных магнитостатических спи­
новых волн в ограниченных ферромагнитных волноводах переменной
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ширины. Вследствие неоднородности волновода возникает перекачка
энергии между ширинными модами, что существенно влияет (перекач­
ка более половины энергии моды) на характер распространения волн в
таких структурах благодаря пространственной интерференции.

В заключении автор выражает благодарность и большую признательность
своему научному руководителю Никитову С.А. за поддержку, помощь, обсужде­
ние результатов и научное руководство. Я благодарен сотрудникам Института
радиотехники и электроники им. В.А. Котельникова РАН за всестороннюю по­
мощь и плодотворную рабочую атмосферу при выполнении настоящей работы.
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