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Введение

Актуальность темы исследования. Базовым элементом в современ-

ных электронных устройствах является полевой транзистор, каналом которо-

го служит двумерный электронный газ, образующийся за счет изгиба зон в

структуре металл-диэлектрик-полупроводник [1]. В настоящее время техно-

логический прогресс привел к возможности создания и исследования физиче-

ских свойств двумерного электронного газа с необычным дираковским зако-

ном дисперсии электронов, возникающим в ряде атомно тонких кристаллов

и на поверхности трехмерных полупроводниковых кристаллов. Первым полу-

ченным в лаборатории кристаллом толшиной в один атом стал графен [2],

который состоит из атомов углерода, расположенных в узлах гексагональной

решетки. Главным отличительным свойством графена является ультрареля-

тивистский закон дисперсии носителей заряда, называемых также безмассо-

выми дираковскими фермионами. Существование безмассовых дираковских

фермионов обуславливает необычные свойства графена (например, возмож-

ность наблюдения квантового эффекта Холла при комнатной температуре).

С точки зрения применения графена в качестве материала в современных

устройствах электроники и оптоэлектроники важно исследовать не только

”объемные” свойства носителей заряда, но и свойства краевых/поверхностных

состояний, возникающих из-за обрыва кристаллической решетки [3, 4]. По-

следние образуют дополнительный проводящий канал вблизи края графена

[5] и влияют на транспортные и оптические свойства графеновых структур.

Проявление вклада краевых состояний в оптическом поглощении графена с

наноотверстиями изложено в отдельной главе настоящей диссертации.

Одновременно с исследованием графена возникла топологическая клас-

сификация полупроводниковых кристаллов [6]. В рамках этой теории класси-

фикация зон проводится согласно симметрии обращения времени и вводится

понятие топологического инварианта – числа, принимающего два значения (0
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или 1) и характеризующего объёмную зонную структуру полупроводника. То-

пологическими изоляторами (ТИ) называются полупроводники, для которых

топологический инвариант равен 1 [7, 8]. Главным свойством ТИ являет-

ся существование в запрещенной зоне материала топологически защищенных

проводящих поверхностных состояний (ПС). К ТИ относят материалы Bi2Se3,

Bi2Te3, BixPb1−x (при 0.19 < x < 0.33), в которых объёмные носители име-

ют дираковский (или модифицированный дираковский) закон дисперсии с

ненулевой массой (шириной запрещенной зоны). В рамках метода огибающих

функций для описания поверхностных состояний в ТИ используется нулевое

граничное условие (ГУ) [9], которое гарантирует существование безмассовых

дираковских фермионов на поверхности ТИ. Хотя интуитивно накладываемое

нулевое ГУ является приемлемым, оно не может описать зависимость свойств

ПС от возмущения кристаллического потенциала вблизи поверхности ТИ. Од-

на из глав диссертации содержит исследование зависимостей спектров ТИ от

свойств поверхности в рамках феноменологического ГУ.

Помимо ТИ существуют топологические кристаллические изоляторы, су-

ществование ПС в которых защищено пространственной симметрией. К то-

пологическим кристаллическим изоляторам относят сплавы Pb1−xSnx(Se,Te).

Объемные носители в этих материалах также обладают дираковской диспер-

сией. Интересной особенностью указанных сплавов является существование

ПС как при нормальном так и инвертированном порядке зон [10, 11]. В насто-

ящей диссертации будет показано, что это естественно описывается в рамках

уравнения Дирака, причем ПС в неинвертированной фазе приводят к эффек-

там похожим на те, что возникают из-за существования топологических ПС.

Из вышеуказанного следует актуальность темы диссертационной работы.

Цели и задачи диссертационной работы: Построение теории по-

верхностных состояний в нанопроволоках дираковских материалов типа Bi,

Bi1−xSbx и Pb1−xSnx(Se,Te). Доказательство того, что нетопологические по-

верхностные состояния также дают ааронов-бомовский вклад в магнитопрово-
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димость нанопроволоки. Исследование зависимости энергетического спектра

поверхностных состояний от феноменологических граничных условий в топо-

логических изоляторах типа Bi2(Se,Te)3 в рамках k·p-приближения, а также

двумерных топологических изоляторах в приближении сильной связи. Расчет

вклада краевых состояний, локализованных на наноотверстиях, в поглощение

наноперфорированного графена.

Для достижения поставленных целей были решены следующие задачи:

1. Нахождение энергетического спектра трехмерного изотропного уравне-

ния Дирака в нанороволоке без магнитного поля и в продольном магнит-

ном поле. Вычисление вклада поверхностных состояний в магнитопрово-

димость нанопроволоки, при заполнении большого числа поверхностных

подзон.

2. Вывод граничного условия для огибающих функций в трехмерных топо-

логических изоляторах типа Bi2(Se,Te)3 на поверхности (111). Изучение

зависимости энергетического спектра поверхностных состояний от зна-

чений параметров в выведенном граничном условии.

3. Вывод граничного условия для волновых функций в двумерных тополо-

гических изоляторах в рамках метода сильной связи с четырьмя орбита-

лями на каждом узле квадратной решетки. Исследование зависимости

энергетических спектров краевых состояний по всей краевой зоне Брил-

люэна от значений феноменологических параметров в выведенном ГУ.

4. Вычисление вклада внутризонных переходов в поглощение наноперфо-

рированного графена.

Научная новизна работы. В диссертации впервые найден энергети-

ческий спектр трехмерного уравнение Дирака с граничным условием, удо-

влетворяющим симметрии по отношению к инверсии времени и эрмитовости

задачи, в геометрии нанопроволоки.

Предложено новое теоретическое описание ПС в 3D ТИ типа Bi2(Se,Te)3,
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учитывающее пространственную симметрию поверхности (111). Рассмотре-

но влияние общего ГУ, инвариантного относительно инверсии времени, на

спектр краевых состояний в 2D ТИ.

Предсказан новый механизм резонансного поглощения терагерцового из-

лучения в наноперфорированном графене.

Практическая значимость. Предсказано, что наноперфорированный

графен перспективен в качестве оптического модулятора терагерцового излу-

чения.

Положения, выносимые на защиту:

1. Рассмотрен вклад нетопологических поверхностных состояний, образу-

ющих одномерные подзоны вне запрещенной зоны материала, в транс-

порт вдоль нанопроволок из дираковских кристаллов типа Bi, Bi1−xSbx,

PbxSn1−x(Se,Te). Включение продольного магнитного поля приводит к

появлению осциллирующей ааронов-бомовской поправки к плотности

поверхностных состояний и магнитопроводимости нанопроволоки.

2. В рамках приближения огибающих функций предложено общее гра-

ничное условие для 3D ТИ типа Bi2(Se,Te)3, удовлетворяющее общим

физическим требованиям. Учет пространственных симметрий поверхно-

сти (111) кристаллов типа Bi2(Se,Te)3 позволяет уменьшить число неиз-

вестных граничных параметров до трёх. Показано, что энергетический

спектр топологических поверхностных состояний сильно зависит от зна-

чений граничных параметров и в общем случае не имеет стандартного

конического вида.

3. В 2D ТИ, описываемых моделью сильной связи с четырьмя орбиталя-

ми на каждом узле двумерной квадратной решетки, общее граничное

условие, инвариантное относительно обращения времени, не нарушает

соответствие ”объём-граница”.

4. Предсказано, что коэффициент поглощения наноперфорированного гра-
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фена имеет резонанс на частотах, соответствующих расстоянию меж-

ду ближайшими уровнями энергий краевых состояний, локализованных

вблизи каждого наноотверстия. Величиной коэффициента поглощения

на резонансной частоте можно управлять при помощи напряжения на

затворе.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность пред-

ставленных в диссертации результатов подтверждается тем, что при расчётах

использовались проверенные методы теоретической физики, воспроизводящие

результаты в предельных случаях и, дающих непротиворечивые результаты

в различных подходах. Полученные теоретические результаты признаны на-

учной общественностью при обсуждениях на российских и международных

научных конференциях, а также подтверждены положительными рецензиями

опубликованных статей в научных журналах.

Результаты исследований, вошедших в диссертацию, докладывались на

Joint Conference of New Trends on Topological Insulators and 17-th International

Conference on Narrow Gap Systems (Würzburg, Germany, July 25-29, 2016),

Graphene Week 2016 (Warsaw, Poland, June 13-17, 2016), 18th and 22th International

Symposium ”Nanostructures: Physics and Technology” (Saint Petersburg, Russia,

June 21-26, 2010, and Saint Petersburg, Russia, June 23-27, 2014); 10-ой и

12-ой Российской конференции по физике полупроводников (Нижний Нов-

город 19-23 сентрября 2011 г., и Ершово 21-25 сентября 2015 г.); 18-ом

международном симпозиуме ”Нанофизика и нанофотоника” (Нижний Нов-

город, 10-14 марта 2014 г.); XIII Конференция молодых ученых ”Проблемы

физики твердого тела и высоких давлений” (Сочи, 10-21 сентября 2014);

9-th Advanced Research Workshop Fundamentals of Electronic Nanosystems

”NanoPeter 2014” (Saint Petersburg, Russia, June 21-27, 2014); International

Workshop ”New Trends in Topological Insulators” (Berlin, Germany, 7-11 July

2014); 15-ой Школы молодых ученых ”Актуальные проблемы физики” Физи-
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ческий институт РАН, Москва, 16-20 ноября 2014 г.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 13 печатных

работах, из них 5 статей в рецензируемых журналах, входящих в систему

Web of Science [12–16], а также 8 публикаций в сборниках трудов и тезисов

конференций [17–24].

Личный вклад автора. Автор принимал участие в постановке задач и

обсуждении результатов. Все расчеты проводились автором.

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, обзора ли-

тературы, 3-х глав, заключения, библиографии и 2-ух приложений. Работа

содержит 90 страниц, включая 22 рисунка, 4 таблицы и список литературы

из 111 источников.

Обзор литературы состоит из трёх разделов. В пером разделе Обзора

вводится понятие топологического (кристаллического) изолятора и обозре-

вается проблема граничных условий для огибающих функций трехмерных

топологических изоляторов типа Bi2(Se,Te)3, Bi1−xSbx и топологических кри-

сталлических изоляторов типа Pb1−xSnx(Se,Te). Второй раздел Обзора посвя-

щен изложению известных теоретических и экспериментальных результатов

по эффекту Ааронова-Бома в нанопроволоках из топологических изоляторов.

В третьем разделе Обзора приводятся результаты работ по краевым состояни-

ям в графене в модели сильной связи и в приближении огибающих функций

и их связи с экспериментальными работами.

Первая глава содержит 4 раздела и посвящена проблеме поверхностных

состояний в полупроводниках типа Pb1−xSnx(Se,Te) и Bi1−xSbx. В разделе 1.1

методом инвариантов выводится двухзонный k·p-гамильтониан, который при-

водится к виду анизотропного гамильтониана Дирака. Далее (раздел 1.2) об-

суждается проблема граничного условия для анизотропного уравнения Дира-

ка и вычисляются спектры поверхностных состояний для полупространства.

Раздел 1.3 посвящен вычислению спектров изотропного уравнения Дирака в
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нанопроволоке без магнитного поля и в продольном постоянном магнитном

поле, а также вычислению плотности поверхностных состояний в магнитном

поле. В заключительном разделе первой главы (раздел 1.4) вычисляется вклад

поверхностных состояний в магнитопроводимость нанопроволоки.

Во второй главе, состоящей из двух разделов, исследуется проблема

граничных условий для огибающих функций 3D ТИ (раздел 2.1) и для вол-

новых функций электронов в 2D ТИ в рамках метода сильной связи (раздел

2.2).

Третья глава содержит два раздела и посвящена исследованию вклада

краевых состояний в поглощение наноперфорированного графена. В разделе

3.1 вычисляется энергетический спектр краевых состояний, локализованных

вблизи одного наноотверстия в графене. Затем в разделе 3.2 вычисляется

вклад внутризонных переходов в коэффициент поглощения графена с многи-

ми наноотверстиями.

В Заключении сформулированы основные результаты работы.

Формулы и рисунки в диссертации нумеруются по главам в стиле №гла-

вы. №формулы (в Обзоре литературы №главы отсутствует), нумерация лите-

ратуры и сокращения единые для всего текста. Список сокращений приведен

после заключения, кроме того, в каждой главе при первом упоминании при-

водится расшифровка сокращения.
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Обзор литературы

1. Топологические и топологические кристаллические

изоляторы

1.1. Топологические изоляторы

Взгляд на зонную структуру полупроводников с точки зрения тополо-

гической классификации, по аналогии с топологическими соображениями,

используемыми в теории квантового эффекта Холла [25], привёл к появле-

нию нового физического понятия – топологический изолятор (ТИ) [7, 8].

ТИ называется полупроводниковый кристалл, в запрещенной зоне которо-

го существуют топологически защищенные поверхностные состояния (ПС)

металлического типа. Под топологической защитой здесь понимают то, что

существование ПС определяется соображениями, основанными на топологи-

ческой классификации объемных зон полупроводника и не зависит от деталей

строения приповерхностной области. В идеальном случае в запрещенной зоне

образуются однократно вырожденные расщеплённые по спину поверхност-

ные/краевые состояния, спектр которых схематически представлен на рис.1d.

Спектр топологических ПС расщеплен по спиновому квантовому числу, что

делает ТИ привлекательными для практических приложений в области спин-

троники [26].

С топологической точки зрения ТИ отличается от обычного (тривиально-

го) изолятора значением топологического инварианта Z2 [6, 27], который ха-

рактеризует топологические свойства заполненных зон полупроводника. Для

ТИ значение топологического инварианта Z2 равно единице (ν = 1), в то вре-

мя как для тривиального изолятора его значение равно нулю (ν = 0). Здесь

стоит отметить, что никакие возмущения гамильтониана кристалла, сохра-

няющие симметрию инверсии времени и не приводящие к закрытию запре-
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щенной зоны, не могут поменять топологический класс полупроводника. Так

как значение Z2-инварианта определяется с помощью матрицы, построенной

на волновых функциях, а точнее блоховских множителях, всех заполненных

зон бесконечного кристалла [27], то сама по себе топологическая классифи-

кация ничего не может сказать о ПС, появляющихся в результате обрыва

кристаллического потенциала [3, 4]. Однако, принцип соответствия ”объем-

граница” (”bulk-boundary correspondence”) утверждает, что в области измене-

ния значения Z2-инварианта (т.е. на границе ТИ-вакуум или ТИ-тривиальный

изолятор) уровень Ферми пересекает нечетное число пар (ферми дуг) ПС в

запрещенной зоне 2D (3D) ТИ [7, 28]. ПС, возникающие на поверхности ТИ,

называют топологическими, чтобы подчеркнуть их топологическое происхож-

дение.

Теоретически было показано [9], что целый класс соединений c цен-

тром инверсии Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3 являются ТИ. Оказалось, что именно

учёт спин-орбитального взаимодействия в этих кристаллах приводит к инвер-

сии двух ближайших к уровню Ферми зон с разной четностью, результатом

чего является их нетривильная топологическая классификация (см. рис.1).

Существование топологических ПС в кристаллах Bi2Se3, Bi2Te3,Sb2Te3 было

подтверждено в экспериментах по фотоспектроскопии с угловым и спиновым

разрешением [29, 30].

В приближении огибающих волновых функций в окрестности центра

зоны Бриллюэна (Γ-точки) электроны и дырки в соединениях типа Bi2Se3,

Bi2Te3, Sb2Te3 описываются уравнением Дирака [9]:
m(p) vpz 0 vp−

vpz −m(p) vp− 0

0 vp+ m(p) −vpz
vp+ 0 −vpz −m(p)




Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

 = E


Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

 , (1)

в котором мы пренебрегли анизотропией, m(p) = m + bp2 – массовый член,
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d)

Рис. 1. Схема эволюции объемного спектра узкощелевого кристалла при увеличении объем-

ного спин-орбитального взаимодействия, приводящего к инверсии зон: от фазы тривиального

изолятора (а) через бесщелевую фазу (b) до инвертированного спектра в фазе топологиче-

ского изолятора (c). Панель (d): зонная модель полубесконечного топологического изолятора

типа Bi2Se3. В кривизну спектра объемных зон вносит вклад дисперсия массового члена

m(k) в гамильтониане (1). Черные кривые изображают спектр топологических ПС. Рисунок

адаптирован из работы [16].

зависящий от квазиимпульса, p± = px± py, v – матричный элемент оператора

скорости в Γ-точке, Ψ = (Ψ1Ψ2,Ψ3,Ψ4)
T – столбец из огибающих волновых

функций. Уравнение (1) выведено в системе координат, в которой ось z сов-

падает с направлением (111) ромбоэдрической решетки кристаллов Bi2Se3,

Bi2Te3, Sb2Te3. Для нахождения волновых функций и спектра топологиче-

ских ПС в рамках уравнения (1) необходимо задать граничное условие (ГУ)

для огибающих функций на поверхности кристалла. В подавляющем боль-

шинстве работ используется нулевое ГУ для всех компонент Ψ [9, 31–38].

В топологической фазе, т.е. при mb < 0 [9, 31], нулевое ГУ обеспечивает

появление ПС с бесщелевым дираковским спектром:

E = ±v
√
p2x + p2y. (2)

Однако, топологические ПС оказываются чувствительными к различного ро-

да возмущениям приповерхностного потенциала, таким как окисление по-

верхности [39], осаждение на поверхность магнитных и немагнитных атомов
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[40–43], покрытие поверхности слоями других материалов [44, 45]. Поэтому

описание различного рода возмущений на поверхности ТИ в рамках уравне-

ния (1) требует ГУ более общего вида. Используя вариационный принцип, в

работе [46] было выведено следующее ГУ (на поверхности (111)):

[v̂z − U ] Ψ|z=0 = 0, (3)

в котором v̂z = ∂H/∂kz – z-компонента оператора скорости гамильтониана

ТИ, стоящего в левой части уравнения (1), U – матрица поверхностного

потенциала размера 4× 4, описывающая влияние возмущений вблизи поверх-

ности ТИ на электронные состояния (как поверхностные, так и объемные).

Авторы рассмотрели диагональный вид матрицы поверхностного потенциала

U = diag{U1, U2, U1, U2}. В случае U1 = U2 было показано, что положение

конической точки (называемой также дираковской) в спектре топологических

ПС зависит от значений потенциала U1 (см.рис. 2), а также, что в опре-

деленной области параметров коническая точка может попадать в область

объемных состояний. Диагональную матрицу U можно интерпретировать как

изгиб зон, вызванный встроенным электрическим потенциалом на границе.

В случае псевдоэлектрического поля U1 = −U2, спектр топологических ПС

имеет вид (2) при любых значениях U1.

1.2. Топологические кристаллические изоляторы

Развитие идей топологической классификации зонной структуры полу-

проводников, связанных с существованием как симметрии инверсии времени,

так и пространственных симметрий у высокоиндексных поверхностней, при-

вело к возникновению топологических кристаллических изоляторов (ТКИ)

[47].

Кристаллические соединения Pb1−xSnxTe(Se) переходят в фазу ТКИ при

определённых значениях концентрации олова (x > 0.2), когда происходит ин-

версия зон разной четности в точках L [48, 49]. В фазе ТКИ на поверхностях
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Рис. 2. Зависимость положения дираковской точки в спектре топологических ПС от значения

Ũ = U1/
√
mb для диагональной матрицы U = U1diag{1, 1, 1, 1}, из работы [46].

{001} , {110} , {111} возникает четное число безмассовых дираковских ферми-

онов, существование которых защищено плоскостями зеркальной симметрии

[11, 50, 51].

В литературе распространен подход к рассмотрению топологических ПС

в ТКИ [49] (и ТИ [52]), связанный с формулировкой моделей с плавно меня-

ющимися (на атомных масштабах) зонными параметрами вблизи интерфейса.

Такой подход основан на работе [53], в которой рассмотрен симметричный

инверсионный гетероконтакт, возникающий за счет плавного изменения со-

става в соединениях Pb1−xSnxTe(Se). В двухзонном приближении электроны

в L-долинах Pb1−xSnxTe(Se) описываются уравнением Дирака [54, 55] с мас-

сой, изменяющей знак вблизи интерфейса (см. рис.3a): −E im(z) + vσp

−im(z) + vσp −E

 Ψc

Ψv

 = 0 (4)

Вблизи точки инверсии массы (запрещенной зоны) возникает 2D зона

ПС со спектром бесщелевых дираковских фермионов (2). Их волновая функ-

15



a)
z

m(z) > 0 m(z)< 0

b)
z

m(z)  +∞ m(z) < 0

Рис. 3. a) Модель симметричного инверсионного гетероконтакта. b) Модель ТКИ и ТИ,

используемая в работах [49, 52]

ция локализована в плоскости интерфейса:

Ψ± =


0

eiθ/2

e−iθ/2

0

 e
∫z
0

m(z)
h̄v dz+i(kxx+kyy), (5)

здесь p = h̄k, eiθ = (kx + iky) /
√
k2x + k2y.

Пользуясь топологической терминологией, можно сказать, что существо-

вание состояний (5) со спектром безщелевых дираковских фермионов (2) за-

щищено инверсией запрещенной зоны при удалении от области контакта.

Решения уравнения Дирака вида (5) тесно связаны с нулевыми модами су-

персимметричной квантовой механики [56, 57].

Более реалистична модель несимметричного контакта, рассмотренная в

обзоре [58], рис.4. Асимметрия зон задается скалярным потенциалом φ(z),

имеющим смысл интерфейсного изгиба зон. С учетом разрыва зон спектр

интерфейсных состояний имеет вид:

E =
m1φ0

m0
± v

√
1−

(
φ0

m0

)2√
p2x + p2y, (6)
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z

+

z

φ

z

Рис. 4. Несимметричный инверсионный гетероконтакт [58]. При большом рассогласовании

работ выхода интерфейсные состояния перестают существовать, несмотря на инверсию зон.

Рисунок адаптирован из работы [16]

где φ(z) = φ0f(z), m(z) = m0f(z) + m1, модельная функция f(z) описывает

согласованное изменение ширины запрещенной зоны и изгиба зон на гете-

роинтерфейсе. Из формулы (6) видно, что если изменение потенциала пре-

восходит полущирину запрещенной зоны (т.е. φ0/m0 > 1), то интерфейсные

состояния не возникают. Отсюда следует, что инверсии массы недостаточно

для появления интерфейсных состояний.

Для описания топологических ПС в рамках уравнения Дирака (4) необ-

ходимо постулировать, что ширина запрещенной зоны m(z) вне кристалла

(т.е. в вакууме) имеет бесконечно большое положительное значение, а внут-

ри кристалла в топологической фазе – отрицательное значение [49, 52] (см.

рис.3b). Тогда на поверхности кристалла неизбежно возникают ПС с бесщеле-

вым дираковским спектром (2). В таком подходе инверсия ширины запрещен-

ной зоны связывается с изменением топологического инварианта при переходе

из ТИ (ТКИ) в вакуум, считающийся тривиальным по определению. Однако

при движении вдоль нормали к поверхности кристалла изменение знака ши-

рины запрещенной зоны происходит резко на атомных масштабах, и, поэтому,

рассматриваемая модель, вообще говоря, выходит за рамки приближения оги-
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бающих функций. Чтобы корректно учесть поверхность в k·p-приближении,

нужно задать на поверхности кристалла граничное условие для огибающих

функций, параметры которого феноменологически описывают свойства пере-

ходной области кристалл-вакуум. Впервые такое ГУ для уравнения Дирака

(4) было получено в работе [59]:

[Ψc − ia0σnΨv]S = 0, (7)

здесь действительный феноменологический параметр a0 описывает строение

поверхности и запутывание объемных зон из-за обрыва кристаллического по-

тенциала. ГУ (7) приводит к бесщелевому дираковскому спектру ПС (рис.5):

E = ± 2a0v

1 + a20

√
p2x + p2y +m

1− a20
1 + a20

, (8)

применимому при условии

2a0
1 + a20

m

h̄v
∓ 1− a20

1 + a20

√
k2x + k2y ≥ 0 (9)

E(k)

a) b)

E(k)

Рис. 5. Энергетический спектр 3D уравнения Дирака на полупространстве. Красным цветом

показана зона однократно вырожденных поверхностных состояний, серым цветом отмечены

объемные состояния. На рис (a) параметр a0 > 0, (b) – a0 < 0. Рисунок адаптирован из

работы [16].
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Следствием условия существования ПС (9) является два различных ти-

па спектра ПС. При положительных значениях параметра a0, энергии ПС

пересекают запрещенную зону дираковского материала (рис.5a), как и топо-

логические ПС (2). Поэтому далее в настоящей диссертации ПС при a0 > 0

мы также будем называть ПС топологического типа, подразумевая указанное

сходство спектров. При отрицательных значениях параметра a0 энергии ПС

лежат на фоне разрешенных состояний и не пересекают запрещенную зону

(рис.5b).

Интересно сравнить результаты работ [58] и [59]. Спектр интерфейсных

состояний (6) переходит в спектр ПС (8) при замене

a0 = −sgn (m0)

√
m0 − φ0

m0 + φ0
(10)

Отсюда виден физический смысл граничного параметра a0: его знак корре-

лирует со знаком ширины запрещенной зоны, а отличие его амплитуды от 1

есть мера электрон-дырочной асимметрии в системе.

2. Эффект Ааронова-Бома в нанопроволоках

топологических изоляторов

Наблюдение осцилляций Ааронова-Бома в магнитосопротивлении нано-

проволок из топологических изоляторов является одним из доказательств су-

ществования проводящих топологических поверхностных состояний. В силу

прижатости ПС к поверхности нанопроволоки, последняя образует систему,

похожую на полый металлический цилиндр. Известно два механизма, по-

рождающие осциллирующий по магнитному потоку вклад в магнитосопро-

тивление полого металлического цилиндра при приложении продольного маг-

нитного поля. Первый реализуется в диффузионном транспортном режиме

(длина свободного пробега электрона меньше длины цилиндра) и носит на-

звание осцилляций Альтшулера-Аронова-Спивака [60], период которых Φ0/2
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(Φ0 = hc/e). Осцилляции Альтшулера-Ааронова-Спивака возникают благо-

даря интерференционному вкладу двух замкнутых траекторий электронов,

движущихся по и против часовой стрелки по поверхности нанопроволоки.

Второй механизм реализуется в чистых нанопроволоках (длина свободного

пробега намного превышает длину нанопроволоки) и возникает благодаря

квантовым поправкам к плотности состояний из-за периметрического кванто-

вания движения электронов [61, 62]. Этот механизм приводит к осциллирую-

щим поправкам в магнитосопротивлении нанопроволоки, с главным периодом

Φ0.

Cвойства ПС в ТИ типа Bi2Se3 обычно описываются в модели эффектив-

ного двумерного уравнения Вейля [9, 31, 63–72]

vσpψ = Eψ, (11)

здесь σ = (σx, σy) – вектор спиновых матриц Паули (необязательно в стан-

дартном представлении), p = (px, py) – квазиимпульс электрона в плоскости

поверхности ТИ. В работе [63] исследовалась зависимость периодичности и

величины вклада ПС в осцилляции Ааронова-Бома нанопроволоки из ТИ

от силы потенциала примесей V (r) при разных уровнях заполнения поверх-

ностной зоны. Примесный потенциал задавался гауссовой корреляционной

функцией:

⟨V (r)V (r′)⟩ = K0
(h̄v)2

2πξ2
e
− |r−r′|2

2ξ2 , (12)

в которой K0 – безразмерная сила потенциала примесей, ξ – корреляционная

длина. Для описания ПС на цилиндрической поверхности нанопроволоки в

рамках уравнения (11) необходимо наложить на волновые функции ψ перио-

дическое ГУ по координате вдоль окружности:

ψ(x, y +W ) = eiπ+i2πΦ/Φ0ψ(x, y), (13)

здесь W – длина окружности нанопроволоки, π – дополнительная фаза,

возникающая из-за поворота частицы со спином 1/2 на угол 2π, Φ – ве-
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личина магнитного потока, проходящего через сечение нанопроволоки. Ре-

зультаты численного моделирования представлены на рис.6. При достаточно

большой силе потенциала примесей и относительно большом заполнении по-

верхностной зоны реализуется диффузионный механизм транспорта, при ко-

тором кондактанс проволоки осциллирует с периодом Φ0/2 [60] (т.е. значения

кондактанса при Φ/Φ0 = 0 и Φ/Φ0 = 1/2 равны на рис.6). При маленьких

K0 и относительно большом заполнении ПС осцилляции кондактанса про-

исходят с периодом Φ0. Причем положение максимумов зависит от значения

уровня Ферми, что отвечает осцилляциям плотности ПС из-за периметриче-

ского квантования. Когда уровень Ферми лежит в окрестности дираковской

точки, осцилляции с периодом Φ0 определяются возникновением двух подзон

с линейной дисперсией. В силу дополнительной фазы π при периметрическом

квантовании и отсутствия рассеяния назад между состояниями линейных

подзон, максимальное значение кондактанса, равное e2/h, не зависит от ве-

личины потенциала примесей и достигается при полуцелых значениях Φ/Φ0.

Рис. 6. Кондактанс нанопроволоки из топологического изолятора как функция энергии Фер-

ми ε при разных значениях силы беспорядка K0 и трех величин магнитного потока Φ.

Численные расчеты проводились при W = 100ξ, L = 200ξ. Рисунок адаптирован из работы

[63].

В работах [73, 74] была продемонстрирована периодическая зависимость
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магнитосопротивления в нанопроволоках Bi2Se3 и Bi2Te3. Главный период ос-

цилляций соответствовал прохождению целого числа квантов магнитного по-

тока Φ0 через сечение нанопроволоки. Подавленность периода Φ0/2 указыва-

ет, видимо, на хорошее качество выращенных нанопроволок.

Рис. 7. Магнитосопротивление нанопроволоки из топологического изолятора Bi2Se3 из ра-

боты [73].

3. Краевые состояния в графене

Графен представляет собой двумерный кристалл, составленный из ато-

мов углерода, расположенных в узлах треугольной решетки Браве с двумя

атомами в элементарной ячейке (см. рис.8a). Плоская тригональная решет-

ка графена (с расстоянием между атомами равным 0.142 нм. и постоянной

решетки – 0.246 нм) возникает благодаря sp2 гибридизации атомов углеро-

да, сцепленных σ-связями. Оставшиеся полузаполненными pz-орбитали ато-

мов углерода, отвечают за проводящие свойства графена [75]. Первая зона

Бриллюэна представляет собой гексагон (рис.8b). Расчёты в рамках метода

сильной связи с учётом одной pz-орбитали для каждого атома углерода пока-

зали [76], что графен является полуметаллом, причем валентная зона и зона

проводимости касаются друг друга на границе зоны Бриллюэна в точках
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K, K ′. Вблизи K,K ′ точек (называемыми K,K ′ долинами) электроны об-

ладают линейным законом дисперсии. В приближении огибающих функций

динамика электронов в K,K ′ долинах эффективно описывается уравнением

Вейля-Дирака [77]: vσp 0

0 vσp

 ΨK

ΨK ′

 = E

 ΨK

ΨK ′

 (14)

здесь v ≈ 106см/с, p = (px, py, 0) – квазиимпульс электрона в плоскости гра-

фена, отсчитанный от точек K или K ′, ΨK,K ′ – двухкомпонентная огибающая

функция в соответствующей долине, σ = (σx, σy, σz) – вектор из матриц Па-

ули в стандартном представлении.

Рис. 8. (a) Прямая решетка графена. Серым цветом закрашена элементарная ячейка с двумя

атомами углерода, красные стрелки обозначают вектора трансляций треугольной решетки

Браве. (b) Первая зона Бриллюэна графена. K,K ′ обозначены точки касания валентной зоны

и зоны проводимости, вблизи которых электроны описываются уравнением Вейля-Дирака

(14).

Для рассмотрения краевых состояний в ограниченном графене в рам-

ках уравнения (14) необходимо задать ГУ для огибающей функции Ψ =

(ΨK ,ΨK ′). Так как на краю графена кристаллический потенциал обрывает-

ся на атомных масштабах, то общее ГУ, вообще говоря, запутывает волновые
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функции двух долин. Наиболее общее ГУ на краю графена, предложенное в

работе [78], записывается в виде:

[1−M ] Ψ|S = 0 (15)

где эрмитова матрица M размера 4 × 4 описывает краевой кристаллический

потенциал, аналогично ГУ в ТИ (3) или ГУ для уравнения Дирака (7), и

удовлетворяет условиям:

M 2 = 1; Mσ0 ⊗ σn+ σ0 ⊗ σnM = 0, (16)

где σ0 – единичная матрица 2 × 2, действующая в пространстве долин, n –

единичный вектор нормали к границе. Матрицу M , удовлетворяющюю усло-

виям (16), можно представить в виде [79]:

M = sin (Λ) σ0 ⊗ σm1 + cos (Λ) (νσ)⊗ (σm2) , (17)

где ν,m1,2 – единичные вектора в трехмерном пространстве, m1 ⊥ m2, m1,2 ⊥

n. Дополнительное требование сохранения симметрии инверсии времени на

границе удовлетворяется только если Λ = 0 [79]. Таким образом с учетом

симметрии инверсии времени общее ГУ содержит три параметра (два задают

единичный вектор ν и ещё один вектор m2).

Считается [81, 82], что край типа зигзаг описывается матрицей M c

параметрами ν = ±ẑ, m2 = ẑ, так как такой выбор значений параметров

приводит к существованию бездисперсионных краевых состояний с нулевой

энергией (отсчитанной от дираковской точки), что согласуется с расчетами

в модели сильной связи в приближении ближайших соседей [80, 83] (см.

рис.9a). Однако, при учете следующих за ближайшими соседями на краю

типа зигзаг, краевые состояния приобретают линейную дисперсию вблизи

каждой из долин [5] (рис.10a). Позже в ряде работ [84–87] было выведено

наиболее общее ГУ в приближении не запутывающихся долин на краю:[
ψ1,τ + iτaτe−iφψ2,τ

]
at edge = 0, (18)
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(a) (b)

Рис. 9. Спектр состояний в графеновой нанополосе с краем типа зигзаг (a) и кресло (b) в

приближении ближайших соседей метода сильной связи. Из работы [80].

где τ = 1(−1) – индекс долины K(K ′) соответственно, ΨK(K ′) = (ψ1τ , ψ2τ), φ –

угол между нормалью к краю и осью x̂, a – феноменологический действитель-

ный параметр, описывающий свойства края. ГУ (18) применимо для любого

трансляционно инвариантного края, проекции долин на который разнесены в

обратном пространстве на расстояния порядка обратной постоянной решетки

(край типа зигзаг и его реконструкции попадают в эту категорию). Отличие

параметра a от 0 (или ∞) приводит к появлению КС с линейной дисперсией,

начинающихся в центрах каждой из долин (см. рис.10b, c). Спектр, получен-

ный с использованием однодолинного ГУ (18) в приближении огибающих

функций, согласуется со спектрами, получеными в методе сильной связи для

края типа зигзаг при учете интегралов перекрытия со следующими за бли-

жайшими соседями [5] или его реконструкциях в приближении ближайших

соседей [87].

Без модификации интегралов перекрытия в модели сильной связи в при-

ближении ближайших соседей край типа кресло не поддерживает краевых

состояний [80, 82, 83] (рис.9b). Проекции долин K и K ′ на край типа кресло

совпадают, поэтому для этого типа края в приближении огибающих выбира-
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(a)

(c)(b)

Рис. 10. (a) Спектр состояний в графеновой нанополосе с краем типа зигзаг, полученный

в рамках метода сильной связи при отношении интегралов перекрытия следующих за бли-

жайшими соседями к ближайшим соседям равном −0.1 [5]. (b) Спектр краевых состояний

в приближении огибающих функций с использованием ГУ (18) при 0 < a < 1, (c) – при

−1 < a < 0 [88].

ется запутывающее долины ГУ (15,17) с ν = x̂, m2z = 0, которое ”обеспе-

чивает” отсутствие краевых состояний. С другой стороны в работах [89, 90]

было показано, что определенная модификация интегралов перекрытия бли-

жайших соседей на краю типа кресло в приближении ближайших соседей

модели сильной связи приводит к появлению диспергирующих краевых со-

стояний.

В работе [91] в рамках метода сильной связи было показано, что краевые

состояния устойчивы к беспорядку на краю графеновой квантовой точки (см.

рис.11).

Краевые состояния наблюдались локально методом сканирующей тун-

нельной спектроскопии вблизи краев типа зигзаг в графеновых нанополос-

ках и квантовых точках [92, 93]. Комбинацией туннельной спектроскопии

и транспортных измерений было показано [94], что краевые состояния да-
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Рис. 11. Амплитуда волновой функции краевого состояния на неупорядоченном краю графе-

новой точки в приближении ближайших соседей (a) и с учетом следующих за ближайшими

соседей (b) метода сильной связи (при отношении интегралов перекрытия как и на рис.10(a).

Из работы [91].

ют баллистический вклад в проводимость (e2/h̄) графеновых нанополосок

(предположительно с краем типа зигзаг), выращенных на боковых стенках

траншей глубиной 20нм на поверхности SiC. Возникновение пиков на за-

висимости сопротивления наноперфорированного графена от напряжения на

затворе указывает на существование дискретных краевых состояний вокруг

каждого их нанотверстий [95]. Последняя работа стала мотивацией для гла-

вы 3, в которой исследован вклад в отклик наноперфорированного графена,

связанный с существованием краевых состояний.

27



Глава 1

Поверхностные состояния дираковских

фермионов в полупроводниках типа Bi, Bi1−xSbx,

Pb1−xSnx(Se,Te)

В этой главе исследуются свойства поверхностных состояний дираков-

ских фермионов в материалах типа Bi, Bi1−xSbx, Pb1−xSnx(Se,Te) в приближе-

нии огибающих функций. В разделе (1.1) выводится k·p-гамильтониан, опи-

сывающий зонную структуру в L долине узкощелевых полупроводников типа

Pb1−xSnx(Se,Te), Bi1−xSbx, исходя из соображений симметрии волновых функ-

ций, который впоследствии приводится к виду стандартного анизотропного

гамильтониана Дирака. Затем в разделе (1.2) выведено граничное условие

(ГУ) обеспечивающее эрмитовость анизотропного уравнения Дирака в огра-

ниченном пространстве и найдены спектры поверхностных состояний (ПС)

для полубесконечной системы. Раздел (1.3) посвещён квантованию энергети-

ческого спектра дираковских фермионов в нанопроволоке, описываемой изо-

тропным уравнением Дирака. В разделе (1.4) вычисляется аарон-бомовский

вклад ПС в магнитопроводимость нанопроволоки.

1.1. k·p-гамильтониан в L долине Pb1−xSnx(Se,Te) , Bi и

Bi1−xSbx

1.1.1. Pb1−xSnx(Se,Te)

Кристаллические сплавы Pb1−xSnx(Se,Te) являются узкощелевыми полу-

проводниками с гранецентрированной кристаллической решёткой. Известно,

что наиболее близко к уровню Ферми подходят две вырожденные по спи-

ну зоны в L-точках (долинах) на границе зоны Бриллюэна. В зоне Брил-
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Таблица 1.1. Характеры классов некоторых двойных представлений группы D3d [96]

E E 2C3 2C3 3U2 3U 2 I I 2IC3 2IC3 3IU2 3IU 2 базис

L+
6 2 -2 1 -1 0 0 2 -2 1 -1 0 0 |↑⟩, | ↓⟩

L−
6 2 -2 1 -1 0 0 -2 2 -1 1 0 0 |z ↑⟩, |z ↓⟩

L+
1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 S

L+
2 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1

L+
3 2 -2 -1 1 0 0 2 -2 -1 1 0 0

L−
1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1

L−
2 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 z

L−
3 2 -2 -1 1 0 0 -2 2 1 -1 0 0 x, y

люэна гранецентрированной решётки четыре неэквивалентные L-точки. Для

определённости мы рассмотрим долину L, отвечающую волновому вектору

kL = (π/a)(1, 1, 1). Точечной группой волнового вектора kL является группа

D3d. Считается, что две ближайшие зоны к уровню Ферми преобразуются по

неприводимым представлениям L+
6 , L−

6 двойной группы D3d [55]. В таблице

(1.1) приведены характеры классов необходимых в дальнейшем спинорных

неприводимых представлений группы D3d.

В таблице (1.1) E – тождественный элемент, C3 – поворот на 2π/3 во-

круг вертикальной оси, U2 – класс поворотов на π вокруг горизонтальной

осей, I – инверсия. Для вывода k·p-гамильтониана в точке kL удобно рабо-

тать в системе координат, в которой ось z||[111], ось y||[110] и ось x||[112]|.

В указанной системе координат мы выберем в качестве базиса представле-

ния L+
6 функции | ↑⟩, | ↓⟩, и |z ↑⟩, |z ↓⟩ для представления L−

6 . Введём

два набора матриц Паули в стандартном представлении: σ = (σx, σy, σz),

τ = (τx, τy, τz) и единичные матрицы σ0, τ0 размера 2×2, которые далее бу-

дут действовать в пространстве спинов и зон (L±
6 ), соответственно. Запишем

матрицы, по которым преобразуются базисные функции представлений L±
6 :
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D±(C3) = σ0 cos(π/3) + iσz sin(π/3), D±(C
−1
3 ) = D±(C3)

+, D±(U
(1)
2 ) = ±iσy,

D±(U
(2)
2 ) = ±iσy cos(π/3)∓iσx sin(π/3), D±(U

(3)
2 ) = ±iσy cos(π/3)±iσx sin(π/3),

D±(I) = ±σ0, D±(IU
(1)
2 ) = ±D±(U

(1)
2 ), D±(IU

(2)
2 ) = ±D±(U

(2)
2 ), D±(IU

(3)
2 ) =

±D±(U
(3)
2 ), D±(g) = −D±(g), где g произвольный элемент группы D3d. Здесь

U
(1)
2 – это поворот на угол π вокруг оси y, U (2,3)

2 – поворот на угол π во-

круг осей, полученных поворотом оси y на углы ±π/3 вокруг оси z. В методе

инвариантов k·p-гамильтониан выводится из условий, которые накладывают

элементы симметрии: H(k) = D(g)H(g−1k)D−1(g), где

D(g) =

 D+(g) 0

0 D−(g)

 . (1.1)

В пространстве зон k·p-гамильтониан выглядит следующим образом:

H(k) =

 H++(k) H+−(k)

H−+(k) H−−(k)

 . (1.2)

Наиболее интересным в формуле (1.2) является недиагональный член, кото-

рый описывает k·p взаимодействие двух зон. Он удовлетворяет следующему

условию: H+−(k) = D+(g)H+−(g
−1k)D−1

− (g). Следуя методу инвариантов, раз-

ложим прямое произведение L+
6 × L−∗

6 на неприводимые составляющие. Для

этого используем известную формулу

Ni =
1

24

∑
g

χ∗
i (g)χ

∗
+(g)χ−(g), (1.3)

которая непосредственно следует из соотношения ортогональности характе-

ров. Здесь Ni показывает сколько раз i-ое представление группы D3d с харак-

тером χi(g) входит в прямое произведение, χ±(g) – характеры представлений

L±
6 соответственно, 24 – число элементов двойной группы. Непосредственной

подстановкой характеров из таблицы (1.1) получим: L+
6 ×L−∗

6 = L−
1 +L

−
2 +L

−
3 .

В методе инвариантов гамильтониан H+− составляется из членов инвари-

антных по отношению ко всем преобразованиям группы D3d, приведенных

в таблице (1.2). С точностью до линейных членов включительно имеем:
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H+− = v1 (σykx − σxky) + v2σzkz. Из требования инвариантности гамильтони-

ана (1.2) по отношению к инверсии времени следует действительность пара-

метров v1, v2. Требование эрмитовости для H (1.2) приводит к соотношению

H−+ = H+
+−.

Таблица 1.2. Инвариантные слагаемые, входящие в H+−(k)

представление матрицы квазиимпульс инвариантные слагаемые

L−
1

L−
2 σz kz σzkz

L−
3 {σy,−σx} {kx, ky} σykx − σxky

Для того чтобы найти диагональные блоки H, разложим на неприводи-

мые представления прямые произведения L±
6 × L±∗

6 . Снова, пользуясь снова

таблицей характеров (1.1) и формулой (1.3), получаем L±
6 ×L±∗

6 = L+
1 +L

+
2 +L

+
3 .

Следовательно, инвариантным слагаемым в диагональных частях вплоть до

линейных членов по k включительно может быть только слагаемое вида mσ0.

Поэтому диагональные части гамильтониана равны H++ = −H−− = mσ0.

Таким образом, нами выведен двухзонный k·p-гамильтониан, описывающий

дисперсию электронов в кристалле Pb1−xSnx(Se,Te) в окрестности волнового

вектора kL = (π/a)(1, 1, 1):

H = mτz ⊗ σ0 + τx ⊗ (v1kxσy − v1kyσx) + v2kzτy ⊗ σ0. (1.4)

Аналогичным образом может быть получен k·p-гамильтониан в остальных L

долинах. Гамильтониан (1.4) унитарным преобразованием сводится к гамиль-

тониану Дирака HD = U1HU
+
1 :

HD = mτz ⊗ σ0 + τx ⊗ (v1kxσx + v1kyσy) + v2kzτx ⊗ σz. (1.5)

Преобразование U1 задаётся следующей матрицей:

U1 =

 σz 0

0 −iσ0

 . (1.6)
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В итоге мы получили, что в L долине Pb1−xSnx(Se,Te) зонная структура опи-

сывается эффективным гамильтонианом Дирака (1.5), что и является главным

результатом данного раздела.

1.1.2. Bi1−xSbx

Висмут и сурьма являются полуметаллами, которые имеют одинаковый

ромбоэдрический тип кристаллической решётки [97]. Она получается из гра-

нецентрированной решётки сдвигом вдоль пространственной диагонали куба,

что приводит к небольшому отличию зон Бриллюэна висмута и/или сурь-

мы от зоны Бриллюэна гранецентрированной решетки. Так, в рассматривае-

мых полуметаллах имеется всего три неэквивалентные L долины, лежащих

на границах зоны Бриллюэна. Малой точечной группой волнового вектора

точки L в висмуте является группа C2h [98]. Для каждой из трех точек L

плоскость Γ − T − L является плоскостью зеркальной симметрии. Будем ра-

ботать в декартовой системе координат, в которой ось x перпендикулярна

плоскости Γ− T −L, ось z направлена по тригональной оси Γ− T . Известно,

что в рамках k·p-подхода двухзонное приближение в L достаточно хоро-

шо описывает объёмные свойства висмута [99]. Каждая из двух ближайших

к уровню Ферми подзон двукратно вырождена по спину. Зона проводимо-

сти в висмуте имеет симметричное по отношению к инверсии представле-

ние Ls = (L6, L5). Валентная зона имеет антисимметричное представление

La = (L7, L8). Пользуясь таблицей характеров группы C2h (1.3) легко по-

лучим матрицы неприводимых спинорных представлений для двух указан-

ных зон: Ds,a(E) = σ0,Ds(I) = −Da(I) = σ0, Ds(C2(x)) = −Da(C2(x)) = −iσz,

Ds,a(Mx) = −iσz; Ds,a(g) = −Ds,a(g), где g обозначает произвольный элемент

группы C2h.

В таблице (1.3) E – тождественное преобразование, C2(x) – поворот

на π округ оси x, Mx – отражение в плоскости перпендикулярной оси x, I –

32



Таблица 1.3. Характеры спинорных представлений группы C2h [96].

E E C2(x) C2(x) Mx Mx I I базис

L1 1 1 1 1 1 1 1 1

L2 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1

L3 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 x

L4 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 y; z

L5 1 -1 i −i i −i 1 -1

L6 1 -1 −i i −i i 1 -1

L7 1 -1 i −i −i i -1 1

L8 1 -1 −i i i −i -1 1

инверсия. Повторяя рассуждения предыдущего раздела, запишем двухзонный

гамильтониан в виде:

H(k) =

 Hss(k) Hsa(k)

Has(k) Haa(k)

 . (1.7)

Начнём с недиагонального члена Hsa, описывающего k·p-взаимодействие зон.

Симметрия накладывает на него следующие ограничения:

Hsa(k) = Ds(g)Hsa(g
−1k)D−1

a (g) (1.8)

Для того чтобы найти явный вид Hsa, нам необходимо разложить на неприво-

димые составляющие прямое произведение представлений Ls×L∗
a. Используя

формулу (1.3), в которой 24 нужно заменить на 8 (число элементов в группе

C2h), получим: Ls×L∗
a = 2L3+2L4. В таблице (1.4) приведены все возможные

инвариантные слагаемые, которые должны быть включены в Hsa. Поэтому

имеем

Hsa = t1σxkx + t2σykx + (u11σz − iu12σ0)ky + (u21σz − iu22σ0)kz, (1.9)

где t1,2, u11,12,21,22 – параметры гамильтониана. Инвариантность Hsa по отно-

шению к инверсии времени требует, чтобы параметры t1,2 и u11,12,21,22 были
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Таблица 1.4. Инвариантные слагаемые, входящие в Hsa(k).

представление матрицы импульс инвариантные слагаемые

L3 σx;σy kx σxkx;σykx

L4 σz;σ0 ky; kz σzky;σzkz;σ0ky;σ0kz

действительными. Из эрмитовости следует Has = H+
sa.

Для диагональных частей прямое произведение раскладывается следу-

ющим образом: Ls × L∗
a = 2L1 + 2L2. Представление L1 преобразуется по

единичному представлению, из чего следует, что Hss и Haa содержат член

пропорциональный mσ0. Таким образом, двухзонный k·p-гамильтониан вы-

глядит следующим образом:

H =
m 0 u1ky + u2kz tkx

0 m t∗kx −u∗1ky − u∗2kz

u∗1ky + u∗2kz tkx −m 0

t∗kx −u1ky − u2kz 0 −m

 ,
(1.10)

где мы ввели обозначения u1 = u11 − iu12, u2 = u21 − iu22, t = t1 − it2, удобные

для дальнейшего использования. На следующем шаге на пути к гамильтониа-

ну Дирака нам нужно совершить унитарное преобразование Ψ̃ = UΨ вместе с

вращением системы координат вокруг оси x на некоторый угол α, который мы

определим позднее (см. (1.12)). Унитарное преобразование задаётся матрицей

U = exp (−iβτ0 ⊗ σz − iγτz ⊗ σz). Параметры β, γ и угол α мы определяем из

тех условий, чтобы в преобразованном гамильтониане H̃ = UHU+ скорости

были действительными положительными величинами, а также, чтобы элек-

тронный энергетический спектр, следующий из H̃, получался записанным

в главных осях. После надлежащего выбора параметров преобразования U

получаем гамильтониан H̃:

H̃± = mτz ⊗ σ0 ± v2k
′
yτx ⊗ σz − v3k

′
zτy ⊗ σ0 + v1kxτx ⊗ σx, (1.11)
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в котором v1 = |t|, v2 =
√

|u1|2 cos2 α +Re(u1u∗2) sin 2α + |u2|2 sin2 α,

v3 =
√

|u2|2 cos2 α− Re(u1u∗2) sin 2α + |u1|2 sin2 α. Штрихи над ky, kz означают,

что они определены в системе координат, в которой оси y и z повёрнуты

относительно исходной системы координат на угол α вокруг оси x. Угол α

определяется следующим соотношением

α =
1

2
arctan

(
2Re(u1u

∗
2)

|u1|2 − |u2|2

)
. (1.12)

Гамильтониан H̃± определяется с точностью до знака перед v2, который не

влияет на дисперсию электронов. С точки зрения топологической класси-

фикации полученного гамильтониана этот знак называется зеркальной ки-

ральностью (”mirror chirality”) и характеризует два топологически различных

гамильтониана H̃± [100].

На заключительном шаге из H̃± (1.11) мы получаем гамильтониан Ди-

рака

HD = U±H̃±U
+
± = mτz ⊗ σ0 + τx ⊗

(
v1kxσx + v2k

′
yσy + v3k

′
zσz
)
. (1.13)

при помощи унитарного преобразования U±:

U± =
ei

π
4

√
2


−i ±1 0 0

±i 1 0 0

0 0 1 ±i

0 0 ±1 −i

 (1.14)

Финальной формулой этого раздела является анизотропный гамильтониан

Дирака (1.13).

1.2. Граничное условие для анизотропного уравнения

Дирака в ограниченном пространстве

В предыдущем разделе получен анизотропный гамильтониан Дирака,

который описывает динамику электронов в L долине неограниченных кри-
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сталлов Bi, Bi1−xSbx и Pb1−xSnx(Se,Te). Этот раздел посвящён проблеме при-

менения гамильтониана Дирака для описания ограниченных кристаллов. В

рамках k·p-приближения гамильтониан Дирака действует не на полную вол-

новую функцию, а лишь на столбец, составленный из медленно меняющих-

ся на масштабах постоянной решетки функций, называемых огибающими.

В рамках данного подхода обрыв кристаллического потенциала на границе

можно учитывать с помощью ГУ, которому должна удовлетворять огибаю-

щая функция на поверхности кристалла [101]. С точки зрения математики

уравнение Дирака представляет собой систему четырёх линейных дифферен-

циальных уравнений первого порядка. Поэтому общее ГУ мы будем искать в

виде линейной комбинации двух спиноров:

(Ψv −MΨc)|S = 0, (1.15)

здесь Ψc,v – это огибающие спинорные функции (далее просто спиноры), ко-

торые отвечают зоне проводимости и валентной зоне соответственно, M –

некоторая квадратная матрица размера 2 × 2, элементы которой феномено-

логически описывают строение поверхности на атомных масштабах, S обо-

значает поверхность трёхмерного кристалла. При этом матрица M не может

быть выбрана произвольным образом, поскольку ГУ (1.15) должно приво-

дить к исчезновению нормальной компоненты квантового-механического тока

на поверхности кристалла. Для удовлетворения этому условию представим

матрицу M в виде линейной комбинации трёх матриц Паули и единичной

матрицы: M = a1σx+a2σy+a3σz+a4σ0, где a1,2,3,4 – неизвестные комплексные

граничные параметры. Условие отсутствия квантово-механического тока по

нормали к поверхности кристалла записывается следующим образом:

⟨Ψ|j · n|Ψ⟩|S = 0, (1.16)

Ψ = (Ψc,Ψv)
T , n – внутренняя нормаль к поверхности кристалла S, оператор

плотности тока вероятности гамильтониана Дирака определяется выражением
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ji = ∂HD/∂ki = viτx ⊗ σi, i = x, y, z. Подставляя ГУ (1.15) в уравнение (1.16)

получим уравнение, которому должна удовлетворять матрица M :∑
i=x,y,z

viσiniM +M+
∑

i=x,y,z

viσini = 0. (1.17)

Условие (1.16) эквивалентно построению самосопряженного расширению га-

мильтониана Дирака в ограниченном пространстве, что автоматически при-

водит к действительным собственным значениям. Второе ограничение на вид

матрицы M получается из условия инвариантности ГУ по отношению к сим-

метрии инверсии времени, задаваемой оператором T = τ0 ⊗ iσyK:

σyM
∗σy =M. (1.18)

Из уравнений (1.17), (1.18) следует, что матрица M в ГУ (1.15) определяется

единственным действительным граничным параметром a0:

M = ia0

[
nxσx + ny

vy
vx
σy + nz

vz
vx
σz

]
(1.19)

Теперь посмотрим к каким ограничениям на значения параметра a0 мо-

жет привести наличие пространственной симметрии полубесконечного кри-

сталла. В качестве примера рассмотрим кристаллический сплав Pb1−xSnx(Se,Te).

Гамильтониан Дирака выведен нами в системе координат z||[111], y||[110],

x||[112], в которой плоскость перпендикулярная оси y является плоскостью

зеркальной симметрии. Оператор зеркальной симметрии представляется мат-

рицей D̃(My) = −iτz⊗σy. Рассмотрим поверхность с нормалью n = (nx, 0, ny),

лежащей в плоскости зеркальной симметрии. ГУ для биспинорной функции

Ψ можно записать так ΓΨ|S = 0, с граничным оператором

Γ =

 −M 1

0 0

 , (1.20)

матрица M определена в (1.19). Требование инвариантности ГУ по отноше-

нию к отражению в зеркальной плоскости приводит к соотношению:

MyΓΨ|S = D̃(My)ΓD̃
−1(My)D̃(My)Ψ

∣∣∣
S
= −ΓΨ̃

∣∣∣
S
= 0, (1.21)
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В силу того, что ГУ ΓΨ|S = 0 и − ΓΨ̃
∣∣∣
S
= 0 эквивалентны (Ψ̃ = D(My)Ψ(x,−y, z)),

то зеркальная симметрия в данном случае никак не ограничивает значения

параметра a0.

Найдём энергетические спектры ПС анизотропного уравнения Дирака

[mτz ⊗ σ0 + τx ⊗ (vxkxσx + vykyσy + vzkzσz)] Ψ = EΨ, (1.22)

определённого на полупространстве z ≥ 0, с ГУ (1.15), (1.19) в плоскости z =

0. Из уравнения (1.22) выразим Ψv через Ψc и подставим в ГУ (1.15). После

этой процедуры спинор Ψc удовлетворяет дифференциальному уравнению:

− v2z h̄
2 d

2

dz
Ψc =

(
E2 −m2 − v2xk

2
x − v2yk

2
y

)
Ψc (1.23)

и граничному условию:[
−iσz

(
vzh̄

d

dz
+ a0(E +m)

vz
vx

)
+ vxkx + vyky

]
Ψc

∣∣∣∣
z=0

= 0. (1.24)

Обе компоненты спинора Ψc из уравнения (1.23) пропорциональны ∼ e−κz,

κ =
√
m2 + v2xk

2
x + v2yk

2
y − E2/vz. После подстановки их в ГУ (1.24) получим

спектр ПС (см. рис. 1.1):

E = s
2ã0

1 + ã20

√
v2xk

2
x + v2yk

2
y +m

1− ã20
1 + ã20

,

2mã0 − s(1− ã20)
√
v2xk

2
x + v2yk

2
y ≥ 0,

(1.25)

где ã0 = a0vz/vx, s = ± – квантовое число оператора киральности τz⊗(vxσxpx+

vyσypy)/
√
v2xp

2
x + v2yp

2
y. Знак параметра a0 описывает два качественно различ-

ных случая: (i) при ã0 ≥ 0 ПС пересекают запрещенную зону (см. красные

прямые на рис.1.1) далее мы будем называть такие ПС – ПС топологического

типа; (ii) при ã0 ≤ 0 ПС находятся вне запрещенной зоны (пунктирные синие

линии на рис.1.1), в этом случае мы будем называть ПС нетопологическими.

Следовательно, при помощи ГУ (1.15) с матрицей M в виде (1.19) можно

феноменологически описывать два типа ПС в кристаллических соединениях
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Рис. 1.1. Энергетический спектр ПС (1.25) уравнения Дирака на полупространстве z ≥ 0.

При ã0 > 0 в запрещенной зоне образуются ПС с коническим законом дисперсии (крас-

ные прямые) похожим на спектр ПС в ТИ, называемые далее ПС топологического типа.

При ã0 < 0 спектр ПС (синий пунктир) представляет собой часть конической поверхно-

сти, перекрывающейся по энергии с объемными состояниями. Поэтому ПС при ã0 < 0

мы будем называть нетопологическими. Энергия вершины конуса E0 задаётся выражением:

E0 = m(1− ã20)/(1 + ã20). Серым цветом показан континуум объёмных состояний.

Pb1−xSnxSe, существующих в случае прямого или инвертированного порядков

зон [10, 11].

1.3. Дираковские фермионы в нанопроволоке

1.3.1. Нулевое магнитное поле

В данном разделе мы рассмотрим квантование дираковских фермионов,

описываемых изотропным уравнением Дирака

{mτz ⊗ σ0 + vτx ⊗ (σk)}Ψ = EΨ, (1.26)

в цилиндрической нанопроволоке с радиусом R в отсутствие магнитного по-

ля. На поверхности проволоки r = R спиноры Ψc и Ψv удовлетворяют гра-

ничному условию (1.15), в котором матрица M задаётся уравнением (1.19)

с vx = vy = vz = v. Мы также будем считать, что граничный параметр
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a0 является постоянным на всей поверхности нанопроволоки. Ось z напра-

вим вдоль оси проволоки. В силу однородности задачи по направлению оси

z проекция квазиимпульса kz сохраняется. Аксиальная симметрия задачи

приводит к сохранению проекции полного углового момента Jz = σ0 ⊗ jz,

с jz = σ0(−i∂θ) + σz/2, имеющего собственные числа j = ±1/2, 3/2, 5/2, ....

Следовательно спиноры Ψc,v можно искать в следующем виде:

Ψc,v =

 ψ
(1)
c,v (r)ei(j−1/2)θ

ψ
(2)
c,v (r)ei(j+1/2)θ

 eikzz. (1.27)

Поступая как в предыдущем разделе, сведём исходную задачу к уравнению

и граничному условию только на спинор Ψc. Радиальные волновые функции

ψ
(1,2)
c удовлетворяют уравнению Бесселя:(

− ∂2

∂r2 −
∂
r∂r +

(j∓1/2)2

r2

)
ψ
(1,2)
c =

(
E2−m2

h̄2v2
− k2z

)
ψ
(1,2)
c , (1.28)

и ГУ:  i
(
∂r − j−1/2

R − a0
(E+m)

h̄v

)
kz

−kz i
(
∂r +

j+1/2
R − a0

(E+m)
h̄v

)
 ψ

(1)
c (r)

ψ
(2)
c (r)

∣∣∣∣∣∣
r=R

= 0. (1.29)

Нормируемые в начале координат радиальные волновые функции ψ
(1,2)
c выра-

жаются через функции Бесселя первого рода: ψ(1,2)
c (r) = C1,2Jj∓1/2(kr), в кото-

рых роль радиального волнового вектора играет k =
√
E2 −m2 − h̄2v2k2z/h̄v,

C1,2 – произвольные постоянные. ГУ (1.29) связывает C1,2 и приводит к дис-

персионному уравнению:

k

[
Jj−1/2(kR)

Jj+1/2(kR)
−
Jj+1/2(kR)

Jj−1/2(kR)

]
=

(
a0 −

1

a0

)
E

h̄v
+

(
a0 +

1

a0

)
m

h̄v
. (1.30)

В дисперсионном уравнении (1.30) ПС отвечают мнимые значения k, раз-

мерно-квантованным – действительные. Непосредственной проверкой можно

убедиться, что уравнение (1.30) не меняется при одновременной замене a0 →

1/a0, E → −E. Поэтому достаточно рассмотреть случай |a0| ≤ 1. Из свойств
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функции Бесселя целого индекса J−j∓1/2(x) = (−1)j±1/2Jj±1/2(x) следует дву-

кратное вырождение всех состояний по знаку j, что является следствием ак-

сиальной симметрии задачи. Энергетический спектр дираковских фермионов,

описываемый уравнением (1.30) представлен на рисунке (1.2). Как и в случае

полупространства при a0 > 0 в объемной запрещенной зоне образуются по-

верхностные подзоны топологического типа (см. рис.1.2b), при a0 < 0 нетопо-

логические поверхностные подзоны образуются на фоне размерно-квантован-

ных состояний (см. рис.1.2a). В пределе |kz| → ∞ энергии размерно-кванто-

ванных подзон выходят на асимптоту: E = ±h̄v
√
m2/h̄2v2 + k2z + γ2j±1/2,n/R

2,

где γj±1/2,n – это n-ый нуль функции Бесселя первого рода Jj±1/2. Благодаря

полуцелому квантованию j в спектре поверхностных подзон топологического

типа образуется щель, которая пропорциональна h̄vs|j|/R (vs = 2a0v/(1 + a20))

в пределе толстых нанопроволок |a0|mR/h̄v ≫ 1. Когда глубина локализации

ПС κ−1 много меньше радиуса проволоки R (т.е. κR ≫ j2) их энергетический

спектр выходит на асимптоты:

E = svsh̄
√
k2z +

j2

R2 + E0,

κ = m
vh̄ − sE0

m

√
k2z +

j2

R2 ≥ 0.
(1.31)

Полная биспинорная волновая функция состояния с определенным j и kz

имеет вид:

Ψ = C



Jj−1/2(kr)e
i(j−1/2)θ

i

h̄vkz

(
h̄vk − a0(E +m)J̃

)
Jj+1/2(kr)e

i(j+1/2)θ

1

h̄vkz

(
E −m− a0h̄vkJ̃

)
Jj−1/2(kr)e

i(j−1/2)θ

Cia0J̃Jj+1/2(kr)e
i(j+1/2)θ


eikzz, (1.32)

J̃ = Jj−1/2(kR)/Jj+1/2(kR), C–нормировочный множитель. В следующем раз-

деле мы исследуем влияние продольного магнитного поля на состояния в

нанопроволоке.

41



E

kzR

E

kzRa b

Рис. 1.2. Спектр подзон (Ẽ = ER/h̄c) дираковских фермионов в нанопроволоке для двух

типов значений граничного параметра a0: a) при a0 = −0.1 и mR/h̄c = 2 b) a0 = 0.4 и

mR/h̄c = 3; Жирными красными кривыми выделены спектры поверхностных подзон нетопо-

логического рис.1.2a и топологического рис.1.2b типов. Спектры ПС для полупространства

показаны на вставках. Серым цветом закрашена область размерно-квантованных состояний.

Все подзоны двукратно вырождены по знаку j.

1.3.2. Продольное постоянное магнитное поле

В k·p-теории, развитой в работах Латтинджера и Кона [102], включе-

ние магнитного поля в эффективный гамильтониан происходит путём замены

k → k+ eA в членах, содержащих квазиимпульс, и добавления geh̄σ ·B/2m0

к диагональным блокам гамильтониана Дирака (заряд электрона −e, m0 –

масса свободного электрона, g – значение g-фактора электрона в кристалле).

В полях . 50Т последним членом можно пренебречь, что и будет сделано

далее в этом разделе. Сначала исследуем влияние однородного продольного

магнитного поля B = (0, 0, B) на энергетический спектр состояний в нано-

проволоке. Для этого удобно выбрать вектор-потенциал A в цилиндрической

калибровке A = (−By/2, Bx/2, 0). Далее, для определенности, будем пред-

полагать, что B > 0. Для выбранной калибровки вектор-потенциала j и kz

снова являются квантовыми числами задачи. Поэтому спиноры Ψc,v по-преж-

нему можно искать в виде (1.27). После сведения исходной задачи к задаче

только на спинор Ψc, волновые функции радиального движения удовлетворя-
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ют уравнению:(
− ∂2

∂r2
− ∂

r∂r
+

(j ∓ 1/2)2

r2
+
j ± 1/2

λ2
+

r2

4λ4

)
ψ(1,2)
c =

(
E2 −m2 − h̄2v2k2z

)
h̄2v2

ψ(1,2)
c ,

(1.33)

где λ2 = h̄c/eB – квадрат магнитной длины. ГУ для функций ψ
(1,2)
c выглядит

следующим образом: ikz

[
∂r +

j+1/2
R + R

2λ2 + a0
(E+m)

h̄v

]
[
∂r − j−1/2

R − R
2λ2 + a0

(E+m)
h̄v

]
−ikz

 ψ
(1)
c (r)

ψ
(2)
c (r)

∣∣∣∣∣∣
r=R

= 0.

(1.34)

В уравнениях (1.33) сделаем подстановку:

ψ(1,2)
c = ξ|j∓1/2|/2 exp(−ξ/2)w1,2(ξ), (1.35)

в которой введена новая безразмерная переменная ξ = r2/2λ2. Тогда неизвест-

ные функции w1,2 будут удовлетворять вырожденным гипергеометрическим

уравнениям:

ξw′′
1,2+(|j∓1/2|+1−ξ)w′

1,2+

(
∆− |j ∓ 1/2|+ (j ± 1/2) + 1/2

2

)
w1,2 = 0, (1.36)

где ∆ = λ2
(
E2 −m2 − h̄2v2k2z

)
/2h̄2v2. Нормируемое в начале координат реше-

ния уравнений (1.36) выражаются через функции Куммера M(α, β, ξ) [103].

В результате, найденные радиальные волновые функции имеют вид:

ψ
(1,2)
c (r) = C1,2

(
r√
2λ

)|j∓1/2|
e−

r2

4λ2×

×M
(
−∆+ |j∓1/2|+(j±1/2)+1

2 , |j ∓ 1/2|+ 1, r2

2λ2

)
.

(1.37)

Продольное магнитное поле снимает симметрию спектра j → −j. Поэтому

энергетический спектр дираковских фермионов в нанопроволоке описывает-

ся разными дисперсионными уравнениями для j ≥ 1/2 и j ≤ 1/2. После

подстановки (1.37) в ГУ (1.34) получим при j ≤ 1/2:[
2j − 1− a0R(E +m)M̃1

h̄v

]
·

[
R2k2

2
(
j − 1

2

) + a0R(E +m)

h̄vM̃1

]
+ k2zR

2 = 0, (1.38)
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где M̃1 =M(1− λ2k2/2,−j +3/2, R2/2λ2)/M(−λ2k2/2,−j +1/2, R2/2λ2). Ана-

логично получим дисперсионное уравнение при j ≥ 1/2:[
2j + 1 +

(
j +

1

2
+
a0R(E +m)

h̄v

)
M̃2

]
·

[
R2

λ2
(∆− 1)(
j − 1

2

) − a0R(E +m)

h̄vM̃2

]
+k2zR

2 = 0,

(1.39)

где M̃2 =M(−∆+j+1/2, j+3/2, R2/2λ2)/M(−∆+j+1/2, j+1/2, R2/2λ2). Ха-

рактерный спектр, полученный при помощи численного расчёта, представлен

на рисунке (1.3). Он состоит из подзон трёх типов. Первый тип – это подзоны

уровней Ландау, которые в цилиндрической калибровке вектор-потенциала

определяются формулой:

E = ±

√
2
h̄2v2

λ2

(
n+

|j + 1
2 |+ j − 1

2 + 1

2

)
+m2 + h̄2v2k2z , (1.40)

где n = 0, 1, 2, .... Ко второму типу относятся скачущие орбиты. В ненулевом

магнитном поле этот тип подзон образуется всегда и в квазиклассической

трактовке описывает дираковские фермионы, движение которых в плоскости

перпендикулярной магнитному полю можно представить в виде траекторий,

периодически отражающихся от поверхности. Третий тип – это поверхност-

ные подзоны, энергии которых в двух предельных случаях задаются форму-

лой (см. вывод в приложении А):

Ekzjs = sh̄vs

√
k2z +

(j + Φ− γB)
2

R2
+ E0, (1.41)

в которой Φ = πeBR2/hc – количество квантов магнитного потока, пронизы-

вающих сечение квантовой проволоки, γB = 0 в квазиклассическом пределе

|κR/j| ≫ max(|j|,Φ) (слабые магнитные поля и сильная прижатость ПС к

поверхности), γB = 1/2 в пределе сильных магнитных полей (Φ ≫ |j − 1/2|,

Φ ≫ λ2k2/2, последнее условие приводит к |a0+1/a0| ≫ 1 для спектра (1.41)).

При a0 > 0 поверхностные подзоны топологического типа образуются в за-

прещенной зоне. Это напоминает случай нанопроволоки из топологического

изолятора [63, 104]. При a0 < 0 нетопологические поверхностные подзоны
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Рис. 1.3. Энергетический спектр массивных дираковских фермионов в нанопроволоке в про-

дольном магнитном поле для двух типов значений граничного параметра a0: a, c) Обезразме-

ренные спектры Ẽ = ER/h̄c одномерных подзон как функции подного углового момента j при

a0 = 0.8 (a) и a0 = −0.2 (c). b, d) Спектры одномерных подзон при a0 = 0.8, j = [−29.5,−21.5]

(b) и a0 = −0.2 j = [−51.5,−7.5] (d). На рис.1.3d красные кривые отвечают нетопологиче-

ским поверхностным подзонам, синие–подзонам Ландау и скачущих орбит. Для вычислений

использовались следующие параметры h̄c/λ = 0.896m, Φ/Φ0 = 35. Штрих-пунктирная линия

на рисунках (b) и (d) обозначает уровень Ферми µ̃.

формируются на фоне подзон Ландау и скачущих орбит (см. рис.1.3c). Маг-

нитное поле снимает вырождение по знаку j поверхностных подзон обоих ти-

пов. При a0 > 0 периодически по магнитному потоку образуется бесщелевая

подзона с линейной дисперсией (см. рис. (1.3b)). В условиях применимости

формулы (1.41) период равен hc/e.

Плотность поверхностных состояний, описываемых формулой 1.41, вда-

ли от конической точки (E − E0)R/h̄v ≡ pR ≫ 1 имеет вид (см. Приложение

Б):

ρ(E) = ρ0

(
1 + 2

√
2

π
S (E)

)
Θ
[
(E − E0) sgn(a0(a

2
0 − 1)) + h̄vke

]
, (1.42)

где Θ[...] – функция Хевисайда, которая определяет область энергий, в ко-

торой существуют ПС (при 0 < a0 ≤ 1 область энергий E < E0 + h̄vke,

при a0 > 1 область энергий E > E0 − h̄vke, при −1 < a0 < 0 область

энергий E > E0 − h̄vke, и при a0 ≤ 1 область энергий E < E0 + h̄vke)),

ρ0 = (E−E0)/2π(h̄v)
2 –плотность состояний свободных двумерных безмассо-

вых дираковских фермионов, ke = 2|a0|m/h̄c|1− a20|, S(E) – осциллирующая

поправка к плотности состояний ρ0 за счет периметрического квантования
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движения ПС:

S (E) =
+∞∑
n=1

cos
(
2πpRn− π

4

)
cos(2πn

(
Φ− 1

2 − γB
)
)

√
2πpRn

(1.43)

Когда энергии в уравнении (1.43) совпадает с одним из доньев поверхностных

подзон, величины pR± (Φ− 1/2 + γB) стремятся к целым N±. В этом случае

S (1.43) можно оценить следующим образом (см. [62]):

S(µ) ≈
Θ
(
pR±

(
Φ− 1

2 − γB
)
−N±

)
2
√
2πpR

(
pR±

(
Φ− 1

2 − γB
)
−N±

) , (1.44)

откуда видно, что S расходится корневым образом, как и должно быть для

плотности состояний одномерных подзон.

1.4. Вклад в магнитопроводимость квантовой проволоки от

поверхностных состояний

В этом разделе мы вычислим электрическую проводимость σ нанопро-

волоки длиной ℓ в стационарном однородном электрическом поле F . Сна-

чала мы рассмотрим случай a0 > 0, когда уровень Ферми µ находится в

запрещенной зоне (см. рис.1.3b). При указанных условиях только ПС дают

вклад в проводимость при низких температурах. Мы пренебрежем междолин-

ным рассеянием и рассмотрим слабый случайный потенциал примесей в виде

V (r) =
∑N

i=1 u(r−ri) где u(r−ri) = Uδ(r−ri)δ(θ−θi)δ(z−zi)/ri. В расчетах мы

будем использовать волновую функцию в квазиклассическом приближении:

|j, kz, s⟩ ≈

Ckzj



ei(j−1/2)θ

− is
kz

√
k2z +

(j+Φ)2

R2 ei(j+1/2)θ

sa0
kz

√
k2z +

(j+Φ)2

R2 ei(j−1/2)θ

ia0e
i(j+1/2)θ


eκ(r−R)+ikzz

√
2πκr

.
(1.45)
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Мы также предположим, что уровень Ферми µ достаточно удален от E0 (но,

тем не менее, в запрещенной зоне) так, чтобы было заполнено много поверх-

ностных подзон с s = 1 (QR ≫ 1, где h̄vQ = µ − E0). В случае слабых при-

месей достаточно ограничиться τ -приближением в кинетическом уравнении

Больцмана и использовать борновское приближение для времени релаксации.

Также будем считать, что одномерная длина локализации намного больше

длины нанопроволоки. Последнему условию легко удовлетворить в случае

заполнения большого числа поверхностных подзон (QR ≫ 1). Следователь-

но, мы можем пренебречь специфическими одномерными локализационными

эффектами. В рассматриваемом приближении ток вдоль оси z выражается

формулой [105]:

jz = −gve
2F

ℓ

∑
ν

(vz)
2
ν τν

(
−∂f0
∂E

∣∣∣∣
E=Eν

)
, (1.46)

здесь ν = {kz, j}, (vz)ν – диагональный матричный элемент оператора скоро-

сти эффективного изотропного гамильтониана Дирака, gv – число неэквива-

лентных L-долин в зоне Бриллюэна, τν – время релаксации в состоянии |ν⟩,

которое выражается формулой:

τ−1
ν =

∑
ν′

Wνν′

(
1− (vz)ν′

(vz)ν

)
. (1.47)

В предыдущей формуле вероятность переходов Wνν′, усредненная по конфи-

гурациям примесей, выражается формулой:

Wνν′ =
2π

h̄

∑
i

R∫
0

2ridri
R2

∣∣∣⟨ν|uν−ν′(r)e
i(j−j′)θ+i(kz−k′z)z|ν ′⟩

∣∣∣2 δ(Eν − Eν′), (1.48)

здесь мы ввели коэффициент Фурье потенциала примеси u(r− ri)

uλ(r) =
1

2πℓ

ℓ/2∫
−ℓ/2

2π∫
0

u(r− ri)e
−im(θ−θi)−iq(z−zi)dzdθ =

U

2πℓri
δ(r − ri), λ = {m, q} .

(1.49)
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Используя формулу суммирования Пуассона, можно получить следующее

уравнение для времени релаксации (1.47) в ведущем порядке по (pR)−1/2:

τ−1
ν = πnim

h̄
U2κ
R ρ0(Eν)

(
2−

√
2+ j̃2√

2k2zR
2

)
(
1+ j̃2

2k2zR
2

)
[
1 +

4
√
2
(
1+ j̃2

k2zR
2

)
√
π
(
2−

√
2+ j̃2√

2k2zR
2

)S(E)
]
, (1.50)

где nim = N/2πRℓ – двумерная концентрация примесей, j̃ = j+Φ−γB. Дира-

ковские фермионы, заполняющие ПС, эффективно рассеиваются только теми

примесями, которые расположены в слое толщины κ−1 у поверхности нано-

проволоки. Дополнительный сдвиг фаз в последнем члене формулы (1.50)

отражает фазу Берри ПС. В рассматриваемом случае (pR ≫ 1) сумма в урав-

нении (1.50) является малой осциллирующей поправкой к незаквантованной

плотности ПС ρ0. Именно она приводит к осцилляциям Ааронова-Бома в

наблюдаемых величинах. Для получения проводимости нанопроволоки необ-

ходимо подставить время релаксации (1.50) в (1.46). Опуская громоздкие

вычисления, приходим к окончательному результату в ведущем порядке по

(QR)−1/2:

σ = σ2D2πR [c1 − c2S(µ)] (1.51)

где c1 ≈ 0.95, c2 ≈ 10.6 и

σ2D =
e2v2h̄R

πnimpU 2κ
(1.52)

– стандартная проводимость двумерных безмассовых фермионов, рассеиваю-

щихся на короткодействующих примесях при соответствующей замене потен-

циала U 2κ/R → u20 [106]. Ряд в (1.51) сходится для всех значений магнитного

потока Φ, кроме тех случаев, когда уровень Ферми совпадает с дном одной

из поверхностных подзон. Как было показано в предыдущем разделе, это

происходит, когда QR ± (Φ − 1/2 − γB) равно целому числу. В этом случае

приближение времени релаксации неприменимо даже для слабых примесей.

Уравнение (1.51) применимо, когда уровень Ферми достаточно удален от до-

ньев поверхностных подзон, где выполняется условие S ≪ 1.
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Рассмотрим случай a0 < 0. Учитывая переходы только между ПС, можно

получить похожий ответ для вклада в проводимость:

δσ = σ2D2πR [c1 − c2S(µ)] Θ
[
(µ− E0) sgn(1− a20) + h̄vke

]
. (1.53)

Функция Хевисайда в этом уравнении означает, что данная поправка к про-

водимости возникает только тогда, когда уровень Ферми лежит в зоне про-

водимости или валентной зоне, в зависимости от величины отрицательных

значений параметра a0 (напомним, что при −1 < a0 < 0 ПС лежат в зоне

проводимости, при a0 < −1 – в валентной зоне), и пересекает поверхностные

подзоны.

Теперь проанализируем ситуацию, когда уровень Ферми лежит в окрест-

ности дираковской точки E0 при a0 ≥ 0. Тогда, при полуцелых Φ, возникают

бесщелевые подзоны. Рассеяние назад между ветвями бесщелевых подзон за-

прещено, так как при этом Wνν′ в (1.48) обращается в нуль. Следовательно,

в рассматриваемом режиме проводимость нанопроволоки будет периодически

осциллировать с периодом Φ0 и значением в максимуме gve2/h при полуцелых

Φ, когда возникают бесщелевые подзоны [63] (в пределе слабых полей) или

при целых Φ в пределе сильных полей.
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Глава 2

Граничные условия для волновой функции на

поверхности топологического изолятора

Эта глава посвящена проблеме граничных условий (ГУ) для эффектив-

ных волновых функций, описывающих электронные состояния в топологи-

ческих изоляторах (ТИ). В первом разделе выводится ГУ для огибающих

волновых функций в рамках k·p-подхода для 3D ТИ типа Bi2(Se,Te)3. Ис-

пользуя полученные ГУ, вычисляются возможные энергетические спектры

поверхностных состояний (ПС) вблизи Γ-точки. Также обсуждается связь

граничных параметров в выведенном ГУ, с граничным параметром для урав-

нения Дирака. Во втором разделе рассматривается 2D ТИ в модели сильной

связи, описываемой четырьмя орбиталями на каждом узле квадратной решет-

ки с учетом перескоков только между ближайшими соседями. Из условия

зануления квантово-механического тока гамильтониана 2D ТИ выводится ГУ

для полубесконечной квадратной решетки. Исследуется зависимость энерге-

тического спектра краевых состояний по всей одномерной зоне Бриллюэна от

значений граничных параметров в выведенном ГУ.

2.1. Топологические изоляторы типа Bi2(Se,Te)3

В этом разделе мы выведем ГУ для k·p-гамильтониана в ТИ типа Bi2(Se,Te)3

и проанализируем возможные энергетические спектры ПС. Электронные свой-

ства кристаллов типа Bi2(Se,Te)3 определяются двумя зонами, подходящими

наиболее близко к уровню Ферми в точке Γ, которая является центром зо-

ны Бриллюэна [9, 31]. Поэтому состояния в Γ точке классифицируются по

неприводимым представлениям группы D3d, являющейся точечной группой

симметрии кристаллической решетки. Мы уже встречались с этой точечной
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группой в разделе 1.1 главы 1, где была представлена её таблица характе-

ров необходимых неприводимых представлений. В этой главе мы заменим

букву L в названии представления на Γ. Известно [31], что волновые функ-

ции зоны проводимости и валентной зоны преобразуется по неприводимым

представлениям Γ−
6 , Γ+

6 соответственно. В разделе 1.1 из соображений сим-

метрии нами уже выведен k·p-гамильтониан для двух вырожденных по спину

зон, преобразующихся по указанным представлениям. Поэтому здесь мы не

будем заново его выводить. Укажем лишь то, что в диагональной части четы-

рехзонного k·p-гамильтониана (см. 1.4) симметрией также разрешены члены

b1σ0k
2
z и b2σ0(k

2
x + k2y), физически учитывающие вклад от исключённых зон.

Для ТИ типа Bi2(Se,Te)3 квадратичными членами в диагональных элементах

пренебрегать нельзя, так как они не малы [31]. Далее мы будем исследовать

спектры ПС в рамках изотропного гамильтониана, используемого в теории

ТИ:

H3D(k) = m(k)τz ⊗ σ0 + vτx ⊗ (σ · k), (2.1)

в котором m(k) = m0+bk
2, матрицы σi, τi (i = x, y, z) определяются также как

и в разделе 1.1. Гамильтониан (2.1) записан в базисе
{
|Γ+

6 ↑⟩, |Γ−
6 ↑⟩, |Γ+

6 ↓⟩, |Γ−
6 ↓⟩

}
и описывает фазу ТИ при условии m0b < 0. Поэтому, следуя работе [31],

будем предполагать, что m0 < 0, b > 0, v > 0. Отметим, что в диаго-

нальных членах гамильтониана (2.1) квазиимпульс входит во второй сте-

пени. Следовательно, задача нахождения волновых функций и дисперсии

ПС для полубесконечного кристалла сводится к решению уравнения вто-

рого порядка. Для корректности постановки такой задачи необходимо най-

ти ГУ для четырёхкомпонентной волновой функции на поверхности кри-

сталла. Поиск ГУ мы начнём из общих требований для наблюдаемых ве-

личин – а именно, потребуем, чтобы оператор H3D был эрмитовым в огра-

ниченной области пространства. То есть, для произвольных четырёхкомпо-

нентных волновых функций Ψ1, Ψ2 должно быть справедливым равенство:
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⟨Ψ2|H3D(−ih̄∇)|Ψ1⟩ = ⟨Ψ1|H3D(−ih̄∇)|Ψ2⟩∗. Для выполнения условия эрмито-

вости гамильтониана необходимо зануление поверхностного члена:(
h̄b

v

[
Ψ+

2 σ0 ⊗ τz∂nΨ1 −
(
∂nΨ

+
2

)
σ0 ⊗ τzΨ1

]
+ iΨ+

2 (σ · n)⊗ τxΨ1

)∣∣∣∣
S

= 0, (2.2)

где S – поверхность ТИ. Из условия (2.2) следует, что ГУ можно искать в

виде линейной комбинации волновой функции и её нормальной производной:(
b

v
∂nΨ−QΨ

)∣∣∣∣
S

= 0, (2.3)

где Ψ – это четырехкомпонентная огибающая функция, Q – матрица 4×4, с

16-ю произвольными комплексными параметрами, которые содержат инфор-

мацию о микроскопической структуре поверхности. Подстановка ГУ (2.3) в

условие эрмитовости (2.2) приводит к ограничению на вид Q:

bh̄

v

[
−σ0 ⊗ τzQ+Q+σ0 ⊗ τz

]
+ iσ · n⊗ τx = 0 (2.4)

Рассмотрим наиболее симметричную поверхность ТИ, которая перпендику-

лярна направлению [111], совпадающему в выбранной нами системе координат

с осью z. В дополнении к симметрии обращения времени, которая задаётся

оператором T = iσy ⊗ τ0K, эта поверхность обладает пространственной сим-

метрией по отношению к повороту на угол ±2π/3 вокруг оси z, описываемую

матрицей R3(z) = eiσz⊗τ0π/3, а также плоскостью зеркального отражения, пер-

пендикулярную оси x и задаваемую матрицей Mx = iσx ⊗ τz. Поэтому мы

можем потребовать, чтобы ГУ также учитывало существование указанных

симметрий. Это приводит ещё к трём ограничениям на вид матрицы Q:

Q = TQT−1, Q = R3(z)QR3(z)
−1, Q =MxQM

−1
x . (2.5)

52



В результате, матрица Q определяется всего лишь тремя действительными

граничными параметрами q1, q2, q3:

Q =


q1 iq2 +

i
2 0 0

iq2 − i
2 q3 0 0

0 0 q1 −iq2 − i
2

0 0 −iq2 + i
2 q3

 . (2.6)

В рамках k·p-теории эти параметры являются феноменологическими и долж-

ны определяться либо из первопринципных расчётов, либо из сравнения с

экспериментальными данными, например, для спектров ПС. ГУ типа (2.3)

были также получены в работе [46]. Однако матрица, учитывающая поверх-

ностный потенциал в работе [46], аналогичная матрице Q, содержит 16 ком-

плексных параметров, так как авторы не учитывали симметрийные свойства

поверхности (111).

Далее в этом разделе мы будем изучать зависимость дисперсии ПС в

ТИ, занимающем полупространство z ≥ 0, от значений граничных парамет-

ров в матрице Q. Мы рассмотрим случай, когда матрица Q (2.6) зависит от

значений двух параметров q1 и q2, а q3 = −q1. Такой выбор значений гра-

ничных параметров приводит к новым результатам, которые не содержатся

в работе [46] и являются частью положений, выносимых на защиту. Задача

нахождения спектра ПС сводится к решению стационарного уравнения Шре-

дингера H3DΨ = EΨ с ГУ (2.3). Трансляционная инвариантность поверхно-

сти позволяет искать волновую функцию ПС в виде суммы частных решений

∼ e−κz+ikxx+ikyy. После подстановки в уравнение Шредингера, получим два

двукратно вырожденных корня характеристического уравнения:

κ1,2(k||, E) =
1√
2b

√
v2 + 2b2k2|| + 2m0b∓

√
v4 + 4v2m0b+ 4E2b2. (2.7)

Тогда общее решение, отвечающее ПС, можно представить в виде суммы:

Ψ = h11(k||, E)e−κ1z + h12(k||, E)e−κ1z + h21(k||, E)e−κ2z + h22(k||, E)e−κ2z, (2.8)
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в котором векторные части функции Ψ выражаются следующим образом:

hj1(k||, E) =


m0 + bk2|| − bκ2i + E

−ivκj
0

v(kx + iky)

 , hj2(k||, E) =


v(kx − iky)

0

−ivκj
−(m0 + bk2|| − bκ2i + E)

 ,

(2.9)

где j = 1, 2, k|| =
√
k2x + k2y. После подстановки волновой функции (2.8) в ГУ

(2.3), (2.6) (с параметрами q3 = −q1 = −q) получим дисперсионное уравнение:

−v4κ21κ22
(
q22 − 1

4

)
+ v4k2||

[(
q22 − q2 − 1

4

)2
+ κ21κ

2
2 − q2

(
κ21 + κ22

)]
− v4k4||

(
q22 − 1

4

)
+

+v2κ1κ2
[(
q2 − 1

2

)
F+ +

(
q2 +

1
2

)
F−
]
− F+F−+

v2k2||

[
−v2

b

(
q22 − 1

4

) (
2m0 +

v2

b

)
+

+ v
(
κ1κ2 − q2 +

(
q22 − 1

4

)) (
2q2E + v

b

(
m̃− E + bκ1κ2 +

v2

b

))
−

−vq(κ1 + κ2)
(
2q2m̃− v

b (m̃+ E) + (v − 2bq2)(κ
2
1 + κ22 − κ1κ2)

)]
= 0,

(2.10)

в котором m̃ = m0 + bk2|| и

F± = v2

b

(
q2 ∓ 1

2

)
(m0 ± E)∓[

v2

b

(
q22 − q21 − 1

4 +
b2

v2κ1κ2

)
(m̃± E + bκ1κ2)± vq1(κ1 + κ2)(m̃± E − bκ1κ2)

]
.

(2.11)

При k|| = 0 дисперсионное уравнение определяет положение точки Дирака в

спектре ПС (см. рис. 2.1). При больших по модулю значениях q точка Дирака

стремится к середине запрещенной зоны. Это согласуется с тем, что ГУ в

пределе больших q переходит в нулевое, для которого спектр ПС обладает

симметрией частица-дырка и имеет вид E = ±vk|| [9, 31]. Если учесть малые

поправки к нулевому ГУ (т.е. |q| ≫ max(1, (|m0|b/v2)1/2, |q|)), то симметрия

частица-дырка снимется и дополнительно появляется кривизна спектра:

E = ±|v|k|| +
2

q
(m0 + bk2||). (2.12)

Если параметр q2 является самым большим в ГУ, то дисперсия ПС снова
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Рис. 2.1. Типичная зависимость положения точки Дирака E(k|| = 0) в спектре ПС от

значения граничного параметра q, при q2 = 1.3, m0 = −0.28эВ, v = 4эВ·А, b = 6.86эВ·A2.

определяется формулой (2.12), в которой нужно заменить q → q2. Рассмот-

рим дисперсионное уравнение (2.10), когда параметры граничного условия

становятся одного порядка с параметром характеризующим объемную зон-

ную структуру (|m0|b/v2)1/2. В интервале значений параметра q: q(1)− < q < q
(1)
+ ,

q
(2)
− < q < q

(2)
+ точка Дирака отсутствует в запрещённой зоне. Границы интер-

валов определяются так:

q
(1,2)
− = −

√
m0b
2v2 + 1

4 ∓
√

m0b
2v2 + 1

4 +
(
q2 +

1
2

)2
q
(1,2)
+ =

√
m0b
2v2 + 1

4 ∓
√

m0b
2v2 + 1

4 +
(
q2 − 1

2

)2 (2.13)

Типичный энергетический спектр ПС для значений q в промежутке q(1)− < q <

q
(1)
+ представлен на рисунке (2.2). Характерной особенностью этих спектров

является отсутствие точки Дирака в центре запрещенной зоны. В дополнение

к этому, энергии ПС не всегда пересекают запрещенную зону в окрестности

точки Γ (см. красную и черную кривые на рис. (2.2)). Поскольку область

применимости k·p-метода ограничена областью малых отклонений квазиим-

пульса от центра запрещенной зоны, мы не можем узнать поведение спектра

ПС по всей зоне Бриллюэна в рамках рассмотренного выше подхода и прове-

рить всегда ли работает соответствие ”объём-граница”. Ниже мы выйдем из
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Рис. 2.2. Энергетический спектр ПС в ТИ типа Bi2Se3 при следующих значениях парамет-

ров m0 = −0.28эВ, v = 4эВ·А, b = 6.86эВ·A2, q2 = 0.5, q3 = −q1 и четырех значениях q1:

q1 = −1.27 (зеленая пунктирная линия), q1 = 0.79 (синяя штрих-пунктирная линия), q1 = 0

(красная сплошная линия), q1 = 0.44 (черная точечная линия). При рассматриваемых значе-

ниях граничных параметров в спектре ПС отсутствует точка Дирака, а также их энергии, как

функции компонент квазиимпульса вдоль поверхности, не всегда пересекают запрещенную

зону в окрестности Γ точки, где применим гамильтониан (2.1).

этого затруднения, рассмотрев 2D ТИ в модели сильной связи, что позволит

исследовать зависимость спектра краевых состояний от значений граничных

параметров по всей зоне Бриллюэна.

Ниже в этом разделе устанавливается связь между граничными пара-

метрами q1, q2, q3 и a0 в пределе b→ 0, физически это означает, что можно не

учитывать вклад от исключенных из k·p-гамильтониана зон. В этом пределе

волновая функция ПС (2.8) состоит из суммы медленно спадающей экспо-

ненты с κ1 =
√
m0 + v2k2|| − E2 и быстро спадающей экспоненты с κ2 = v/b.

Первая экспонента отвечает волновой функции ПС для уравнения Дирака,

рассмотренного в разделе 1.2 главы 1. Вторая экспонента вносит вклад только

в узкой приповерхностной области, что можно учесть в виде дополнительного

вклада в ГУ для волновой функции ПС, определяющейся первой экспонен-

той. Для того чтобы найти связь параметров матрицы Q с a0, мы сделаем
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предельный переход b→ 0 в уравнении (2.10), считая |q1,2,3| ≫ bκ1/v. Тогда в

нулевом порядке по b мы получим спектр ПС уравнения Дирака (1.25):

E = ±2a0vh̄

1 + a20
k|| +m0

1− a20
1 + a20

, (2.14)

в котором параметр a0 выражается через q1, q2, q3 следующим образом:

a0 =
(2q2 + 1)2 + 4q3(q1 − 1)

(2q2 − 1)2 − 4q1(q3 − 1)
. (2.15)

Таким образом, в этом разделе мы предложили ГУ для огибающих вол-

новых функций 3D ТИ типа Bi2(Se,Te)3, которое описывает симметричную

поверхность (111) всего тремя действительными граничными параметрами.

Было показано, что спектр ПС может не иметь стандартной конической дис-

персии, а также, что существует область в пространстве граничных пара-

метров, когда энергия ПС как функция квазиимпульса не пересекает запре-

щенную зону в окрестности Γ-точки, что, вообще говоря, не противоречит

соотношению ”объем-граница” (bulk-boundary correspondence) в ТИ. Для то-

го чтобы это доказать, мы рассмотрим далее 2D ТИ в модели сильной связи

и будем исследовать зависимость спектров краевых состояний от значений

граничных параметров по всей одномерной зоне Бриллюэна.

2.2. Двумерный топологический изолятор в модели

сильной связи

В настоящем разделе исследуется зависимость спектра краевых состоя-

ний в 2D ТИ от общих граничных условий в модели сильной связи, пред-

ложенной в работе [107]. Рассмотрим двумерную квадратную решетку, с

четырьмя орбиталями |s, ↑⟩, (1/
√
2)|px + ipy, ↑⟩, |s, ↓⟩,−(1/

√
2)|px − ipy, ↓⟩ на

каждом узле. | ↑⟩, | ↓⟩ обозначают состояния с проекцией спина вверх, вниз

на ось перпендикулярную плоскости двумерной решетки. Мы будем пред-

полагать, что в объеме спин-орбитальное взаимодействие отсутствует. Тогда
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гамильтониан для электрона со спином вверх в рассматриваемом бесконечном

двумерном кристалле можно записать следующим образом:

H↑ = (m− 4b)
∑

i

[
c+picpi − c+sicsi

]
+

+b
∑

i

[
e−iθµi c+pi+µ

cpi + h.c.
]
− b

∑
i

[
e−iθµi c+si+µ

csi + h.c.
]
−

−v
2

∑
i

[
e−iθxi c+six+1

cpi − eiθ
x
i c+six−1

cpi + ie−iθyi c+siy+1
cpi − ieiθ

y
i c+siy−1

cpi − h.c.
]
,

(2.16)

где m, b, v – действительные параметры модели, i = (xi, yi) - индекс, нуме-

рующий узлы решетки, cp(s)i - оператор уничтожения электрона со спином

вверх в состоянии p(s) на узле с номером i, i + µ = iµ + 1, θµi – U(1) ка-

либровочное поле, µ = x, y. Гамильтониан для электронов с проекцией спина

вниз связан симметрией по отношению к инверсиии времени с H↑ (2.16) и

получается, если взять комплексное сопряжение от H↑ и дополнительно за-

менить знаки на противоположные в слагаемых, содержащих произведения

c+p cs или c+s cp. Гамильтониан (2.16) описывает фазу ТИ при значениях пара-

метров 0 < m/2b < 4 [27]. Энергетический спектр разрешенных состояний

бесконечной двумерной решетки имеет вид:

ε(kx, ky) = ±
√
(m0 + 2b(cos kx + cos ky − 2))2 + v2(sin2 kx + sin2 ky). (2.17)

Рассмотрим теперь полубесконечную двумерную решётку, занимающую

полуплоскость x ≥ 0. Далее нам будет удобно работать с четырёхкомпо-

нентным оператором Ψi = (c↑si, c↑pi, c↓si, c↓si)
T , который уничтожает электрон

на i-ом узле. Для того, чтобы найти спектр краевых состояний, необходимо

вывести ГУ для волновой функции. Вид ГУ определяется условием зануле-

ния квантово-механического тока в направлении перпендикулярном границе

x = 0. Для гамильтониана (2.16) ток по оси x определяется следующим вы-

ражением:

jxi =
δH

δθxi

∣∣∣∣
θxi =0

= −ib
[
Ψ†

iσ0 ⊗ τzΨxi+1,yi − h.c.
]
+
v

2

[
Ψ†

iσz ⊗ τyΨxi+1,yi + h.c.
]

(2.18)
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Из вида оператора тока (2.18) следует, что ГУ для четырёхкомпонентной

волновой функции можно искать в виде:(
−ibσ0 ⊗ τz +

v

2
σz ⊗ τy

)
ψ1,0 = Gψ0, (2.19)

в котором ψi - четырёхкомпонентная функция, составленная из амплитуд ве-

роятности нахождения электрона на одной из четырёх орбиталей на узле с

номером i, G - матрица 4×4, которая отвечает за смешивание орбиталей на

границе из-за резкого обрыва кристаллического потенциала. Матрица G со-

держит, вообще говоря, 16 неизвестных комплексных граничных параметров.

Нетрудно заметить, что условие зануления тока на границе jx0,yi = 0 накла-

дывает ограничение на матрицу G: G = −G+. При этом, если дополнительно

потребовать, чтобы ГУ оставалось инвариантным относительно инверсии вре-

мени и зеркального отражения в плоскости перпендикулярной оси y, то мы

получим ещё два ограничения на вид матрицы G:

TGT−1 = −G,

MyGM
−1
y = G,

(2.20)

где T = iσy ⊗ τzK – оператор инверсии времени, My = iσy ⊗ τz – опера-

тор зеркальной симметрии. Матрица G, удовлетворяющая условиям (2.20) и

антиэрмитовости G = −G+, имеет вид:

G = i


g1 g2 0 g3

g2 g4 g3 0

0 g3 g1 −g2
g3 0 −g2 g4

 , (2.21)

где g1,2,3,4 действительные граничные параметры, отвечающие за смешивание

функций на границе.

Для простоты мы будем рассматривать границу, которая не запутыва-

ет состояния с разными спинами (т.е. g3 = 0 в (2.21)). Тогда задача раз-

бивается на два независимых блока. Волновая функция краевого состояния
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обладает комплексным импульсом kx = k + iq, но действительным собствен-

ным значением энергии. Используем метод аналитического продолжения для

нахождения частных решений уравнения H↑ψ = Eψ, отвечающим краевым

состояниям. Соотношение между энергией E и волновым вектором ky, парал-

лельным краю, определяющее аналитическое продолжение зонной структуры

(2.17), удовлетворяют уравнению: Im(ε(k + iq, ky)) = 0. Последнее уравне-

ние имеет три решения, называемые реальными линиями: k = 0, k = π,

cos k cosh q = 2bm0 + 2b(cos ky − 2)/(v2 − 4b2). Первые две реальные линии от-

вечают энергиям, лежащим в объёмной запрещенной зоне рассматриваемой

двумерного кристалла. Поэтому далее в разложении общего решения с энер-

гией в запрещенной зоне по частным решениям мы будем учитывать только

решения с k = 0, π. Следовательно, общее решение для краевых состояний со

спином вверх есть:

ψxi
= C1

 −E −M1

−v(sinh q1 − sin ky)

 e−q1xi+ikyyi+C2

 −E −M2

v(sinh q2 + sin ky)

 eiπxi−q2xi+ikyyi

(2.22)

где M1,2 = m0 +2b(± cosh q1,2 + cos ky − 2), C1, C2 – произвольные постоянные,

соотношение между которыми находится из ГУ (2.19). Глубины локализации

частных решений в (2.22) определяются соотношениями:

cosh q1,2 =
±(2bm0 + 4b2(cos ky − 2))

v2 − 4b2
+

+

√
v2(m0 + 2b(cos ky − 2))2 + (v2 − 4b2)(v2(sin2 ky + 1)− E2)

v2 − 4b2
.

(2.23)

Дисперсионное уравнение для краевых состояний со спином вверх получа-

ется после подстановки (2.22) в (2.19) и последующего разрешения системы
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Рис. 2.3. Электронный спектр полубесконечной двумерной квадратной решетки. Серым цве-

том закрашена область объёмных решений. Дисперсия краевых состояний показана жирными

цветными кривыми. Каждый цвет отвечает разным значениям граничных параметров. Синие

кривые отвечают нулевому граничному условию g1 = ∞, g4 = ∞, g2 = g3 = 0. Красным

кривым соответствуют значения g1 = 0.1, g2 = 0.5, g4 = g3 = 0. Зелёные кривые получены

для значений g1 = −0.05, g4 = ∞, g2 = g3 = 0.

относительно коэффициентов C1, C2:

[(g1 −Be−q1) (E +M1)− 2v(sinh q1 − sin ky) (ve
−q1 + g2)]×

× [(g2 − ve−q2) (E +M2) + 2v(sinh q2 + sin ky) (g4 −Be−q2)] +

[(ve−q1 − g2) (E +M1) + 2v(sinh q1 − sin ky) (Be
−q1 + g4)]×

× [(Be−q2 + g1) (E +M2)− 2v(sinh q1 + sin ky) (ve
−q2 − g2)] = 0.

(2.24)

Дисперсионное уравнение для состояний со спином вниз можно получить из

(2.24) заменой ky → −ky. На рисунке (2.3) представлены типичные спектры

краевых состояний для обеих проекций спина при разных значениях гранич-

ных параметров. Он демонстрирует, что главное свойство ТИ – существова-

ние нечётного числа пар краевых состояний для всех энергий в запрещенной

зоне – не зависит от значений граничных параметров. Это и является главным

результатом данного раздела.
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Глава 3

Краевые состояния в наноперфорированном

графене

В этой главе рассмотрена задача о вычислении вклада в поглощение

наноперфорированного графена, обусловленного переходами между уровнями

энергий краевых состояний, локализованных вблизи наноотверстий в гра-

фене. В разделе (3.1) вычисляется спектр краевых состояний вблизи одного

наноотверстия. В разделе (3.2) вычисляется внутризонная часть поглощения

наноперфорированного графена при его освещении циркулярно поляризован-

ным излучением.

3.1. Спектр краевых состояний вблизи единичного

наноотверстия в графене

В разделе 3 Введения было указано, что электроны в долинах K и K ′

в графене описываются эффективным уравнением Вейля-Дирака, которое в

сокращенном виде выглядит так:

v (σxpx + σypy)ψτ = εψτ , (3.1)

где индекс τ = +1(−1) соответствует долине K(K ′), ψτ = (ψ1τ , ψ2τ) – двух-

компонентная огибающая волновая функция электронов в долине с индексом

τ , ε – энергия электронов, отсчитанная от точки вырождения зон (точки Ди-

рака). Долины K и K ′ связаны симметрией инверсии времени. Наноотверстия

мы будем описывать внутридолинным граничным условием (ГУ), упомянутым

в Обзоре литературы (см. (18)), которое в случае наноотверстия в графене

записывается следующим образом:[
ψ1τ + iτaτe−iφψ2τ

]
r=R

= 0, (3.2)
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где φ – полярный угол, R – радиус наноотверстия, под a нужно понимать

усредненное по периметру наноотверстия значение граничного параметра.

Граничное условие (3.2) записано в системе координат, в которой радиус-

вектор отсчитывается от центра наноотверстия. В силу аксиальной симмет-

рии рассматриваемой системы собственные значения j = ±1/2,±3/2,±5/2, ...

оператора проекции полного момента на ось перпендикулярную плоскости

графена (jz = σ0(−i∂φ) + σz/2) являются квантовыми числами задачи. Волно-

вую функцию состояния со значением проекции полного углового момента j

можно искать в виде:

ψj =

 f1(r)e
i(j−1/2)φ

f2(r)e
i(j+1/2)φ

 . (3.3)

После подстановки волновой функции (3.3) в уравнение (3.1) следует, что

радиальные функции f1,2 удовлетворяют уравнению Бесселя. В силу того,

что в графене спектр объемных состояний является непрерывным, вблизи на-

ноотверстия не могут образовываться истинно локализованные состояния с

дискретным спектром. Однако, граничное условие (3.2) эквивалентно некото-

рому связывающему потенциалу [15] вблизи края нанооверстия, из которого

электрон может выбраться в объем, протуннелировав через барьер. Следо-

вательно, состояния, локализованные вблизи наноотверстия, должны иметь

конечное время жизни. Поэтому, мы будем искать решения, отвечающие ухо-

дящим волнам на бесконечность, подобно тому, как это было предложено

Гамовым для объяснения альфа-распада [108]. Такое ГУ на бесконечности

позволит нам найти уровни энергий квазистационарных краевых состояний.

Расходящимся цилиндрическим волнам в рассматриваемой задаче отвечают

функции Ганкеля H
(1,2)
n (z). Для состояний в зоне проводимости уходящая

на бесконечность волна описывается функцией H(1)
n (z), для валентной зоны –

H
(2)
n (z). Следовательно, волновая функция с определенной энергией и полным
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угловым моментом j запишется следующим образом:

ψj =

 Hj−1/2(kr)e
i(j−1/2)φ

isHj+1/2(kr)e
i(j+1/2)φ

 , (3.4)

где k = sε/h̄v, s = sgn(Re (ε)), Hj±1/2 = H
(1)
j±1/2(kr) при Reε > 0, Hj±1/2 =

H
(2)
j±1/2(kr) при Reε < 0. Подставляя двухкомпонентную функцию (3.4) в гра-

ничное условие (3.2), приходим к дисперсионному уравнению, определяюще-

му спектр квазистационарных краевых состояний:

Hj−1/2(kR)− τaτHj+1/2(kR) = 0. (3.5)

В низкоэнергетическом пределе kR ≪ 1 (|aj| ≪ 1) из уравнения (3.5) полу-

чаем следующий спектр:

εj,τ = τ

(
j − 1

2

)
(sgn(a)h̄ω0 −∆j)− iγj, (3.6)

здесь эквидистантная часть спектра определяется частотой ω0 = 2|a|v/R, ма-

лая неэквидистантная поправка равна:

∆j =
2a3(j − 1/2)

[
1− (j − 1/2)δ|j|,3/2

]
(j − 3/2)

, (3.7)

где δ|j|,3/2 – символ Кронеккера. Малое, но конечное обратное время жизни

краевого состояния равно:

γj =
2πh̄v

R

(|a(j − 1/2)|)2|j−1/2|+1

Γ(|j − 1/2|)Γ(|j − 1/2|+ 1)
, (3.8)

где Γ(x)–гамма-функция. Применимость спектра краевых состояний (3.6)

определяется условиями |εjτ |R/h̄v ≪ 1; |a(j − 1/2)| ≪ 1; τ(j − 1/2) > 0; |j| =

3/2, 5/2, 7/2, . . . , при которых энергии квазистационарных состояний хорошо

определены в силу Reεjτ ≫ Imεjτ . Спектры квазистационарных краевых со-

стояний в двух долинах при a < 0 приведены на рисунке (3.1).
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Рис. 3.1. Квазиклассическая зависимость энергий квазистационарных краевых состояний в

графене с одним отверстием от заквантованной тангенциальной компоненты квазиимпульса

(k|| = (j − 1/2)/R) в схеме приведенных долин при a < 0. Красный цветом отмечены квази-

стационарные уровни в долине K, синим – K ′. Под уровнем Ферми µ находятся заполненные

делокализованные (серый фон) и краевые состояния (закрашенные кружки). Циркулярно по-

ляризованное по часовой стрелке излучение приводит к переходам с изменением j → j − 1,

поэтому только переход (показан жирной стрелкой) между краевыми состояниями из красной

долины приводит к резонансу в поглощении.

3.2. Поглощение циркулярно поляризованного излучения

наноперфорированным графеном

Рассмотрим одно наноотверстие радиуса R в бесконечном графене и по-

строим полную систему функций задачи рассеяния. Так как нас будет инте-

ресовать только внутризонное поглощение, то мы для определенности будем

рассматривать зону с отрицательными энергиями εk. Для наших целей удоб-

но будет ввести систему функций задачи рассеяния, которая характеризуется

определенным асимптотическим поведением: на бесконечности имеется плос-

кая волна eikr с волновым вектором k = [|εk|/h̄v](cosϑ, sinϑ) и расходящая-

ся от наноотверстия цилиндрическая волна. В цилиндрических координатах

точная волновая функция задачи рассеяния имеет вид (в этом разделе для

удобства записи волновой функции будем использовать орбитальный момент
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l = j − 1/2 вместо j):

ψ
(+)
k =

1√
2

+∞∑
l=−∞

 Jl(kr) + Clτ(k)H
(2)
l (kr)

−i
[
Jl+1(kr) + Clτ(k)H

(2)
l+1(kr)

]
eiφ

 ile−iϑl+ilφ (3.9)

Здесь k = |εk|/h̄v, члены с функцией Бесселя Jl описывают разложение плос-

кой волны по функциям с орбитальным моментом l, а члены с функцией

Ганкеля H
(2)
l – расходящейся цилиндрической волны. Коэффициенты Clτ(k)

определяются из граничного условия (3.2)

Clτ(k) = − Jl(kR) + τaτJl+1(kR)

H
(2)
l (kR) + τaτH

(2)
l+1(kR)

(3.10)

Вместе с функциями (3.9) для вычисления матричных элементов переходов

нам понадобятся функции ψ
(−)
k , которые отвечают на бесконечности плоской

волне eikr и сходящейся на антиточку цилиндрической волне [109]. Они по-

лучаются из (3.9) заменой Cl → C∗
l и H(2) → H(1). Обе системы функций ψ(+)

k

и ψ
(−)
k полны и нормированы на дельта-функцию

+∞∫
R

rdr

2π∫
0

dφψ
(±)+
k ψ

(±)
k′ = (2π)2

δ(k − k′)

k
δ(ϑ− ϑ′). (3.11)

Пусть на графен по нормали падает слабое циркулярно поляризованное

по часовой стрелке излучение, электрическое поле которого равно:

F = F (cosωt,− sinωt, 0). Вводя в уравнение (3.1) взаимодействие элекронов

в графене с излучением через вектор-потенциал A = −c
∫
Fdt, получим член,

описывающий переходы в непрерывном спектре:

V = v
e

c
σ ·A =

eFv

2ω
(−iσx−σy)eiωt+

eFv

2ω
(iσx−σy)e−iωt ≡ V1e

iωt+V2e
−iωt (3.12)

В этом уравнении V1 описывает испускание фотона, а член V2 поглощение

(при ω > 0). Вероятность перехода в единицу времени равна

dw
(1,2)
kk′ =

2π

h̄
|⟨k′|V1,2|k⟩|2 δ(εk′ − εk ± h̄ω)

d2k′

(2π)2
, (3.13)
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где знак +(−) отвечает индексу 1(2), |k⟩ ≡ ψ
(+)
k , ⟨k′| ≡ ψ

(−)†
k′ , матричный

элемент выражается формулой:

⟨k′|V1|k⟩ =

=
4evFeiϑ

ω(k2 − k′2)πR2kk′

+∞∑
l=−∞

ei(ϑ
′−ϑ)l

(
kR + τ2aτ(l + 1) + a2τk′R

)[
H

(2)
l (k′R) + τaτH

(2)
l+1(k

′R)
] [
H

(2)
l+1(kR) + τaτH

(2)
l+2(kR)

] .(3.14)

Матричный элемент ⟨k′|V2|k⟩ получается из (3.14) заменой k ↔ k′.

Определим безразмерный коэффициент поглощения α(ω) как мощность,

диссипируемую единицей площади наноперфорированного графена, нормиро-

ванную на полный падающий поток:

α(ω) =
U(ω)

ΩS
, (3.15)

где Ω – площадь листа графена, S = cF 2
√
κ/4π – модуль вектора Пойнтин-

га падающего излучения, κ – эффективная диэлектрическая проницаемость

системы. Диссипируемая мощность выражается через вероятности переходов

формулой:

U(ω) = Nah̄ω

∫ ∫ [
d2k

(2π)2
dw

(2)
kk′f(k)(1− f(k′))−− d2k′

(2π)2
dw

(1)
k′kf(k

′)(1− f(k)))

]
,(3.16)

в которой считается, что вклады от переходов на каждом наноотверстии неза-

висимы, Na – число наноотверстий, f(k) – функция Ферми-Дирака для состо-

яний в валентной зоне. Формула (3.16) справедлива при малой концентрации

наноотверстий naR
2 ≪ 1 (na = Na/Ω). Подставляя (3.16) в (3.15), получим

окончательную формулу для внутризонного вклада в коэффициент поглоще-

ния перфорированного графена:

α(ω) =
32gsnae

2v2
(
h̄v
R

)2
π2ωc

+∞∫
0

dε

{
f(−ε− h̄ω)− f(−ε)

ε(ε+ h̄ω)((ε+ h̄ω)2 − ε2)2

}
×

×
+∞∑

l=−∞

(
ε+ h̄ω + τ2aτ h̄v(l + 1)/R + a2τε

)2∣∣∣H(2)
l (kR) + τaτH

(2)
l+1(kR)

∣∣∣2 ∣∣∣H(2)
l+1(kR + ωR/v) + τaτH

(2)
l+2(kR + ωR/v)

∣∣∣2 ,(3.17)
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где gs = 2 – фактор спинового вырождения в графене. Зависимость поглоще-

ния от частоты для различных значений температуры и уровня Ферми приве-

дена на рис.3.2. Оба знаменателя в сумме по l в (3.17) малы, когда энергия εk

состояния |k⟩ соответствует действительной части l+1-го квазистационарного

краевого уровня (3.6), и, одновременно, εk + h̄ω равно действительной части

энергии l-го квазистационарного уровня. Фактически это условие резонанса

в поглощении. Для рассматриваемой поляризации (по часовой стрелке) и ва-

лентной зоны указанное условие выполнено только в одной из долин τ = +1

при l ≥ 1, a < 0, так как энергии квазистационарных краевых состояний в

этой долине уменьшаются с ростом l (см. рис. 3.1). При смене направления

поляризации резонанс в поглощении появляется, когда εk соответствует энер-

гии l−1-го уровня краевого состояния, а εk+ h̄ω энергии l-го уровня краевого

состояния. Это условие выполнено только в долине τ = −1 при l ≤ −1, a < 0,

так как смена направления поляризации эквивалентна инверсии времени –

симметрии, связывающей две долины. В пределе ω → 0 коэффициент погло-

щения (3.17) следует друдевскому поведению ω−2 в чистой системе (ωτ = ∞).

В низкоэнергетическом пределе kR ≪ 1 коэффициент поглощения (3.17)

удобно переписать в следующем виде:

α(ω) =

lmax∑
l=1

α
(res)
l (ω, T ) + Z(ω, T ), (3.18)

здесь Z(ω, T ) – плавная функция частоты, парциальный резонансный член

имеет вид:

α
(res)
l (ω, T ) =

sinh
(
h̄ω
2T

)
cosh(

Re(εl+1,+1)−µ
T + h̄ω

2T ) + cosh
(
h̄ω
2T

) ×
×8

√
πgsnae

2v2

ωc

(l + 1)a2γl

l
[
h̄2(ω − ωl)2 + γ2l

] . (3.19)

Резонансная частота в формуле (3.19) определяется выражением:

ωl = Re (εl,+1 − εl+1,+1) /h̄ = ω0

[
1− a2 (1 + 4δl1)

]
(3.20)
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Рис. 3.2. Коэффициент поглощения, определяемый формулой (3.17), как функция частоты

при a = −0.15 и уровнях Ферми µ = −3.5h̄ω0 (рис.3.2a), µ = −2.5h̄ω0 (рис. 3.2b). Резонансная

частота согласно (3.20) равна ωres ≈ 0.99ω0 ≈ 5 ТГц при R = 10 нм. На левых вставках

показаны зависимости амплитуды резонанса от температуры для соответствующих значений

уровня Ферми.
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Формулы (3.19), (3.20) применимы при |al| . 1, откуда возникает оценка чис-

ла резонансных членов в (3.18): |lmax| ∼ 1/|a|, что приводит к ограничению

на положения уровня Ферми µ относительно точки Дирака, при которых воз-

можно наблюдение резонанса: |µ| . h̄ω0/2|a|. Из формулы (3.19) видно, что

вклад в сумму от l-го члена на резонансной частоте пропорционален време-

ни жизни квазистационарного краевого состояния (∝ 1/γl), которое, согласно

(3.8), увеличивается с ростом l. На рис. 3.3 приведена зависимость величи-

ны коэффициента поглощения на резонансной частоте от положения уровня

Ферми для четырёх характерных температур. Видно, что при низких темпе-

ратурах поглощение является ступенчатой функцией уровня Ферми. В этом

пределе (T ≪ h̄ω0) амплитуда резонанса определяется тем членом α
(res)
l в

сумме (3.18), для которого f(Reεl,+1) ≈ 0 и f(Reεl,+1 − h̄ω) ≈ 1. С увеличе-

нием температуры в поглощение на резонансной частоте вносят всё больший

вклад члены с большими l. Так на рис.3.2b при температуре T = 0.1h̄ω0 резо-

нанс определяется членом с номером l = 2 в формуле (3.18). При увеличении

температуры на порядок (T = h̄ω0), дополнительный вклад даёт член с l = 3,

что приводит к росту резонансного максимума и уменьшению его ширины

(т.к. γ2 ≫ γ3). Дальнейший рост температуры приводит к понижению макси-

мального значения (см. вставку на рис. 3.2b). Иная ситуация представлена

на рис. 3.2a, на котором при температурах, много меньших энергии резо-

нанса, вклад в поглощение на резонансной частоте определяется членом в

сумме (3.18) с номером l = 3 (при µ = −3.5h̄ω0). Его вклад в поглощение

является главным для рассматриваемого значения a = −0.15, так как он в не

менее чем в 3 раза превосходит вклады от остальных членов (см. рис.3.3).

Поэтому ширина линии резонанса не зависит от температуры, а значение в

максимуме убывает с ростом последней (см. вставку на рис. 3.2а). Различие в

температурных зависимостях амплитуды резонанса на рис. 3.2a и 3.2b опреде-

ляется конкуренцией двух факторов. С одной стороны, с ростом температуры

разность фермиевских функций распределения уменьшается, и поглощение
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Рис. 3.3. Зависимость величины поглощения на резонансной частоте ωres = 0.99ω0 от поло-

жения уровня Ферми при a = −0.15.

падает с ростом T . С другой стороны появляются дополнительные вклады в

амплитуду резонанса, связанные с соседними резонансными переходами. По-

этому реализация монотонной или немонотонной температурной зависимости

амплитуды резонанса сложным образом зависит от параметров системы.

Зависимость величины поглощения на резонансной частоте от положе-

ния уровня Ферми, представленная на рис. 3.3, демонстрирует возможность

управления величиной отклика в резонансе при помощи затвора. При низких

температурах и достижимых на опыте [95] значений концентрации антиточек

naR
2 = 2 · 10−3 абсолютное значение коэффициента поглощения может дости-

гать нескольких процентов (для a = −0.15 и −4h̄ω0 . µ . −3h̄ω0), что по

величине сопоставимо с плазмонным откликом графеновых структур [110].

При высоких температурах (T ≫ h̄ω0, µ) коэффициент поглощения спадает

как 1/T (см. левые вставки на рис. 3.2).
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:

1. Найдены электронные спектры в нанопроволоке, описываемой эффек-

тивным изотропным трехмерным уравнением Дирака с однопараметри-

ческим граничным условием, удовлетворяющим требованиям эрмитово-

сти и симметрии инверсии времени задачи. Знак параметра в гранич-

ном условии определяет тип спектра поверхностных подзон. При по-

ложительном значениях граничного параметра поверхностные подзоны

формируются в объемной запрещенной зоне, как в нанопроволоках из

топологических изоляторов. При отрицательных значениях граничного

параметра поверхностные подзоны образуются на фоне размерно-кван-

тованных состояний в отсутствие магнитного поля. Включение продоль-

ного магнитного поля приводит к появлению осциллирующего по маг-

нитному потоку вклада в плотность поверхностных состояний и магни-

топроводимость для обоих типов спектра поверхностных подзон. Фаза

осцилляций изменяется от π в слабых магнитных полях до 2π в пределе

сильных полей.

2. Выведено ГУ для огибающих функций в 3D ТИ типа Bi2(Se,Te)3. Про-

странственные симметрии поверхности (111) и симметрия по отношению

к инверсии времени позволяют сократить число феноменологических

параметров в ГУ до трех. Показано, что в общем случае ПС не имеют

конической дисперсии.

3. Рассмотрен вопрос о спектрах краевых состояний в 2D ТИ, описыва-

емых в модели сильной связи четырьмя орбиталями на каждом узле

квадратной решетки. Показано, что общее инвариантное относительно

инверсии времени граничное условие не нарушает соответствие ”объем-

граница” в 2D ТИ.
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4. Предсказано, что коэффициент поглощения наноперфорированного гра-

фена имеет резонанс на частотах, соответствующих расстоянию меж-

ду ближайшими уровнями энергий краевых состояний, локализован-

ных вблизи каждого наноотверстия. Амплитудное значение коэффи-

циента поглощения на резонансной частоте, будучи сложной функци-

ей параметров системы (уровня Ферми, температуры), может достигать

нескольких процентов для реально достижимых концентраций наноот-

верстий в листе графена. Для отверстий нанометрового диаметра резо-

нансная частота лежит в терагерцовом диапазоне. При освещении цир-

кулярно поляризованным излучением резонанс в поглощении возникает

только в одной из долин из-за долинной асимметрии спектра краевых

состояний.
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Список сокращений и условных обозначений

ГУ — граничное условие

ПС — поверхностные состояния

ТИ — топологический изолятор

ТКИ — топологический кристаллический изолятор
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Приложение А

Спектры поверхностных состояний в сильном

магнитном поле

В этом приложении выводится спектр поверхностных состояний (ПС) в

пределе сильных магнитных полей. Для этого мы используем интегральное

представление функции Куммера M(a, b, z) [111] (при Re(b− a) > 0):

M(a, b, z) = − 1

2πi

Γ(b)Γ(1− a)

Γ(b− a)

(0+)∫
1

ezt(−t)a−1(1− t)b−a−1dt, (А.1)

здесь интегрирование проходит по замкнутому контуру в плоскости комплекс-

ного параметра t с началом в точке t = 1 в положительном направлении во-

круг точки t = 0. Для вычисления интеграла выберем контур, изображенный

на рис.А.1.

Тогда интеграл в (А.1) можно записать в виде:

(0+)∫
1

=

ρ∫
1

+

∫
Cρ

+

1∫
ρ

=

∫
Cρ

+
(
ei2πa − 1

) 1∫
ρ

(А.2)

здесь окружность Cρ выбирается таким образом, чтобы интеграл по ней был

много меньше интеграла от ρ до 1, при этом мы рассматриваем случай, когда

параметр a не равен целому числу, что справедливо для ПС. Далее будет

Re(t)

Im(t)

0 1

C�

�

Рис. А.1. Контур интегрирования, используемый для оценки функции Куммера M(a, b, z) в

(А.1)
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показано, что это условие удовлетворяется в пределе z ≫ b, z ≫ a. Для

параметров функции Куммера M(a, b, z) из дисперсионного уравнения 1.38,

описывающего спектр состояний в нанопроволоке в магнитном поле при j ≤

−1/2 этот предел есть:
Φ
Φ0

≫ |j − 1/2|
Φ
Φ0

≫ λ2(E2 −m2 − k2z)/2

|j − 1/2| > λ2(E2 −m2 − k2z)/2

(А.3)

Теперь вычислим второй интеграл в (А.2), используя метод Лапласа.

Преобразуем подынтегральное выражение к следующему виду:

1∫
ρ

eztta−1(1− t)b−a−1dt =

1∫
ρ

ezt+(a−1) ln t+(b−a−1) ln(1−t)dt ≡
1∫
ρ

eg(a,b,z;t)dt, (А.4)

где последнее равенство суть определения функции g(a, b, z; t). В рассматри-

ваемом пределе (А.3) функция g(a, b, z; t) имеет резкий максимум при t = t0

в интервале (ρ, 1):

t0 =
z − b+ 2

z
− 1− a

z − b+ 2
. (А.5)

Поэтому интеграл в (А.4) можно оценить следующим образом:

1∫
ρ

eg(a,b,z;t)dt ≈

√
2π

|g′′(a, b, z; t0)|
eg(a,b,z;t0) =

√
2π(b− 2)

z2
exp

(
z − b+ 2− z(1− a)

z − b+ 2

)
×

×
(
z − b+ 2

z
− (1− a)

z − b+ 2

)a−1(
1− z − b+ 2

z
+

1− a

z − b+ 2

)b−a−1

(А.6)

Выражение (А.6) будет оценкой всей функции M(a, b, z), только если радиус

окружности ρ удовлетворяет условию:

∫
Cρ

eg(a,b,z;t) ≈ eρzρa−1 ≪ 2 (1− cos(2πa))

1∫
ρ

eg(a,b,z;t) ≈ ez−b+2

√
2π(b− 2)

z2
. (А.7)

Ясно, что в рассматриваемом пределе всегда найдется такое значение ρ, что-

бы удовлетворить условию (А.7). После подстановки (А.6) в дисперсионное
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Рис. А.2. Спектр доньев подзон Ej (kz = 0) в дираковской нанопроволоке в магнитном поле,

задаваемый дисперсионным уравнением (1.38) при R = 50нм, Φ = 40, v = 1.6 · 106м/с,

m = 0.1эВ и (a) a0 = −0.15, (b) a0 = 0.15. Пунктирные асимптоты спектров ПС задаются

выражением (А.8).

уравнение (1.38), удерживая ведущий члены, мы получаем спектр поверх-

ностных подзон в пределе сильных магнитных полей (А.3) (см. пунктирные

прямые на рис. А.2):

Ekzjs = svh̄

√
k2z +

(j + Φ− 1/2)2

R2
+ E0, (А.8)

где мы сохранили все обозначения, введенные в главе 1
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Приложение Б

Плотность поверхностных состояний в

дираковской нанопроволоке в магнитном поле

В этом приложении выводится формула, описывающая осциллирующую

зависимость плотности поверхностных состояний от магнитного потока, про-

ходящего через сечение нанопроволоки. В квазиклассическом пределе |κR/j| ≫

max (|j|, |Φ|) и в пределе сильных магнитных полей (А.3) спектр ПС записы-

вается в виде:

Ekzjs = svh̄

√
k2z +

(j + Φ− γB)
2

R2
+ E0, (Б.1)

где γB = 0 в квазиклассическом пределе и γB = 1/2 в пределе сильных

магнитных полей. Тогда для плотности ПС в нанопроволоке длины Lz можно

получить следующее выражение:

D(E) =
∑

(kz,j)∈G δ(E − Ekz,j) =

=
∫

Lzdkz
2π

∫
dx
∑

j δ
(
x− j

R

)
δ(E − sh̄v

√
k2z + (x+ (Φ− γB)/R)2 − E0) =

= LzR
2π

∑∞
n=−∞

∫
dx

∫
dkze

i2πRnx−iπnδ(E − sh̄v
√
k2z + (x+ (Φ− γB)/R)2 − E0) =

= LzR
2π

∑∞
n=−∞

∫2π
0 dθ

∫
kdkei2πRnk sin θ−i2πΦn+i2πγBn−iπnδ(E − h̄vk − E0) =

= Θ
[
(E − E0) sgn(a0(a

2
0 − 1)) + h̄vke

] LzR(E−E0)
2π(h̄v)2 2π (1+

+2
∑+∞

n=1 J0

(
2πR(E−E0)n

h̄v

)
cos (2πΦn− 2πγBn+ πn)

)
≈

= Θ
[
(E − E0) sgn(a0(a

2
0 − 1)) + h̄vke

] LzR(E−E0)
2π(h̄v)2 2π (1+

+2
√

h̄v
π2R(E−E0)

∑+∞
n=1

cos( 2πR(E−E0)n
h̄v )√
n

cos (2πΦn− 2πγBn+ πn)

)
,
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где область интегрирования задается так: G = {s
√
k2z + (j + Φ− γB)2/R2 >

ke}, ke = 2|a0|m/ch̄|1 − a20|, J0(x)–функция Бесселя 1-го рода. В последнем

равенстве мы использовали разложение J0(x) в пределе x≫ 1.
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